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。 完美 图 解 + 丰富 实例 ， 复 洒 问 题 简单 化 
为 基本 操作 配 以 图 解 , 用 数据 结构 解决 生活 中 的 实际 问题 , 学 习 过 程 更 加 轻松 有 趣 。 


。 原 理 分 析 + 实战 演练 ， 真 正 地 学 以 致 用 7 
通俗 化 讲解 基础 知识 , 在 实战 中 体会 数据 结构 的 设计 和 操作 , 锻炼 独立 思考 的 能 力 。 


pp 
。 配 套 代码 + 在 线 答疑 ， 为 学 习 保驾 护航 DAN 
提供 书 中 的 范例 程序 源 代码 、 练 习题 以 及 管 案 解 析 ， 并 在 博客 和 QQ 和 群 中 答疑 解 惑 。 
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内 容 提 要 





本 书 从 趣味 故事 引入 算法 复杂 性 计算 及 数据 结构 基础 内 容 ， 涵 盖 线 性 结构 、 树 形 结构 和 图 形 结构 ， 包 括 链 
表 、 栈 和 队列 、 树 和 图 的 应 用 等 。 本 书 内 容 还 涉及 数据 结构 的 基本 应 用 《包括 各 种 查找 、 排 序 等 ) 和 高 级 应 用 
(包括 优先 队列 、 并 碍 集 、B- 树 、B+ 树 和 红 黑 树 等 )。 通 过 大 量 图 解 将 抽象 数据 模型 简单 通俗 化 ， 语 言 表述 浅 
显 易 懂 ， 并 结合 有 趣 的 实例 帮助 读者 轻松 掌握 数据 结构 。 

本 书 可 作为 程序 员 的 学 习 用 书 ， 也 适合 没有 太 多 编程 经 验 但 又 对 数据 结构 有 强烈 兴趣 的 初学 者 使 用 ， 同 时 
也 可 作为 高 等 院 校 计算 机 、 数 学 及 相关 专业 的 师 生 用 书 ， 或 学 科 苋 赛 的 辅导 用 书 和 培训 学 校 的 教材 。 
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En 人 


日 


2017 年 8 月 ， 本 看 让 更 多 的 人 轻松 学 习 算 法 的 初 心 ， 我 写作 了 第 一 本 书 《 趣 学 算法 》 
该 书 在 出 版 后 受到 广大 该 者 一 致 好 评 ， 在 一 年 内 重印 了 10 次 ， 并 和 输出 了 楷体 版 的 版 权 。 一 
位 读者 对 我 说 ， 读 这 本 书 读 到 “ 集 不 下 来 ”我 义 何 尝 不 是 呢 ? 写 书写 到 “ 集 不 下 来 ”这 是 
作者 和 读者 的 巨大 共鸣 ! 在 交流 学 习 算 法 的 同时 ， 越 来 越 多 的 学 生 反 映 数 据 结构 星 涩 难 异 ， 
问 我 能 不 能 号 一 本 《 趣 学 数据 结构 》。 说 实在 的 ， 写 书 是 一 项 极其 爱 重 的 工作 ， 每 一 句 话 ， 
每 一 个 匈 ， 者 需要 精 心 琢磨 。 正 在 我 犹 蓝 不 决 乙 际 ， 一 件 事情 坚定 了 我 号 作 本 书 的 信心 。 


招聘 趣事 


如 果 你 关注 计算 机 专业 招聘 试题 ， 会 发 现 越 是 大 型 公司 ， 问 的 问题 越 基础 ， 有 的 甚至 问 
你 什么 是 栈 和 队列 ， 反 而 一 些小 公司 会 关心 你 做 过 什么 系统 。 从 关注 点 的 不 同 可 以 看 出 ,大 
公司 更 注重 基础 扎实 和 发 展 潜力 ， 而 小 公司 希望 你 立刻 能 够 为 其 干 活 。 可 以 这 样 比喻 : 小 公 
司 喜欢 细 而 长 的 竹子 ， 大 公司 更 喜欢 碗 口 粗 的 竹笋 。 

我 曾经 推荐 一 个 学 生 到 某 知名 公司 ， 没 多 久 ， 学 生 向 我 说 了 应 聘 的 事情 :“ 我 介绍 我 开 
发 了 企业 管理 系统 、 在 线 商 城 系统 等 ， 没 想到 他 问 我 使 用 了 什么 数据 结构 和 算法 ， 我 懂 很 多 
技术 ， 那 么 多 功能 我 都 实现 了 ， 他 不 问 ， 却 问 我 使 用 了 什么 数据 结构 和 算法 ， 你 说 搞笑 不 ? 
数据 结构 和 算法 我 里 就 忘 了 , 我 会 开发 软件 还 不 行 吗 ? ”人 力 资源 总 鉴 也 反馈 过 来 意见 : “很 
搞笑 ， 这 个 学 生 做 了 不 少 系统 ， 却 说 根本 没 用 到 数据 结构 和 算法 。” 

既然 双方 都 觉得 这 是 一 件 搞笑 的 事情 ， 那 么 我 们 就 挫 开 来 看 ， 数 据 结构 到 底 是 什么 。 


拨 云 见 日 ， 看 清 效 据 结构 


当 我 们 过 到 一 个 实际 问题 时 ， 首 先 需 要 解决 两 件 事 : 

(1) 如 何 将 数据 存储 在 计算 机 中 ; 

(2) 用 什么 方法 和 策略 解决 问题 。 

前 者 是 数据 结构 ， 后 者 是 和 握 法 。 只 有 数据 结构 没有 算法 ， 相 当 于 只 把 数据 存储 到 计算 机 
中 ， 而 没有 有 效 的 方法 去 处 理 ， 残 像 一 幅 只 有 框 染 的 烂 尾 楼 ;， 硝 只 有 算法 ， 没 有 数据 结构 ， 
台 像 沙漠 里 的 海 市 古 楼 ， 只 不 过 是 空中 楼 阁 叶 了 。 
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数据 是 一 切 能 输入 计算 机 中 的 信息 的 总 和 ， 结 构 是 指数 据 之 间 的 关系 。 数 据 结构 就 是 将 
数据 及 其 之 间 的 关系 有 效 地 存储 在 计算 机 中 并 进行 基本 操作 。 算法 是 对 特定 问题 求解 步骤 的 
一 种 摘 述 ， 通 俗 讲 丈 是 解决 问题 的 方法 和 素 略 。 

在 过 到 一 个 实际 问题 时 ， 要 充分 利用 目 己 所 学 的 数据 结构 ， 将 数据 及 其 之 间 的 关系 有 效 
地 存储 在 计算 机 中 ， 然 后 选择 合适 的 算法 策略 ， 并 用 程序 局 效 地 实现 。 这 就 是 Niklaus Wirth 
教授 所 说 的 :“ 数 据 结构 + 算法 三 程序 ”。 


为 什么 要 学 习 数 据 结构 


局 校 的 计算 机 专业 为 本 科 生 都 开设 了 数据 结构 诛 程 , 它 是 计算 机 学 科 知 识 结构 的 核心 和 
拉 术 体系 的 基石 ， 在 研究 生 考试 中 也 是 必 考 科目 。 随 看 科学 技术 的 飞速 发 展 ， 数 据 结构 的 基 
耐性 地 位 不 仅 没 有 动摇 ， 反 而 因 近 年 来 算法 工程 师 的 高 薪 形 势 ， 而 得 到 了 业内 空前 的 重视 。 
很 多 人 认为 基本 的 数据 结构 及 操作 已 经 在 高 级 语言 《如 C++、jJava 语言 ) 中 封 痛 ， 栈 、 队 列 、 
排序 、 优先 队列 等 都 可 以 直接 调用 库 函 数 , 学 会 怎么 调用 就 好 了 , 为 什么 要 重复 “ 造 轮子 ”? 
那么 到 后 有 没有 必要 好 好 学 习 数 据 结 构 呢 ? 

先 看 学 习 数 据 结 构 有 什么 用 人 处。 

(1) 学 习 有 效 存 储 数 据 的 方法 。 很 多 学 生 在 学 习 数 据 结构 时 , 问 我 要 不 要 把 单 链 表 择 入 、 
删除 背 下 来 ? 要 不 合 上 书 吏 不 会 写 了 。 我 非常 证 异 ， 为 什么 要 背 ? 理工 科技 术 知 识 很 少 需 要 
记忆 的 ， 是 用 的 ， 用 的 ! 学 习 知 识 不 能 只 靠 死 记 硬 背 ， 更 重要 的 是 学 习 处 理 问 题 的 方法 。 如 
何 有 效 地 存储 数据 ， 不 同 的 数据 结构 产生 什么 样 的 算法 复杂 性 ， 有 没有 更 好 的 存储 方法 提高 
算法 的 效率 ? 

(2) 处 理 具有 复杂 关系 的 数据 。 现 实 中 很 多 具有 复杂 关系 的 数据 无 法 通过 简单 的 库 函 数 
调用 实现 。 如 同 现 在 很 多 已 片 高 度 集 成 ， 完 全 不 需要 知道 已 厂 内 部 如 何 ， 和 有 直 接 使 用 就 行 了 。 
但 是 ， 如 末 在 现实 中 巡 到 一 个 复杂 问题 ， 现 有 的 必 片 根本 无 法 解决 ， 或 者 一 个 必 瞩 只 能 完 太 
其 中 一 个 功能 ， 而 我 们 需要 的 是 完成 该 复杂 问题 的 一 个 集成 必 户 ， 这 时 恕 需要 运用 所 学 的 数 
据 结构 知识 来 高 效 处 理 具 有 复杂 关系 的 数据 。 

(3) 提高 算法 效率 。 很 多 问题 的 基础 数据 结构 运行 效率 较 低 ， 需 要 借助 局 级 数据 结构 或 
通过 改进 数据 结构 来 近 高 得 法 效率 。 

通过 学 习 数 据 结构 ， 更 加 准确 和 深刻 地 理解 不 同 数 据 结构 之 间 的 共性 和 联系 ,学 会 选择 
和 改进 数据 结构 ， 高 效 地 设计 并 实现 各 种 算法 ， 这 才 是 数据 结构 的 精髓 。 


数据 结构 为 什么 那么 难 
网 络 上 太 多 的 同学 吐槽 被 “ 虐 ” 如 “滔滔 江水 连绵 不 绝 "， 数 据 结构 太 难 了 ! 真 的 很 难 
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加? 其 实数 据 结构 只 是 讲 了 3 部 分 内 容 : 线性 结构 、 树 和 图 。 到 底 难 在 哪里 呢 ? 我 通过 调 奋 ， 
本 解 到 数据 结构 难 学 大 构 有 以 下 4 个 原因 。 

(1) 无 法 接受 它 的 描述 方式 。 数 据 结构 的 描述 大 多 是 抽 和 象 的 形式 ， 我 们 习惯 了 使 用 目 然 
语言 表达 ， 难 以 接受 数据 结构 的 抽象 表达 。 不 止 一 个 学 生 问 我 ， 书 上 的 “ElemType” 到 底 是 
什么 类 型 ? 运行 时 怎么 经 和 营 提示 错误 。 筷 的 意思 束 是 “元 妹 类 型 ”， 只 是 这 样 来 描述 ， 你 需 
要 什么 类 型 就 号 什么 类 型 ， 例 如 int。 这 样 的 表达 方式 会 让 不 少 人 感到 骨 误 。 

(2) 不 知道 它 有 什么 用 处 。 尽 管 很 多 人 学 习 数 据 结 构 ， 但 目的 各 不 相同 。 有 的 人 是 应 付 
考试 ， 有 的 人 是 参加 算法 竞赛 需要 ， 而 很 多 人 不 太 清 楚 学 习 数 据 结构 有 什么 用 处 ， 迷 迷糊 糊 
看 节 、 做 题 、 芳 试 。 

(3) 体会 不 到 其 中 的 妙 处 。 由 于 教材 、 教 师 等 各 种 因素 影响 ， 很 多 学 生 没有 体会 到 数据 
结构 处 理 数 据 的 妙 处 ， 经 名 为 学 不 会 而 焦头烂额 ， 学 习 重 在 体会 其 中 的 乐趣 ， 有 乐趣 才 有 兴 
趣 ， 兴 趣 症 最 好 的 张 动力 。 

(4) 语言 基础 不 好 。 我 一 直 强 调 先 看 图 解 ， 理 清 思路 ， 再 上 机 。 可 还 是 有 很 多 同学 已 经 
理解 了 思路 后 ， 因 为 缺少 main 函数 ， 输 入 /输出 格式 不 对 ， 缺 少 插 写 等 各 种 语言 问题 卡 元 ， 
而 这 一 切 部 被 戴 上 了 “数据 结构 太 难 了 ”的 大 帽子 。 


数据 结构 学 习 秘 藉 


在 讲学 习 秘 籍 之 前 ， 我 们 首先 了 解 一 下 数据 结构 学 习 的 3 种 境界 。 

(1) 会 数据 结构 的 基本 操作 。 学 会 各 种 数据 结构 的 基本 操作 ， 即 取 值 、 查 找 、 插 入 、 删 
除 等 ， 是 最 基础 的 要 求 。 先 看 图 解 ， 理 解 各 种 数据 结构 的 定义 ， 操 作 方法 ， 然 后 看 代码 ， 洽 
试 自 己 动手 上 机 运行 , 逐渐 掌握 基本 操作 。 在 初学 时 ， 要 想 理解 数据 结构 ,一 定 要 学 会 画图 。 
通过 画图 形象 表达 ,能 更 好 地 体会 其 中 的 数据 结构 关系 。 因 此 ， 初 学 阶段 学 习 利器 是 : 画图 、 
理解 、 画 图 。 

(2) 会 利用 数据 结构 解决 实际 问题 。 在 掌握 了 书 中 的 基本 操作 之 后 ， 束 可 以 尝试 利用 数 
据 结 构 解 决 一 些 实际 问题 了 。 先 学 经 典 应 用 问题 的 解决 方法 ， 体 会 数据 结构 的 使 用 方法 ， 再 
做 题 ， 独 立 设计 数据 结构 解决 问题 。 要 想 熟 练 应 用 就 必须 做 大 量 的 题 ， 在 做 题 的 过 程 中 体会 
其 中 的 方法 。 最 好 进行 专项 练习 ， 比 如 线性 表 问 题 、 二 又 树 问题 、 图 问题 。 这 一 阶段 的 学 习 
利器 是 : 做 题 、 反 思 、 做 题 。 

(3) 熟练 使 用 和 改进 数据 结构 ， 优 化 算法 。 这 是 最 高 境界 了 ， 也 是 学 习 数据 结构 的 精 双 
所 在 ， 单独 学 习 数 据 结构 是 无 法 达到 这 种 境界 的 。 数 据 结 构 与 算法 相辅相成 ， 需 要 在 学 习 算 
法 的 过 程 中 慢 慢 修炼 。 在 学 习 算 法 的 同时 ， 逐 步 熟 练 应 用 、 改 进 数据 结构 ， 慢 慢 体 会 不 同 数 
据 结 构 和 算法 策略 的 算法 复杂 性 ， 最 终 学 会 利用 数据 结构 改进 和 优化 算法 。 这 一 阶段 已 经 在 
数据 结构 之 上 ， 可 以 通过 在 ACM 测试 系统 上 刷 各 种 算法 题 ， 体 会 数据 结构 在 算法 设计 中 的 
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应 用 。 这 一 阶段 的 学 习 利 器 是 : 刷 题 、 总 结 、 刷 题 。 


本 书 特色 


本 书 具 有 五 大 特色 。 

(1) 完美 图 解 ， 通 俗 易 懂 。 学 习 数据 结构 最 好 的 办 法 就 是 画图 、 画 图 、 画 图 。 本 书 中 的 
每 一 个 基本 操作 和 演示 都 有 图 解 ， 有 了 图 解 ， 一 切 就 都 变 得 简单 ， 迎 刃 而 解 。 

(2) 实例 丰富 ， 简 单 有 趣 。 本 书 结合 大 量 实例 ， 讲 述 如 何 利用 数据 结构 解决 实际 问题 ， 
使 复杂 难 懂 的 问题 变 得 简单 有 趣 ,给 读者 带 来 巨大 的 阅读 乐趣 ,使 读 者 在 阅读 中 不 知 不 觉 地 
学 会 数据 结构 知识 ， 体 会 数据 结构 的 妙 处 。 

(3) 深入 浅 出 ， 透 析 本 质 。 本 书 采 用 简洁 易 懂 的 代码 描述 ， 抓 位 本 质 ， 通 俗 描 述 及 
注释 使 代码 更 加 易 懂 。 本 书 不 仅 对 数据 结构 设计 和 操作 描述 全 面 细致 ， 而 且 有 复杂 性 分 
析 过 程 。 

(4) 实战 演练 ， 循 序 渐进。 本 书 在 每 一 个 数据 结构 讲解 清楚 后 ， 进 行 实战 演 练 ， 使 读者 
在 实战 中 体会 数据 结构 的 设计 和 操作 ， 增 强 自信 ， 从 而 提高 了 读者 独立 思考 、 自 己 动手 实践 
的 能 力 。 丰 富 的 练习 题 和 思考 题 及 时 检验 对 所 学 知识 的 掌握 情况 ， 为 读者 从 小 问题 出 发 ， 逐 
步 解决 大 型 复杂 性 问题 商定 基础 。 

(5) 网 络 资源 ,技术 支持 。 本 书 为 读者 提供 本 书 所 有 范例 程序 的 源 代码 、 练 习题 以 及 答 
案 解 析 ， 这 些 源 代码 可 以 自由 修改 编译 ， 以 符合 自己 的 需要 。 本 书 提供 源 代码 执行 、 调 试 说 
明 书 ， 提 供 博客 、QQ 群 技术 支持 ， 为 读者 答疑 解 惑 。 


本 书 内 容 


本 书包 括 10 章 。 

。 第 1 章 是 基础 知识 ， 介 绍 数据 结构 基础 和 算法 复杂 性 的 计算 方法 。 

。 第 2 一 $ 章 是 线性 结构 ,讲解 线性 表 、 栈 和 队列 、 字 符 串 、 数 组 等 的 基本 操作 和 应 用 。 

。 第 6 章 是 树 形 结构 ， 讲 解 树 、 二 叉 树 、 线 索 二 又 树 、 树 和 森林 以 及 树 的 经 典 应 用 。 

。 第 7 章 是 图 形 结构 ， 讲 解 图 的 存储 、 遍 历 以 及 图 的 经 典 应 用 。 

。 第 8 一 9 章 是 数据 结构 的 基本 应 用 ， 讲 解 查找 、 排 序 的 方法 和 算法 复杂 性 比较 。 

。 第 10 章 是 高 级 数据 结构 及 其 应 用 ， 讲 解 优先 队列 、 并 碍 集 、B- 树 、B+ 树 、 红 黑 

树 等 。 

本 书 的 每 一 章 中 都 有 大 量 图 解 ， 并 给 出 数据 结构 的 基本 操作 ， 最 后 结合 实例 帮助 读者 巩 

固 相 关 知 识 点 ， 力 求学 以 臻 用、 举一反三 。 
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建议 和 反馈 
写 一 本 书 是 一 项 极其 琐碎 、 崇 重 的 工作 , 尽管 我 已 经 竟 力 使 本 书 和 网 络 文 持 接 近 完 美 ， 
但 仍然 可 能 存在 很 多 漏洞 和 瑕 狂 。 欢 迎 谈 者 提供 关于 本 书 的 反 饿 意见， 因为 对 本 书 的 意见 
和 建议 有 利于 我 们 改进 和 提高 ， 以 帮助 更 多 的 读者 。 如 果 对 本 书 有 什么 意见 和 建议 ， 或 者 
有 问题 需要 帮助 ， 可 以 加 入 QQ 群 887694770， 也 可 以 致 信 rainchxy@126.com， 我 将 不 胜 
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资源 与 支持 


本 书 由 异步 社区 出 品 ， 社 区 (https:/www.epubit.com/)〉 为 您 提供 相关 资源 和 后 续 服 务 。 





本 僚 贷 产 
本 书 提供 范例 程序 源 代码 ， 请 在 异步 社区 本 书页 面 中 点 击 B33 ， 跌 转 到 下 载 界面 ， 
按 提示 进行 操作 即 可 。 注 意 : 为 保证 购书 读者 的 权益 ， 该 操作 会 给 出 相关 提示 ， 要 求 输入 提 
取 码 进行 验证 。 














提交 勘误 
作者 和 编辑 尽 最 大 努力 来 确保 书 中 内 容 的 准确 性 ， 但 难免 会 存在 朴 漏 。 欢 迎 您 将 发 现 的 
问题 反馈 给 我 们 ， 帮 助 我 们 提升 图 书 的 质量 。 
当 您 发 现 错误 时 ， 请 登录 异步 社区 ， 按 书 名 搜索 ， 进 入 本 书页 面 ， 点 击 “ 提 交 勘 误 ”， 
答 入 勘误 信息 ， 点 击 “提交 ”按钮 即 可 。 本 书 的 作者 和 编辑 会 对 您 提交 的 勘误 进行 审核 
确认 并 接受 后 ， 您 将 获 赠 异步 社区 的 100 积分 。 积 分 可 用 于 在 异步 社区 兑换 优惠 券 、 样 书 
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与 我 们 联系 


我 们 的 联系 邮箱 是 contact@epubit.com.cn。 

如 下 您 对 本 书 有 任何 疑问 或 建议 ,请 您 发 邮件 给 我 们 , 并 请 在 邮件 标题 中 注 明 本 书 书 名 ， 
以 便 我 们 更 高 效 地 做 出 反馈 。 

如 采 您 有 兴趣 出 版 图 书 、 录 制 教学 视频 ， 或 者 参与 图 书 翻译 、 技 术 审 校 等 工作 ， 可 以 发 
邮件 给 我 们 ; 有 意 出 版 图 书 的 作者 也 可 以 到 寞 步 社区 在 线 提交 投稿 (直接 访问 
www.epubit.com/selfpublish/submission 即 可 )。 

如 果 您 是 学 校 、 培 训 机 构 或 企业 ， 想 批量 购买 本 书 或 寞 步 社区 出 版 的 其 他 图 书 ， 也 可 以 
发 邮件 给 我 们 。 

如 果 您 在 网 上 友 现 有 和 针对 异步 社区 出 品 图 书 的 各 种 形式 的 盗版 行为 , 包括 对 图 书 全 部 或 
部 分 内 容 的 非 授 权 传 播 , 请 您 将 怀疑 有 侵权 行为 的 链接 发 邮件 给 我 们 。 您 的 这 一 举动 是 对 作 
者 权 荔 的 保护 ， 也 是 我 们 持续 为 您 扣 供 有 价值 的 内 容 的 动力 之 源 。 
































关于 异步 社区 和 异步 图 书 


“异步 社区 ”是 人 民 邮 电 出 版 社 旗 下 IT 专业 图 书社 区 ， 和 致力 于 出 版 精品 IT 技术 图 书 和 
相关 学 习 产 品 ， 为 作 译 者 提供 优质 出 版 服务 。 异 步 社区 创办 于 2015 年 8 月 ， 提 供 大 量 精品 
IT 技术 图 书 和 电子 书 ， 以 及 高 品质 技术 文章 和 视频 读 程 。 更 多 详情 请 访问 异步 社区 官网 
https://www.epublt.com 。 

“异步 图 书 ” 是 由 异步 社区 编辑 团队 策划 出 版 的 精品 IT 专业 图 书 的 品牌 ， 依 托 于 人 民 邮 
电 出 版 社 近 30 年 的 计算 机 图 书 出 版 积累 和 专业 编辑 团队 ， 相 关 图 书 在 封面 上 印 有 异步 图 书 
的 LOGO。 开 步 图 书 的 出 版 领域 包括 软件 开发 、 大 数据 、AI、 测 试 、 前 病 、 网 络 技术 等 。 
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Chapter 


数据 结构 入 门 


数据 结构 基础 知识 
算法 复杂 度 
一 棋盘 麦子 
神奇 魔鬼 序列 


本 章 要 点 





2 | eic 有 数据 结构 入 门 


车 名 的 瑞士 科学 家 Niklaus Wirth 教授 提出 : 数据 结构 + 算法 三 程序 。 数 据 结构 是 程序 的 
骨 染 ， 算 法 是 程序 的 灵魂 。 





1 .1 Bett 


学 习 数 据 结 构 首 先 从 认识 以 下 几 个 概念 开始 。 

1. 数据 

数据 是 指 所 有 能 输入 到 计算 机 中 的 描述 客观 事物 的 符号 ， 包括 文本 、 声 首 、 图 像 、 符 号 
等 。 我 们 经 单 使 用 的 “ 扫 一 扫 ” 的 二 维 码 ， 也 是 数据 。 

2. 数据 元 素 

数据 元 素 是 数据 的 基本 单位 ， 也 称 节点 或 记录 ， 如 图 1-1 所 示 。 
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图 1-1 数据 元 又 


3. 数据 项 

数据 项 表示 有 独立 含义 的 数据 最 小 单位 ， 也 称 域 。 若 干 个 数据 项 构成 一 个 数据 元 素 ， 数 
据 项 是 不 可 分 割 的 最 小 单位 ， 如 图 1-1 所 示 的 “86”。 

4. 数据 对 象 

数据 对 象 是 指 相同 特性 的 数据 元 素 的 集合 ， 是 数据 的 一 个 子 集 。 

5. 数据 结构 

数据 结构 是 指 相互 之 间 存 在 一 种 或 多 种 特定 关系 的 数据 元 素 的 集合 。 

数据 结构 是 带 “ 结 构 ” 的 数据 元 素 的 集合 ,“ 结 构 ” 是 指数 据 元 素 之 间 存 在 的 关系 。 数 
据 结 构 研 究 的 问题 是 将 带 有 关系 的 数据 存储 在 计算 机 中 ， 并 进行 相关 操作 。 数 据 结构 包含 罗 
辑 结 构 、 存 储 结构 和 运算 三 个 要 素 。 

6. 逻辑 结构 和 存储 结构 

逻辑 结构 是 数据 元 素 之 间 的 天 系 ， 存 储 结构 是 数据 元 素 及 其 关系 在 计算 机 中 的 存储 方式 。 
例如 ， 小 明和 小 勇 是 表 兄 弟 ， 这 是 他 们 之 间 的 逻辑 关系 ; 他 们 在 教室 里 面 的 位 置 是 他 们 的 存 
储 结构 。 无 论 他 们 的 座位 怎样 安排 ， 是 挨 着 坐 ， 还 是 分 开 坐 ， 都 不 影响 他 们 的 表 兄 弟 关 系 。 

逻辑 结构 : 数据 元 素 间 抽象 化 的 相互 关系 ， 与 数据 的 存储 无 和 天， 独立 于 计算 机 ， 它 是 从 
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具体 问题 中 抽象 出 来 的 数学 模型 。 
数据 结构 的 饮 辑 结构 共有 以 下 4 种 。 
(1) 集合 一 一 数据 元 素 间 除 “同属 于 一 个 集合 ”外 ， 无 其 他 关系 。 
集合 中 的 元 素 是 离散 、 无 序 的 ， 残 像 鸡 疾 中 的 小 鸡 一 样 ， 可 以 随 总 走动 ， 它 们 之 间 没 有 
什么 关系 ， 唯 一 的 菜 密 关系 束 古 在 同一 个 鸡 痢 里 ， 如 图 1-2 所 示 。 数 据 结构 重点 研究 的 是 数 
据 之 间 的 天 系 ， 而 集合 中 的 元 素 是 离 若 的 , 没有 什么 关系 。 因 此 , 集合 虽然 是 一 种 数据 结构 ， 
但 在 数据 结构 书 中 不 讲 ， 在 离散 数学 的 集合 论 部 分 有 重点 讲述 。 


pi 
Lm WA vc 


图 1-2 集合 























一 个 对 一 个 ， 如 线性 表 、 栈 、 队 列 、 数 组 、 厂 义 表 。 

线性 5 就 像 珠子 ， 是 一 条 线 ， 不 会 分 又 ， 如 图 1-3 所 示 。 有 唯一 的 开始 和 唯一 的 结 
束 ， 除 了 第 一 个 元 素 外 ， 每 个 元 聂 都 有 唯一 的 直接 前 驱 《〈 前 面 那 个 ); 除了 最 后 一 个 元 取 外 ， 
每 个 元 素 都 有 唯一 的 直接 后 继 《〈 后 面 那个 )。 

















© © © © © © 


图 1.3 ”线性 结构 


(3) 树 形 结 一 个 对 多 个 ， 如 树 。 

树 形 ag 棵 倒立 的 树 ， 树 根 可 以 发 出 多 个 分 文 ， 每 个 每 文 也 可 以 继续 发 出 分 文 ， 
树枝 和 树枝 之 间 是 不 相交 的 ， 如 图 1-4 所 示 。 

(4) 图 形 结 多 个 对 多 个 ， 如 图 、 网 。 

图 形 人 
错综复杂 的 网 ， 如 图 1-5 所 示 。 
































异步 社区 lazyren(13059738008) 专 享 请 尊重 版 权 


3 


4 | Ke 有 数据 结构 入 门 





7 


图 1-5 图 形 结构 


存储 结构 : 数据 元 系 及 其 关系 在 计算 机 中 的 存储 方式 。 

存储 结构 可 以 分 为 4 种 : 顺序 存储 、 链 式 存 储 、 散 列 人 存储 和 索引 存储 。 很 多 数据 结构 类 
书籍 只 介绍 了 前 两 种 基本 的 存储 结构 ， 这 里 加 上 后 两 种 ， 以 便 谈 者 了 解 。 

(1) 顺序 存储 

顺序 存储 是 指 旬 辑 上 相 邻 的 元 又 在 计算 机 内 的 存储 位 置 也 是 相 邻 的 。 例 如 ， 张 小 明 是 哥 
哥 ， 张 小 该 是 脂 肌 ， 他 们 的 旬 辑 关系 是 兄 肌 ， 如 果 他 们 住 的 房子 是 前 后 院 ， 也 是 相 邻 的 ， 束 
可 以 说 他 们 是 顺序 存储 ， 如 图 1-6 所 示 。 


























哥哥 家 于 第 家 
图 1-6 ”兄弟 两 家 前 后 相 邻 


顺序 存储 采用 一 段 连续 的 存储 空间 ， 将 馆 辑 上 相 邻 的 元 聂 存 储 在 连续 的 空间 内 ， 中 间 不 
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允许 有 空 ,顺序 存储 可 以 快速 定位 第 几 个 元 素 的 地 址 , 但 是 插入 和 删除 时 需要 移动 大 量 元 素 ， 
如 图 1-7 所 示 。 


基地 址 (前 地 址 ) L IE 
0 

Lot(i—1 )xm 二 

Lot(n—l )xm 二 


LLot(i-1)xm 1 为 每 个 元 素 所 占 字 节 数 
图 1-7 顺序 存储 
(2) 链 式 存储 
链 陈 存储 是 指 逻辑 上 相 邻 的 元 素 在 计算 机 内 的 存储 位 置 不 一 定 是 相 邻 的 。 例 如 ， 哥 哥 张 
小 明 因 为 工作 调动 去 了 北京 ， 弟 第 仍然 在 郑州 ， 他 们 的 位 置 是 不 相 邻 的 ， 但 是 哥哥 有 第 胃 家 
的 地 址 ， 很 容易 可 以 找到 弟弟 ， 束 可 以 说 他 们 是 链 式 存储 ， 如 网 1-8 所 示 。 


< 一 
田 用 
哥哥 家 在 北 素 腊 朋 家 在 郑州 


图 1-8 哥哥 有 弟弟 家 地 址 


















链 式 存储 束 像 一 个 铁 链 子 ， 一 坏 扣 一 坏 才 能 连 在 一 起 。 每 个 节点 除了 数据 域 , 还 有 一 个 
指针 域 ， 记 录 下 一 个 元 系 的 存储 地 址 ， 如 图 1-9 所 示 。 


(3) 散 列 存储 
散 列 存储 ， 叉 称 哈 希 (Hash) 存储 ， 由 节点 的 关键 码 值 决定 节点 的 存储 地 址 。 用 散 列 也 


数 确定 数据 元 又 的 存储 位 罗 与 关键 公 之 则 的 对 应 关系， 如 图 1-10 所 示 。 
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头 指针 L 存储 的 地 址 





1-9 ” 链 式 存储 


数据 元 妹 存储 位 置 
下 标 
' 0 i 
散 列 函数 | 1 
H(key) ) 
.a 





wd 
图 1-10” 散 列 存 储 


例如 ， 假 设 获 列 表 的 地 址 范围 为 0~~9， 黎 列 函 数 为 Hlkey)=key%10。 输 入 关键 码 序列 : 
(24,10,32,17,41,15,49)， 构 造 散 列表 ， 如 图 1-11 所 示 。 
24%10=4: 存储 在 下 标 为 4 的 位 置 。 
10%10=0: 存储 在 下 标 为 0 的 位 置 。 
32%10=2: 存储 在 下 标 为 2 的 位 置 。 
17%10=7: 存储 在 下 标 为 7 的 位 置 。 
41%10=1: 存储 在 下 标 为 1 的 位 置 。 
15%10=5: 存储 在 下 标 为 5 的 位 置 。 
49%10=9: 存储 在 下 标 为 9 的 位 置 。 


0 1 之 3 4 要 6 7 8 9 
ma [oT eT TTT Tr Te 
1-11 散 列 表 


散 列 存储 可 以 通过 把 关键 但 值 映 射 到 表 中 一 个 位 置 来 访问 记录 ， 以 加 快 查 找 的 速度 。 如 
果 有 冲突 ， 则 有 多 种 处 理 冲 突 的 方法 。 

(4) 索引 存储 

索引 存储 是 指 除 建立 存储 节点 信息 外 ,还 建立 附加 的 索引 表 来 标识 节点 的 地 址 。 索 引 表 
由 大 干 索引 项 组 成 。 如 果 每 个 节点 在 索引 表 中 都 有 一 个 索引 项 ， 则 该 索引 表 称 为 稠密 索引 。 
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藻 一 组 节点 在 索引 表 中 上 只 对 应 于 一 个 索引 项 ， 则 该 索引 表 称 为 稀 玻 索引 。 索 引 项 的 一 般 形 式 
是 关键 字 、 地 址 ， 如 图 1-12 所 示 。 
索引 表 


块 中 最 大 关键 字 [ 22 | 48 | 86 
块 起 始 地 址 





第 1 块 第 2 块 第 3 块 


图 1-12 索引 存储 











在 搜索 引擎 中 ， 需 要 按 茶 些 关 键 字 的 值 来 得 找 记录 ， 为 此 可 以 按 头 键 字 建立 索引 ， 这 种 
索引 称 为 倒 排 索引 。 为 什么 称 为 倒 排 索引 呢 ? 因 为 正常 情况 下 ， 部 古 由 记录 来 确定 属性 值 的 ， 
而 这 里 是 根据 属性 值 来 得 找 记 录 。 这 种 索引 表 中 的 每 一 项 都 包括 一 个 属性 值 和 具有 该 属性 值 
的 各 记录 的 地 址 。 市 有 倒 排 索引 的 文件 称 为 倒 排 索引 文件 ， 义 称 为 倒 排 文件 。 倒 排 文 件 可 以 
实现 快速 检索 ， 索 引 和 存储 是 目前 搜索 引擎 最 党 用 的 存储 方法 ， 如 图 1-13 所 示 。 





























2 
:让 
守 
2 
a 
>» 


隐 





图 1-13 ” 倒 排 索引 


7. 抽象 数据 类 型 

抽象 数据 类 型 (Abstract Data Type，ADT) 是 将 数据 对 象 、 数 据 对 象 之 间 的 关系 和 数据 
对 和 象 的 基本 操作 封装 在 一 起 的 一 种 表达 方式 ， 它 和 工程 中 的 应 用 是 一 致 的 。 在 工程 项 目 中 ， 
开始 编程 之 前 ， 首 先 列 出 程序 需要 完成 的 功能 任务 ， 先 不 用 管 具 体 怎 么 实现 ， 实 现 细节 在 项 
目 后 期 完成 ， 一 开始 只 是 抽象 出 有 哪些 基本 操作 。 把 这 些 操作 项 封装 为 抽象 数据 类 型 ， 等 行 
后 面具 体 实 现 这 些 操作 。 而 其 他 对 象 如 条 想 调用 这 些 操作 ， 只 需要 按照 规定 好 的 参数 接口 调 
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用 ， 并 不 需要 知道 具体 是 怎么 实现 的 ， 从 而 实现 了 数据 封装 和 信息 隐藏 。 在 C++ 中 可 以 用 类 
的 声明 表示 抽象 数据 类 型 ， 用 类 的 实现 来 实现 抽象 数据 类 型 的 具体 操作 。 
抽象 数据 类 型 可 以 用 以 下 的 三 元 组 来 表示 。 








ADT = (D， i P) 
数据 对 象 D 上 的 关系 集 D 上 的 操作 集 


ADT 抽象 数据 闫 型 名 { 
数据 对 象 : < 数据 对 象 的 定义 > 
数据 关系 : < 数据 关系 的 定义 > 
基本 操作 : < 基本 操作 的 定义 > 
} ADT 抽象 数据 类 型 名 
例如 ， 线 性 表 的 抽象 数据 类 型 的 定义 : 
ADT List{ 
数据 对 象 : D=failaiEElemset, i=1,2,…,n,n 宇 0) 
数据 关系 : R={<ai lai>la laiED, i=2,…,n} 
基本 操作 : 
InitList(&L) 
操作 结果 : 构造 一 个 空 的 线性 表 上 革 
DestroyList(&L) 
初始 条 件 : 线性 表 已 存在 
操作 结果 : 销毁 线性 表 工 
ClearList(&L) 
初始 条 件 : 线性 表 已 存在 
操作 结果 : 置 线性 表 工 为 空 表 
ListEmpty(L) 
初始 条 件 : 线性 表 已 存在 
操作 结 东 : 后 线 性 表 工 为 空 表 ， 则 返回 TRUE， 合 则 返回 FALSE 
ListLenght(L) 
初始 条 件 : 线性 表 已 存在 
操作 结果 : 返回 线性 表 工 数据 元 素 个 数 
WetElem(L, 1 &e) 
初始 条 件 : 线性 表 已 存在 〈1 科 ji 科 ListLenght(L)) 
操作 结果 : 用 e 返回 线性 表 工 中 第 i 个 数据 元 素 的 值 
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locatElem(L, e, comare()) 
初始 条 件 : 线性 表 已 存在 ，comareO 是 数据 元 素 判 定 函 数 
操作 结果 : 返回 线性 表 世 中 第 1 个 与 e 满 足 关 系 comare() 的 数据 元 素 的 位 序 
PTriorElem(L, cur e, &pre e) 
初始 条 件 : 线性 表 已 存在 
操作 结果 : 大 cur e 是 线性 表 工 的 数据 元 系 ， 且 不 是 第 一 个 ， 则 用 pre e 返回 它 
的 角 纺 ， 奋 则 操作 失败 ，pre e 无 定义 
NextElem(L, cur e, &next e) 
初始 条 件 : 线性 表 已 存在 
操作 结 末 :大 cur e 是 线性 表 工 的 数据 元 素 ， 且 不 是 第 最 后 一 个 ， 则 用 next_e 返 
回 它 的 后 继 ， 人 否则 操作 失败 ，next e 无 定义 
ListInsert(&L, 1, e) 
初始 条 件 : 线性 表 已 存在 (1 三 i 二 ListLenght(L)+1) 
操作 结果 : 在 线性 表 工 中 第 i 个 数据 元 素 之 前 插入 新 元 素 e, 工 长 度 加 1 
ListDelete(&L., 1, &e) 
初始 条 件 : 线性 表 已 存在 (1 二 i1ListLenght(1)) 
操作 结果 : 删除 线性 表 工 中 第 i 个 数据 元 素 ， 用 e 返回 其 值 ，L 长 硫 减 1 
ListTraverse(L, visit()) 
初始 条 件 : 线性 表 已 存在 
操作 结 末 : 依次 对 线性 表 工 的 每 个 数据 元 聚 调用 visit(0) 函 数 ， 一 旦 visit0 失 败 ， 
则 操作 失败 
































JADT List 

(1) 为 什么 要 使 用 抽象 数据 类 型 ? 

抽象 数据 类 型 的 主要 作用 是 数据 封装 和 信息 隐藏 ， 让 实现 与 使 用 相 分 离 。 数 据 及 其 相关 
操作 的 结合 称 为 数据 封装 。 对 象 可 以 对 其 他 对 象 隐藏 菜 些 操作 细节 ， 从 而 使 这 些 操作 不 会 受 
到 其 他 对 象 的 影响 ， 这 就 是 信息 隐藏 。 抽 象 数据 类 型 独立 于 运算 的 具体 实现 ， 使 用 户 程序 只 
能 通过 抽象 数据 类 型 定义 的 某 些 操作 来 访问 其 中 的 数据 ， 实 现 了 信息 隐藏 。 

(2) 为 什么 很 多 书 中 没有 使 用 抽象 数据 类 型 ? 

既然 抽象 数据 类 型 符合 工程 化 需要 ， 可 以 实现 数据 封装 和 信息 隐藏 ， 为 什么 很 多 数据 结 
构 书 中 的 程序 并 没有 使 用 抽象 数据 类 型 呢 ? 因为 很 多 人 觉得 数据 结构 难以 理解 , 学 习 起 来 非 
常 吃力 ， 因 此 仅仅 将 数据 结构 的 基本 操作 作为 重点 ， 把 每 一 个 基本 操作 讲解 清楚 ， 使 读者 学 
会 和 掌握 数据 结构 的 基本 操作 ， 便 完成 了 数据 结构 书 的 基本 任务 。 在 实际 工程 中 ， 需 要 根据 
实际 情况 融会 贯通 , 灵活 运用 , 这 是 后 续 话 题 。 目 前 要 掌握 的 就 是 各 种 数据 结构 的 基本 操作 ， 
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本 书 也 将 基本 操作 作为 重点 讲述 ， 并 结合 实例 讲解 数据 结构 的 应 用 。 
数据 结构 和 算法 相辅相成 ， 密 不 可 分 ， 在 学 习 数 据 结 构 之 前 ， 首 先 要 了 解 什么 是 算法 、 
好 算法 的 衡量 标准 ， 以 及 算法 复杂 度 的 计算 方法 。 


1 .2 攻 EFSEETE 


首先 看 一 道 东 路 国 公 司 的 招聘 试题 。 
写 一 个 算法 ， 求 下 面 序列 之 和 : 
= ls, ly |. (—1) 


当 你 看 到 这 个 题目 ， 你 会 怎么 想 ? 使 用 for 语句 或 while 循环 ? 
先 看 算法 1-1。 

/7 算法 1=1 

SuUm=0 ， 

OT (1) 

















人 


这 段 代码 可 以 实现 求 和 运算 ， 但 是 为 什么 不 这 样 算 呢 ? 


—l,1,—1,1, (一切 
一 一 ”一 一 
0 0 
再 看 算法 1-2。 
// 算 法 1-2 
if (ngs2==0)  // 判 新 mn 是 不 是 偶数 ，% 表 示 求 余数 
Sum=0 ， 
else 
Sn 





有 的 读者 看 到 算法 1-2 后 忱 然 大 悟 ， 原 来 可 以 这 样 啊 ! 这 不 就 是 高 斯 那 种 将 两 个 数 结合 
成 对 的 算法 吗 ? 





1 2; 3, 4; **; 99; 100 
一 一 一 





一 共 50 对 数 ， 每 对 之 和 均 为 101， 那 么 总 和 为 : 

(1+100) x 50=5050 
1787 年 ， 小 高 斯 10 岁 ， 用 了 几 分钟 的 时 间 算 出 了 结果 ， 而 其 他 孩子 却 要 算 很 长 时 间 。 
可 以 看 出 ， 算 法 1-1 需要 运行 n 次 加 法 ， 如 果 n=10 000， 束 要 运行 10 000 次 ， 而 算法 1-2 
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只 和 需要 运行 1 次 ! 是 不 是 有 很 大 天 别 ? 
问 : 高 斯 的 方法 我 也 知道 ， 但 遇 到 类 似 的 题 还 是 …… 我 用 的 策 办 法 也 是 算法 吗 ? 


2 

算法 是 指 对 特定 问题 求解 步骤 的 一 种 描述 。 

算法 只 是 对 问题 求解 方法 的 一 种 描述 ， 它 不 依赖 于 任何 一 种 语言 ， 可 以 用 自然 语言 、C、 
C++、Java、Python 等 描述 ， 也 可 以 用 流程 图 、 框 图 来 表示 。 为 了 更 清楚 地 说 明 算 法 的 本 质 ， 
我 们 一 般 去 除了 计算 机 语言 的 语法 规则 和 细 币 ， 采 用 “ 伪 代 码 ” 来 摘 述 算法 。“ 伪 代 但 ” 介 
于 目 然 语言 和 程序 议 计 语言 之 间 ， 它 更 符合 人 们 的 表达 方式 ， 容 易 理 解 ， 但 不 是 严格 的 程序 
设计 语言 ， 如 果 要 上 机 调试 ， 则 需要 转换 成 标准 的 计算 机 程序 设计 语言 才能 运行 。 

算法 具有 以 下 特性 。 

(1) 有 和 穷 性 : 算法 是 由 大 和 干 条 指令 组 成 的 有 和 舅 序 列 ， 总 是 在 执行 大 干 次 后 结束 ， 不 可 能 
永 不 俘 止 。 

(2) 确定 性 : 每 条 语句 有 确定 的 含义 ， 无 歧义 。 

(3) 可行 性 : 算法 在 当前 环境 条 件 下 可 以 通过 有 限 次 运算 实现 。 

(4) 输入 和 输出 : 有 零 个 或 多 个 输入 ， 一 个 或 多 个 输出 。 


问 : 咽 ， 第 二 种 方法 的 确 算得 插 快 的 ， 但 我 写 了 一 个 算法 ， 怎 么 知道 它 好 不 好 ? 


“好 ”算法 的 标准 如 下 。 

(1) 正确 性 : 指 算法 能 够 满足 具体 问题 的 需求 ， 程 序 运 行 正常 ， 无 语法 错误 ， 并 能 够 通 
过 典型 的 软件 测试 ， 达 到 预期 需求 规格 。 

(2) 吻 读 性 : 算法 杀人 循 标 识 符 命名 规则 ， 人 简洁 、 吻 履 ， 注 释 语 句 恰 当 、 适 量 ， 方 便 目 己 
和 他 人 阅读 ， 并 便于 后 期 调试 和 修改 。 

(3) 健壮 性 : 算法 对 非法 数据 及 操作 有 较 好 的 反应 和 处 理 。 例 如 ， 在 学 生 信息 管理 系统 
中 ， 登 记 学 生年 龄 时 ，21 尹 误 输入 为 210 岁 ， 系 统 应 该 提 不 出 错 。 

(4) 噩 效 性 : 指 算法 运行 效率 局 ， 即 算法 运行 所 消耗 的 时 间 短 。 算 法 时 间 复 杂 上 度 融 是 算 
法 运行 需要 的 时 间 。 现 代 计 算 机 一 秒 能 计算 数 亿 次 ， 因 此 不 能 用 秒 来 具体 计算 算法 消耗 的 时 
间 。 由 于 相同 配置 的 计算 机 进行 一 次 基本 运 复 的 时 间 是 一 定 的， 我 们 可 以 用 算法 基本 运算 的 
执行 次 数 来 衡量 算法 的 效率 。 因 此 将 算法 基本 运算 的 执行 次 数 作为 时 间 复 杂 度 的 度量 标准 。 

(5) 低 存储 性 ， 指 算 法 所 需要 的 存储 空间 低 。 尤 其 是 像 手机 、 平 板 电 脑 这 样 的 答 入 式 设 
备 ， 和 押 法 如 末 占 用 空间 过 大 ， 则 无 法 运行 。 算 法 占用 的 空间 大 小 称 为 空间 复杂 度 。 

除了 前 3 条 基本 标准 外 ， 我 们 对 好 的 算法 的 评判 标准 就 是 高 效 性 、 低 存储 性 。 


问 : 前 3 条 都 好 办 ， 但 时 间 复 杂 度 怎么 算 呢 ? 
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时 间 复 杂 度 : 算法 运行 需要 的 时 间 , 一 般 将 算法 基本 运算 的 执行 次 数 作为 时 间 复 杂 肛 的 


度量 标准 ， 

看 算法 1-3， 并 分 析 这 一 算法 的 时 间 复 杂 度 。 
7 
EU XA/ 运 条 了 多 
Bot = ET 本 
for (i=1;i<=n;i++) // 运 行 n+1 次 ， 最 后 依次 判断 条 件 不 成 立 ， 续 束 
| 

sum=sum+i; /ET 

for (j=1;j<=n; j++) 7 mR 

oes lo VT 


} 





把 算法 所 有 语句 的 运行 次 数 加 起 来 ， 即 1+1tnt+ltntnx@t+1)t+nxn， 可 以 用 一 个 函数 TD 
表达 : 
T(n)=2n’+3n+3 
当 有 足够 大 时 ， 如 n=105 时，7T(n)=2x101+3x10 汗 3， 我 们 可 以 看 到 算法 运行 时 间 主 要 取 
决 于 第 一 项 ， 后 面 的 基本 可 以 忽略 不 计 。 
如 有 果 用 极限 来 表示 ， 则 为 : 
lim 下 -cz0，c 为 不 等 于 0 的 常数 
me JI 
如 果 用 时 间 复 杂 度 渐进 上 界 表示 , 如 图 1-14 所 示 。 
从 图 1-15 可 以 看 出 ， 当 nn 三 no 时 ，7T(n) 志 cf0)， 
当 nn 足够 大 时 ，7T(n) 和 fn) 近似 相等 ， 因 此 我 们 用 
O(f(n)) 来 表示 时 间 复 杂 虚 渐 近 上 界 , 通常 用 这 种 表示 
法 衡量 算法 时 间 复 杂 度 。 算 法 1-3 的 时 间 复 杂 度 渐进 
上 界 为 O((n)) 二 Or )， 如 果 用 极限 来 表示 ， 则 为 : 
TO 2 +32+3_ ,0 
a3% f(N) mo n” no n 


图 1-14 时 间 复 杂 度 渐进 上 界 























还 有 渐 近 下 界 符号 Q(T(n) 宇 cf(n))， 如 图 1-15 
所 示 。 

从 图 1-16 中 可 以 看 出 ， 当 n 三 no 时 ，7T(n) 宇 cf()， 当 nn 尼 够 大 时 ，7T(n) 和 fn) 近似 相等 ， 
因此 用 Q(f(n)) 来 表示 时 间 复 杂 度 渐 近 下 界 。 

渐 近 精确 界 符号 @(c1f(n) 三 Tn) 三 eyf())， 如 图 1-16 所 示 。 
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1-15 时间 复 条 度 渐 进 下 界 图 1-16 时 间 复 杂 撤 渐进 精确 界 


从 图 1-3 中 可 以 看 出 ， 当 n 宇 no 时 ，cjf(00) 夺 Tm) 三 cyf(m)， 当 nn 是 够 大 时 ，T(n) 和 fn) 近 
似 相 等 ， 这 种 两 边远 近 的 方式 ， 更 加 精确 近似 ， 时 间 复 杂 上 度 渐 近 精确 界 用 BO(f(n)) 来 表示 。 

我 们 通常 使 用 时 间 复 杂 度 渐 近 上 界 O(f(n)) 来 表示 时 间 复 杂 度 。 

看 算法 1-4， 并 分 析 算 法 的 时 间 复 杂 上 度 。 








/ /算法 1-4 
1=1， Va 
while (i<=n) 177 加 假设 运行 X41 次 
{ 
i=i*2; yy 1 OR 


} 


算法 1-4 乍 一 看 无 法 确定 while 及 i=i*2 运行 了 多 少 次 ， 这 时 可 假设 运行 了 xx 次， 每 次 
运算 后 i 值 为 2,2%,2*…,2*， 当 i=n 时 结束 ， 即 2=n 时 结束 ， 则 xlog22， 那 么 算法 1-4 的 运 
算 次 数 为 1+2log2z2， 时 间 复 杂 上 度 渐进 上 界 为 O(f (n))=O(log2n)。 

问题 规模 : 即 问题 的 大 小 ， 是 指 问题 输入 量 的 多 少 。 一 般 来 讲 ， 算 法 的 复杂 度 和 问题 规 
模 有 关 ， 规 模 越 大 ， 复 杂 上 度 越 高 。 复 杂 上 度 一 般 表 示 为 天 于 问题 规模 的 函数 ， 如 问题 规模 为 n， 
时 间 复 杂 度 渐进 上 界 表 示 为 O(f(n))。 

语句 频 度 : 语句 重复 执行 的 次 数 。 

在 算法 分 析 中 , 渐进 复杂 上 度 是 对 算法 运行 次 数 的 粗略 估计 , 大 致 反映 问题 规模 增长 趋势 ， 
而 不 必 精 确 计算 算法 的 运行 时 间 。 在 计算 渐进 时 间 复 杂 度 时 ， 可 以 只 考虑 对 算法 运行 时 间 页 
献 大 的 语句 ， 而 忽略 那些 运算 次 数 少 的 语句 ， 循 环 语句 中 处 在 循环 内 层 的 语句 往往 是 运行 次 
数 最 多 的 ， 即 语句 频 度 最 多 的 语句 ， 该 语句 对 运行 时 间 贡 献 最 大 。 比 如 ， 在 算法 1-3 中 ， 
total=total+i*j 是 对 算法 贡献 最 大 的 语句 ， 只 计算 该 语句 的 运行 次 数 即 可 。 

注意 : 不 是 每 个 算法 都 能 直接 计算 运行 次 数 。 

例如 算法 1-5， 在 a[ln] 数 组 中 顺序 查找 x， 返 回 其 下 标 i， 如 果 没 找到 ， 则 返回 -1。 
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// 算 法 1-5 
人 // 在 arn] 数 组 中 顺序 查找 x 
4 
在 周到 (和 二 8 和 1 而 58 生 和 十) 

{ 

if (al[lil]==Xx) 

ei // 返 回 其 下 标 i 
) 


return 一 ，; 


} 


算法 1-5 很 难 计 算 访 程序 到 底 执 行 了 多 少 次 ， 因 为 执行 次 数 依 赖 于 x 在 数组 中 的 位 置 。 
如 果 第 一 个 元 素 就 是 x， 则 执行 1 次 (最 好 情况 );， 如 果 最 后 一 个 元 素 是 x， 则 执行 n 次 (最 
坏 情况 )， 如 果 分 布 概率 均等 ， 则 平均 执行 次 数 为 了 (平均 情况 )， 

有 些 算法 〈 如 排序 、 碍 找 、 插 入 等 ) 可 以 分 为 最 好 情况 、 最 坏 情 况 和 平均 情况 分 别 求 算 
法 渐进 复杂 度 ， 但 我 们 考 得 一 个 算法 通 铝 考 得 其 最 坏 情况 ， 而 不 是 最 好 情况 ， 最 坏 情 况 对 衡 
量 算 法 的 好 坏 具 有 实际 的 意义 。 在 现实 生活 中 ， 我们 做 什么 事情 ， 也 会 考虑 最 坏 会 怎样 ， 最 
好 会 怎样 ， 但 最 坏 情 况 对 决策 有 关键 作用 。 

问 : 我 明白 了 ， 那 空间 复杂 度 应 该 就 是 算法 占 多 大 存储 空间 了 ? 

空间 复杂 度 : 算法 占用 的 空间 大 小 。 一 般 将 算法 的 辅助 空间 作为 衡量 空间 复杂 上 度 的 标准 。 

空间 复杂 上 度 的 本 章 是 指 算法 在 运行 过 程 中 占用 了 多 少 存储 空间 ， 算 法 占用 的 存储 空间 
包括 如 下 。 

(C1) 输入 /输出 数据 所 占 空间 。 

(2) 算法 本 和 映 所 占 空间 。 

(3) 额外 宕 要 的 辅助 空间 。 

输入 /输出 数据 占用 的 空间 是 必需 的 ， 算 法 本 喘 占 用 的 空间 可 以 通过 精简 算法 来 缩减 ， 
但 这 个 压缩 的 量 是 很 小 的 ， 可 以 忽略 不 计 。 而 在 运行 时 使 用 的 辅助 变量 所 占用 的 空间 ， 即 畏 
助 空间 是 衡量 空间 复杂 上 度 的 关键 因素 。 

算法 1-6 将 两 个 数 交 换 ， 并 分 析 其 空间 复杂 度 。 

/7 16 

Sa 

int temp; 

temp=x; // temp 为 辅助 空间 (W 

x=y; 四 

y=temp; (3 
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两 数 的 交换 过 程 如 网 1-17 所 示 。 

图 1-17 中 的 步 又 标号 与 算法 1-6 中 的 语句 标号 一 一 
对 应 ， 该 算法 使 用 了 一 个 辅助 空间 jemp， 空 间 复杂 上 度 
为 0(1)。 

注意 : 在 递归 算法 中 ,每 一 次 递 推 需要 一 个 栈 空间 
来 保存 调用 记录 , 因此 空间 复杂 上 度 需要 计算 递归 栈 的 辅 
助 室 | 同 。 

看 算法 1-7, 计算 的 阶乘 ,并 分 析 其 空间 复杂 拔 。 图 1-17 两 数 的 交换 过 程 

/ /算法 1-7 

fac(int n) // 计 算 n 的 阶乘 

if(n<0) ”// 小 于 零 的 数 无 阶乘 值 

1 


re el ol 

















elLlUEn 一 外 2 
} 
else if (n==0| |n==1) 
次 @ 刀 Ei 8 
else 
PeluEn nm“LiAaAd(n=1)s 


} 


阶乘 是 典型 的 递归 调用 问题 ， 递 归 包 括 递 推 和 回归 。 递 推 首 先 将 原 问 题 不 断 分 解 成 子 问 
题 ， 直 到 达到 结束 条 件 ， 返 回 最 近 了 于 问题 的 解 ， 然后 逆 问 逐一 回归 ， 最 终 到 达 递 推 开 始 的 原 
问题 ， 返 回 原 问 题 的 解 。 

思考 : 例如 ， 求 5 的 阶乘 ， 程 序 将 怎样 计算 呢 ? 

5 的 阶乘 递 推 和 回归 过 程 如 图 1-18 和 图 1-19 所 示 。 


5*fac(4) S*fac(4)= 120 





4*fac(3) 4*fac(3)=24 
所 递 推 KR 回归 
3*fac(2) 3*fac(2)= 二 6 
\ \ 
2*fac( 1 2xfac(]) 一 
所 \ 
fac(1) fac(1)=1 
图 1-18 5 的 阶乘 递 推 过 程 图 1-19 5 的 阶乘 回归 过 程 


异步 社区 lazyren(13059738008) 专 享 请 尊重 版 权 


16 | Eee 出 有 数据 结构 入 门 





图 1-18 和 图 1-19 的 递 推 和 回归 过 程 是 我 们 从 进 辑 思维 上 推理 ， 并 以 图 的 方式 形象 表达 
出 来 的 。 计 算 机 内 部 是 怎样 处 理 的 呢 ? 计算 机 使 用 一 种 称 为 “ 栈 ” 的 数据 结构 ， 它 类 似 于 一 
个 放 一 摆 盘 子 的 容 句 ， 每 次 放 进 去 一 个 ， 拿 出 来 的 时 候 上 只 能 从 顶端 拿 一 个 ， 不 允许 从 中 间 插 
入 或 抽取 ， 因 此 称 为 “后 进 先 出 ”(Last In First Out，LIFO )。 

5 的 阶乘 递 推 ( 进 栈 ) 过 程 的 形象 表达 如 图 1-20 所 示 ， 实 际 递归 中 传递 的 是 参数 地 址 。 


栈 


3*fac(2) 
4*fac(3) 


栈 > 


2*Tac(l) 


fac( 1) 


2*fac(1) 


进 
栈 


4*fac(3) 
S*fac(4) 


3*fac(2) 
4*fac(3) 
S*fac(4) 





4*fac(3) 


S*fac(4) 





3*fac(2) 


S*fac(4) 


图 1-20 5 的 阶乘 递 推 〈 进 栈 ) 过 程 


5 的 阶乘 回归 (出 栈 ) 过 程 的 形象 表达 如 图 1-21 所 示 。 
ee BA ee es el he 


| L111 i111 


栈 栈 
i 


3*fac(2) 3*fac(2) 
4*fac(3) 4*fac(3) 
S*fac(4) S*fac(4) 


图 1-21 5 的 阶乘 回归 (出 栈 ) 过 程 


4*fac(3) 
S*fac(4) 





S*fac(4) 


5*fac(4) 





从 图 1-20 和 图 1-21 的 进 栈 和 出 栈 过 程 中 可 以 很 清晰 地 看 到 ， 首 先 一 步 步 把 子 问 题 压 进 
栈 ， 和 直到 得 到 返回 值 ， 青 一步 步 出 栈 ， 最 终 得 到 递归 结果 。 在 运算 过 程 中 ， 使 用 了 n 个 栈 空 
间作 为 辅助 空间 ， 因 此 阶乘 递归 算法 的 空间 复杂 度 为 O(n)。 算 法 1-7 中 的 时 间 复 杂 度 也 为 
O(n)， 因 为 n 的 阶乘 仪 比 n-1 的 阶乘 多 了 一 次 乘法 运算 ，fac(n)=n*fac(n-1)， 如 果 用 7T(n) 表 
示 fac(n) 的 时 间 复 玖 上 度 ， 那 么 : 
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T(n)=T(n—1)+!l 


=7(2-2)+1+1] 
=7 (上 +…+1+1 
= 





I 一 棋盘 才 子 


有 一 个 十 老 的 传说 : 有 一 位 国王 的 女儿 不 幸 落 水 ,水 中 有 很 多 鳄鱼 , 国王 情急 之 下 下 令 : 
“ 谁 能 把 公主 救 上 来 ， 就 把 女儿 嫁 给 他 。 很 多 人 纷纷 退让 ， 一 个 勇敢 的 小 伙 子 挺身 而 出 ， 冒 
着 生命 危险 把 公主 救 了 上 来 。 国 王 一 看 他 是 个 穷 小 子 ， 想 要 反悔 ， 说 :“ 除 了 女儿 ， 你 要 什 
么 都 可 以 。。 小伙 子 说 :“ 好 吧 ， 我 只 要 一 棋盘 的 麦子 。 您 在 第 一 个 格子 里 放 一 粒 麦子 ,在 第 
二 个 格子 里 放 2 粒 ， 在 第 3 个 格子 里 放 4 粒 ,在 第 4 个 格子 里 放 8 粒 , 依次 类 推 ， 每 一 格子 
里 的 麦子 粒 数 都 是 前 一 格 的 两 倍 。 把 这 64 个 格子 都 放 好 了 ， 我 就 要 这 么 多 。” 国王 听 后 哈哈 
大 笑 ， 觉 得 农夫 的 要 求 很 容易 满足 ， 满 口 答应 。 结 果 国 王 把 全 国 的 麦子 都 拿 来 ， 也 填 不 完 这 
64 格 …… 国 王 无 奈 ， 只 好 把 女儿 嫁 给 了 这 个 小 伙 子 。 

解析 

如 上 所 述 ， 棋 盘 上 64 个 格子 究竟 要 放 多 少 粒 麦 子 ? 

把 每 一 个 格子 放 的 麦子 数 加 起 来 ， 总 和 为 $3， 则 : 


S=]+21422+23+4.… 203 (1-1) 
把 式 (1-1) 等 号 两 边 都 乘 以 2， 等 式 仍然 成 立 : 
DDO 1 dO Ci 


式 〈1-2) 减 去 式 《1-1)， 则 : 
S=2°—1 =18 446 744 073 709 551 615 
据 专 家 统计 ， 每 个 麦 粒 的 平均 重量 约 41.9mg， 那 么 这 些 麦 粒 的 总 重量 是 : 
18 446 744 073 709 551 615x41.9=772 918 576 688 430 212 668.5 (mg) 
7 729( 亿 吨 ) 

全 世界 人 口 按 60 亿 算 ， 每 人 可 以 分 得 128 吨 ! 

我 们 称 这 样 的 函数 为 爆炸 增 量 函 数 。 想 一 想 ， 如 果 你 的 算法 时 间 复 杂 度 是 0(2”) 会 怎 
样 ? 随 着 n 的 增长 ,这 个 算法 会 不 会 爆 掉 ?你 也 许 经 常见 到 有 些 算法 调试 没 问 题 , 运行 一 段 
也 没 问题 ， 但 关键 的 时 候 “ 死 机 ”。 例如， 在 线 考 试 系统 ，50 人 考试 没 问题 ，100 人 考试 也 
没 问 题 ， 如 果 10 000 人 考试 怎么 样 ? 
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注 :“ 死 机 ”就 是 计算 机 不 能 正常 工作 了 ， 包 括 一 切 原 因 导 致 出 现 的 “死机 ” 计算 机 主 
机 出 现 意外 故障 而 “死机 ” 一 些 数据 库 “ 死 锁 ?”， 服 务 器 的 某 些 服 务 意外 停止 运行 ， 也 可 以 
称 为 “死机 ”。 

常见 的 算法 时 间 复 杂 度 如 下 。 

(1 ) 常数 阶 ， 和 常数 阶 算法 运行 的 次 数 是 一 个 具体 的 常数 ， 如 5、20、100 每 。 和 常数 阶 算法 
时 间 复 杂 度 通常 用 OQ) 表示， 比如 算法 1-6， 它 的 运行 次 数 为 4， 就 是 常数 阶 ， 用 0(1) 表 示 。 

(2) 多 项 式 阶 ， 很 多 算法 时 间 复 杂 度 是 多 项 式 ， 通 常用 O(n)、O(n”)、O(n ) 等 表示 。 比 
如 算法 1-3 就 是 多 项 式 阶 。 

(3) 指数 阶 ， 指数 阶 时 间 复 杂 度 运行 效率 极 差 ， 程 序 员 往 往 像 躲 恶魔 一 样 避 开 它 ， 和 名 见 
的 有 0(2”)、0O(n!)、O(n” 等， 对待 这样 的 算法 要 慎重 。 

(4) 对 数 阶 ， 对 数 阶 时 间 复 杂 度 运行 
效率 较 高 ， 第 见 的 有 O(logn)、O(nlogn) 
等 ， 如 算法 1-4 所 示 。 

常见 时 间 复 杂 度 函数 曲线 如 图 1-22 
所 示 。 

从 图 1-22 可 以 看 出 ， 指 数 阶 增 量 随 
着 x 的 增加 急剧 增加 ， 而 对 数 阶 增加 组 J 
慢 。 它 们 之 间 的 关系 如 下 : CA 

O(1)< O(logn)< O(n)< O(nlogn) g | 
< O(n’)< O(n )< 00Q" < O(n!)< O(n") 

我 们 在 设计 算法 时 要 注意 算法 复杂 
度 增 量 的 问题 ， 尽 量 避 免 爆 炸 增 量 。 图 1-22 ”常见 函数 增 量 曲线 


1 .4 降下 天 


假设 第 一 个 月 有 一 对 刚 诞生 的 兔子 ， 第 二 个 月 进入 成 熟 期 ， 第 三 个 月 开始 生育 兔子 ， 而 
一 对 成 熟 的 兔子 每 月 会 生 一 对 兔子， 兔子 永 不 死去 。 那 么 ， 由 一 对 初生 免 子 开始 ，12 个 月 
后 会 有 多 少 对 兔子 呢 ? M 个 月 后 又 会 有 多 少 对 兔子 呢 ? 

兔子 数列 即 斐 波 那 契 数列 。“ 斐 波 那 契 数列 ”的 发 明 者 是 意大利 数学 家 列 昂 纳 多 ' 辈 波 
那 契 ( Leonardo Fibonacci，1170 一 1250 )。 他 的 籍贯 是 比萨 ， 因 此 被 人 称 作 “比萨 的 列 昂 纳 
多 ”。1202 年 ， 他 撰写 了 《算盘 全 书 》 一 书 。 该 书 是 一 部 较 全 面 的 初等 数学 著作 ， 向 欧洲 系 
统 地 介绍 了 印度 -阿拉 伯 数 码 及 其 演算 法 则 ,介绍 了 中 国 的 “ 蝇 不 足 术 ”; 引入 了 负数 ; 研究 























A 
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了 一 些 简单 的 一 次 同 余 式 组 。 斐 波 那 契 还 著 有 人 《象限 仪 书 》 与 《精华 放 还 写 了 几何 学 专著 
《几何 实习 》。 

(1) 问题 分 析 

我 们 不 妨 拿 新 出 生 的 一 对 兔子 分 析 : 

第 1 个 月 ， 锡 子 员 没有 索 殖 能 力 ， 所 以 还 是 1 对 。 

第 2 个 月 ， 兔 子 四 进入 成 熟 期 ， 仍 然 是 1 对 。 

第 3 个 月 ， 钢 子 中 生 了 一 对 小 钢 饭 ， 于 是 这 个 月 共有 2 对 《〈1+1=2) 锡 子 。 

第 4 个 月 ， 钢 子 册 又 生 了 一 对 小 免 @， 因 此 共有 3 对 (1+2=3) 人 煞 子 。 

第 S 个 月 ， 锡 子 O 又 生 了 一 对 小 免 巾 ， 在 第 3 个 月 出 生 的 小 兔 包 也 生 下 了 一 对 小 兔 @， 
因此 共有 5 对 (2+3=5) 兔子 。 

第 6 个 月 ， 锡 子 QJGG 各 生 下 了 一 对 小 锡 ， 新 生 3 对 兔子 加 上 原先 的 5 对 人 兔子， 这 个 月 
共有 8 对 (3+5=8) 兔子 。 

为 了 表达 得 更 清楚 ,我 们 用 图 来 表示 新 生 人 兔子 、 成 熟 期 钢 子 、 生 育 期 倪 子 ， 人 兔子 的 繁殖 
过 程 ， 如 图 1-23 所 示 。 


第 1 个 月 (1): 也 


第 2 个 月 (1): 针 沪 成 


第 3 个 月 (2): 


第 4 个 月 (3): 





第 6 个 月 (8): 


全 





图 1-23 ”兔子 繁殖 过 程 
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这 个 数列 有 十 分 明显 的 特点 ， 即 从 第 3 个 月 开始 , 当月 的 兔子 数 = 上 月 免 子 数 + 当 月 痢 生 
免 子 数 ， 而 当月 新 生 的 兔子 正好 是 上 上 月 的 兔子 数 。 因 此 ， 前 面相 邻 两 项 之 和 ， 构 成 了 后 一 
项 ， IE 








当月 的 兔子 数 = 上 月 金子 数 + 上 上 月 的 兔子 数 
兢 波 那 契 数列 如 下 : 
ls 1; 2; 3; 5，8，13，21，34，， 
递归 式 表达 陈 如 下 : 
1 ,n=1 
F(n)= "1 ,天 三 之 
Fl(n-l)+F(n-2) ,n>2 





那么 我 们 该 怎么 设计 算法 呢 ? 
答 : 哈哈 ， 这 太 简 单 了 ， 用 递归 很 快 就 算出 来 了 |! 


(2 合法 议 计 
首先 按照 递归 表达 式 设 计 一 个 递归 算法 ， 见 算法 1-8。 
et 


Ellol (lmie mm) 
"| 
ii (me]) 
1 
if (n==1 | | n==2) 
en 
EE@EVEN Pllol(n=1) 直 Fil (m=2)? 








写 得 不 错 。 算 法 设计 完成 后 ， 我 们 有 3 个 问题 。 

e 上 

。 算法 复杂 上 度 如 何 ? 

。 能 否 改进 算法 ? 

(3) 算法 验证 分 析 

第 一 个 问题 毋庸 置疑 ， 算 法 1-8 是 完全 按照 递 推 公式 写 出 来 的 ， 正 确 性 没有 问题 。 那 么 
算法 复杂 度 呢 ”假设 To 表示 计算 Fib1(n) 所 需要 的 基本 操作 次 数 ， 那 么 : 

n=] 时 ，7(n)=1; 

n=2 时 ，7(n)=1; 
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n=3 时 ，7T(n)=3; // 调 用 Fib1(1)、Fib1(0) 和 执行 一 次 加 法 运算 Fib1(1)+Fib1(0) 
因此 ，n>2 时 要 分 别 调用 Fib1(n-1)、Fib1(n-2) 和 执行 一 次 加 法 运算 。 
n>2 时 ，7(n)= 7 一 TD+ 7T(n-2)+1; 
递归 表达 式 和 时 间 复 杂 度 7T(n) 之 则 的 关系 如 下 。 
] (nl 
F(n)=a1 ;2 
Fl(n-l)+F(n- 2) ,n>2,7(n)=7T(n-1)+7(n—2)+1 





由 此 可 得 : 


TU 四 三 FU) 
那么 FOOD) 怎么 计算 呢 ? 
非 波 那 契 数列 通 项 为 : 


Li) Ts 
Ce 


r= 


由 于 7T(n) 宇 F(n)， 这 是 一 个 指数 阶 的 算法 ! 

如 果 我 们 今年 计算 出 了 (100), 那么 明年 才能 算出 F(101), 多 算 一 个 斐 波 那 契 数 需 要 一 
年 的 时 间 ， 爆 炸 增 量 函数 是 算法 设计 的 避 梦 ! 算法 1-8 的 时 间 复 杂 上 度 必 于 爆炸 增 量 函数 ， 这 
在 算法 设计 时 是 惟恐 避 之 不 及 的 ， 那 么 我 们 能 不 能 改进 它 呢 ? 

(4) 算法 改进 

既然 斐 流 那 契 数列 每 一 项 是 前 两 项 之 和 ， 我 们 为 什么 不 记录 前 两 项 的 值 ? 这 样 只 需要 一 
次 加 法 运算 就 可 以 得 到 当前 项 , 时 间 复 杂 上 度 会 不 会 更 好 一 点 ? 我 们 用 数组 试 试看 , 见 算法 1-9。 

// 算 法 1-9 

E12 (ineE mn) 

| 

if (n<1) 
交合 世 贡 让 而 二 8 
int *a=new int[n+1];// 定 义 一 个 长 度 为 n+1 的 数组 ，0 空间 未 用 
alll=1; 
Sl 
for(int i=3»;1<=n;1++) 


a[il]=a[i-1]j+a[li-2]; 





当 n 趋 近 于 无 穷 时 ， 
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} 


return alnl; 





很 明显 ,算法 1-9 时 间 复 杂 度 为 O(n)。 算 法 仍然 是 按照 F(n) 定 义 的 ， 所 以 正确 性 没有 问 
典 ， 而 时 间 复 杂 度 却 从 算法 1-8 的 指数 阶 降 到 了 多 项 式 阶 ， 这 是 算法 效率 的 巨大 突破 之 一 ! 
算法 1-9 使 用 了 一 个 辅助 数组 记录 中 间 结 束 ， 因 此 空间 复杂 度 也 为 O0D)。 其 实 我 们 只 需 
要 得 到 第 地 个 斐 波 那 契 数 ， 中 间 结 末 只 是 为 了 下 一 次 使 用 ， 根 本 不 需要 记录 。 因 此 我 们 可 以 








采用 友 代 法 进行 算法 设计 ， 见 算法 1-10。 


// 算 法 1-10 
PIOS (LMmE Mm) 


| 


} 


ee el 
if (n<1) 
EEEUEN 三 下? 
1 (naal | | naa2) 
return 1; 
si 
Ss2=1; 
(el) 
{ 
s2=s1l+s2; // 轧 转 相 加 法 
Sl 
| 


YEUEN S28 


欠 代 过 程 如 下 。 
宦 始 值 : s1=1; ” s2=1: 


当前 解 


i=3 时 s2= sl+s2=2 
i=4 时 s2= sl1+s2=3 
i=5 时 s2= sl+s2=5 
i=6 时 sS2= sl1+s2=8 


记录 前 一 项 
sl= s2—sl=1 
sl= s2—s1=2 
sl= s2—s1=3 
sl= s2—s1=5 





算法 1-10 使 用 了 几 个 辅助 变量 ,迭代 回转 相 加 ， 每 次 记录 前 一 项 ， 时 间 复 杂 拔 为 O(n)， 
但 空间 复杂 度 降 到 了 O(1)。 
问题 的 进一步 讨论 : 我 们 能 不 能 继续 降 阶 ， 使 算法 时 间 复 林 度 更 低 呢 ?实际 上 ， 斐 波 那 
契 数 列 时 间 复 杂 度 还 可 以 降 到 对 数 阶 O(logn)， 有 兴趣 的 读者 可 以 查阅 相关 资料 。 想 想 看 ， 
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我 们 把 一 个 算法 从 指数 阶 降 到 多 项 式 阶 ， 再 降 到 对 数 阶 ， 这 是 一 件 多 么 振奋 人 心 的 事 ! 


1 .5 本 章 要 点 


本 革 的 内 容 要 点 如 下 。 
(1) 基本 概念 : 数据 、 数 据 元 素 、 数 据 项 和 数据 结构 。 
(2) 数据 结构 包含 馆 辑 结构 、 存 储 结构 和 运算 三 个 要 素 ， 如 图 1-24 所 示 。 
集合 
线性 结构 
树 
图 
顺序 存储 
数据 结构 链 式 存储 
典 结 校 
存储 结构 散 列 存储 
索引 存储 
运算 : 初始 化 、 碍 找 、 取 值 、 插 入 、 删 除 、 通 历 等 


图 1-24 数据 结构 主要 内 容 


逻辑 结构 


(3) 时 间 复 杂 度 的 衡量 标准 及 渐 近 上 界 符号 OY (n)) 表 未 。 
(4) 衡量 算法 的 好 坏 通 秆 会 考 碍 算法 的 最 坏 情况 。 

(5) 空间 复杂 上 度 只 计算 辅助 空间 。 

(6) 递归 算法 的 空间 复杂 度 要 计算 递归 使 用 的 栈 空间 。 
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线性 表 是 由 n(n 宇 0) 个 相同 奖 型 的 数据 元 素 组 成 的 有 限 序 列 ， 它 是 最 基本 、 最 各 用 的 
一 种 线性 结构 。 顾 名 思 义 ， 线 性 表 就 像 是 一 条 线 ， 不 会 分 又 。 线 性 表 有 唯一 的 开始 和 结束 ， 
除了 第 一 个 元 么 外 ， 每 个 元 了 系 都 有 唯一 的 直接 前 驱 : 除了 最 后 一 个 元 又 外 ， 每 个 元 素 都 有 唯 
一 的 直接 后 继 ， 如 图 2-1 所 示 。 


a 的 直接 前 驱 。 ”a 的 直接 后 继 
\ 有 








i Qi ai 。。 Cn_l Un 
qj 的 前 驱 ai 的 后 继 
2-1 前 马 和 后 继 


注意 : 为 了 摘 述 方便 ， 本 书 中 提 到 的 前 驱 和 后 继 均 代 指 下 接 前 驱 和 和 直接 后 继 。 

线性 表 有 两 种 存储 方式 : 顺序 存储 和 和 链 式 存储 。 采 用 顺序 存储 的 线性 表 称 为 顺序 表 ， 采 
用 链 式 存储 的 线性 表 称 为 链表 。 链 表 又 分 为 单 链表 、 双 问 链 表 和 循环 链表 ， 本 章 将 分 别 了 予以 
详 述 。 














2 4 ist 


顺序 表 采 用 顺序 存储 方式 ， 即 馆 辑 上 相 邻 的 数据 在 计算 机 内 的 存储 位 置 也 是 相 邻 的 。 顺 
序 存 储 方式 ， 元 系 存 储 是 连续 的 ， 中 间 不 允许 有 空 ， 可 以 快速 定位 第 几 个 元 素 ， 但 是 插入 和 
删除 时 需要 移动 大 量 元 素 。 根 据 分 配 空间 方法 不 同 ,顺序 表 可 以 分 为 融 态 分 配 和 动态 分 配 两 
种 方法 。 


2.1.1 静态 分 配 


顺序 表 最 简单 的 方法 是 使 用 一 个 定 长 数组 data[] 存 储 数据 ,最 大 空间 为 Maxsize, 用 length 
记录 实际 的 元 素 个 数 ， 即 顺序 表 的 长 度 。 这 种 用 定 长 数组 存储 的 方法 称 为 静态 分 配 。 项 态 顺 
序 表 如 图 2-2 所 示 。 


























Maxslze-] 





实际 的 元 素 个 数 
length=7 


2-2 ”静态 顺序 表 
顺序 表 的 静态 分 配 结构 体 定 义 ， 如 网 2-3 所 示 。 采 用 毅 态 分 配方 法 ， 定 长 数组 需要 预先 
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分 配 一 段 固 定 大 小 的 连续 衬 间 ， 但 是 在 运算 的 过 程 中 ， 如 合并 、 插 入 等 操作 ， 容 易 超 过 预 分 
配 的 空间 长 上 度 ， 出 现 汶 出 。 解 决 绥 态 分 配 的 洲 出 问题 ， 可 以 采用 动态 分 配 的 方法 。 





:元 素 类 型 ， 需要 什么 | #define Maxsize 100 // 最 大 空间 
; 类 型 就 写 什 么 类 型 T_ 


| -~ 


; 用 typedef 将 结构 体 
; 等 价 于 类 型 名 SqList 站 …、 


图 2-3 ”顺序 表 静 态 分 配 定义 








在 程序 运行 过 程 中 ， 根 据 需 要 动态 分 配 一 段 连续 的 空间 《大 小 为 Maxsize)， 用 elem 记 
录 该 空间 的 基地 址 〈 首 地 址 )， 用 length 记录 实际 的 元 素 个 数 ， 即 顺序 表 的 长 度 。 动 态 顺 序 
表 如 图 2-4 所 示 。 采 用 动态 存储 方法 ， 在 运 舞 过 程 中 ， 如 末 发 生 洲 出 ， 可 以 为 外 开 尽 一 块 更 
大 的 存储 空间 ， 用 以 蕉 换 原 来 的 存储 空间 ， 从 而 达到 扩 元 存储 空间 的 目的 。 


























图 2-4 ”动态 顺序 表 


顺序 表 的 动态 分 配 结构 体 定义 ， 如 图 2-5 所 示 。 





元 素 类 型 ， 需要 什 关 #define Maxsize 100 /最 大 空间 
类 型 就 写 什 么 类 型 基地 址 ， 前 面 加 * 
Cle 表示 取 地 址 中 内 容 
// 顺 长 上 肛 
用 typedef 将 结构 体 顺序 表 的 长 度 
等 价 于 类 型 名 SqList SqList 


图 2-5 顺序 表 动 态 分 配 定义 


结构 体 定义 的 解释 说 明 如 下 。 

问题 1: 使 用 typedef 有 什么 用 处 ? 

问题 2: 为 什么 使 用 ElemType 作为 数据 类 型 ? 

解答 如 下 。 

问题 1: typedef 是 C/C++ 语言 的 关键 学 ， 用 于 给 原 有 数据 类 型 起 一 个 别名 ， 在 程序 中 可 
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以 等 价 使 用 ， 语 法 规则 如 下 。 
typedef 类 型 名 称 类 型 标识 符 ， 


“类 型 名 称 ” 为 已 知 数据 类 型 ， 包 括 基本 数据 类 型 (如 int、float 等 ) 和 用 户 目 定 义 数 据 
类 型 (如 用 struct 目 定 义 的 结构 体 )。 
“类 型 标识 从 ”是 为 原 有 数据 类 型 起 的 别名 ， 需 要 满足 标识 符 命名 规划。 就 像 给 某 个 人 
起 一 个 小 名 或 综 写 一 样 ， 如 《水 洲 传 》 中 李 达 的 综 写 “ 黑 旋 风 ”， 大 家 昕 到 “ 黑 旋 风 ” 束 知 
道 是 李 过 。 
使 用 typedef 有 什么 好 处 呢 ? 
1. 简化 比较 复杂 的 类 型 声明 
给 复杂 的 结构 体 类 型 起 一 个 别名 ,这样 就 可 以 使 用 这 个 别名 等 价 该 结构 体 类 型 ,在 声明 
该 类 型 变量 时 束 方 便 多 了 。 
例如 ， 不 使 用 typedef 的 顺序 表 定 义 : 
struct SaqList { 
int *elem; / /顺序 表 的 基地 址 
int length; / /顺序 表 的 长 度 
}; 


如 果 和 需要 定义 一 个 顺序 表 ， 和 需要 写 : 
struct SgList L; // 定 义 时 需要 加 上 struct (c 需要 ，C++ 不 需要 ), 工 为 顺序 表 的 名 附 


使 用 typedef 的 顺序 表 定 义 : 

















届 








typedef struct { 











1nt welem> / /顺序 表 的 基地 址 
站 / /顺序 表 的 长 度 
}SgqList,; 
如 果 需 要 定义 一 个 顺序 表 ， 需 要 写 : 
Sn // 不 需要 写 struct， 直 接 用 别名 定义 


2. 提高 程序 的 可 移植 性 

例如 ， 在 程序 中 使 用 这 样 的 语句 : 

typedef int ElemType; // 给 int 起 个 别名 ElemType 

在 程序 中 , 假如 有 个 地 方 用 到 了 ElemType 类 型 ， 如果 现在 处 理 的 数据 变 为 字符 型 了 ， 
那么 就 可 以 将 上 和 面 类 型 定义 中 的 int 直接 改 为 char。 
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typedef char ElemType; 

这 样 上 只 需要 修改 闫 型 定义 ， 不 需要 改动 程序 中 的 代 但 。 如 果 不 使 用 typedef 类 型 定义 ， 
束 需 要 把 程序 中 个 用 到 int 类 型 的 地 方 全 部 改 为 char 类 型 。 如 果 某 处 态 记 修改 ， 束 会 产生 
间 误 。 

问题 2: 使 用 ElemType 是 为 了 让 算法 的 通用 性 更 好 ， 因 为 使 用 线性 表 的 结构 体 定义 后 ， 
并 不 清楚 具体 问题 处 理 的 数据 是 什么 类 型 ,不 能 位 单 地 写成 菜 一 种 类 型 。 结 合 typedef 使 用 ， 
可 以 提高 算法 的 通用 性 和 可 移植 性 。 

以 int 型 元 聚 为 例 ， 如 末 使 用 顺序 表 的 动态 分 配 结构 体 定 义 ， 就 可 以 直接 将 ElemType 写 
成 int。 


typedef structt 

















和 名 二 人 和 / /顺序 表 的 基地 址 
Tit Teng th: / /顺序 表 的 长 虐 
}SgqList,; 
也 可 以 使 用 类 型 定义 ， 给 int 起 个 别名 : 
typedef int ElemType; / /给 int 起 个 别名 ElemType， 两 者 等 价 
typedef structt 
ElemType *elem; / /顺序 表 的 基地 址 
Me engths / /顺序 表 的 长 度 
}SgqList,; 


显然 ， 后 一 种 定义 的 通用 性 和 可 移植 性 更 好 ， 当 然 第 一 种 定义 也 没有 错 。 


2.1.3 ”顺序 表 的 基本 操作 


下 面 以 动态 分 配 空间 的 方法 为 例 ， 分 别 介绍 顺序 表 的 初始 化 、 创 建 、 取 值 、 查 找 、 插 入 、 
删除 等 基本 操作 。 

1. 初始 化 

初始 化 是 指 为 顺序 表 分 配 一 段 预定 义 大 小 的 连续 空间 , 用 elem 记录 这 上段 空间 的 基地 址 ， 
当前 至 闻 内 没有 任何 数据 元 素 ， 因 此 元 素 的 实际 个 数 为 0。 假设 我 们 已 经 预定 义 了 一 个 最 大 
空间 数 Maxsize, 那么 就 用 new 分 配 大 小 为 Maxsize 的 空间 , 分 配 成 功 会 返回 空间 的 首 地 址 ， 
分 配 失 败 会 返回 至 指 针 。 

初始 化 后 的 顺序 表 如 图 2-6 所 示 。 


代码 实现 
bool InitList(SdList &L) / /构造 一 个 空 的 顺序 表 工 
{ /人前 面 加 & 表 示 引 用 参数 ， 函 数 内 部 的 改变 跳出 函数 后 仍然 有 效 
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/ /如果 不 加 &s， 函 数 内 部 的 改变 在 跳出 函数 后 便 会 无 效 





Lelemnew int[lMaxesizel: / /为 顺序 表 动 态 分 配 Maxsize 个 空间 
if(!L.elem) return false; // 分 配 空间 失败 
LD Lendtha0s / /顺序 表 长 度 为 0 


return true; 


Tl 0 ] py 3 4 S 6 …， Maxsize—l 


L.length=0 
图 2-6 顺序 表 初 始 化 





2. 创建 
顺序 表 创 建 是 向 顺序 表 中 输入 数据 ， 输 入 数据 的 类 型 必须 与 类 型 定义 中 的 类 型 一 致 。 
算法 步骤 





1) 初始 化 下 标 变 量 二 0， 判 断 顺 序 表 是 否 已 满 ， 如 果 是 则 结束 ;否则 执行 第 2 步 。 

2) 输入 一 个 数据 元 素 x。 

3) 将 数据 x 存 入 顺序 表 的 第 i 个 位 置 ， 即 L.elem[i]j=x， 然 后 计 +。 

4) 顺序 表 长 度 加 1， 即 L.length++。 

5) 直到 数据 输入 完毕 。 

完美 图 解 

1 ) 输入 元 素 : 5。 将 数据 元 素 5 存 入 顺序 表 的 第 0 个 位 置 ， 即 L.elem[0]=5， 然 后 计 +， 
如 图 2-7 所 示 。 














i 

y 
L.elem—»> 0 ] 2 3 4 人 6 …， Maxsize—1 
| || || 


Llenptn=1 





图 2-7 顺序 表 ( 存 入 元 素 5) 


2) 输入 元 素 : 3。 将 数据 元 素 3 存 入 顺序 表 的 第 1 个 位 置 ， 即 L.elem[1]=3， 然 后 计 +， 
如 图 2-8 所 示 。 








i 


J 
L.elem—>: 0 ] 了 3 4 S 6 …， Maxsize—1 
3 | | | | || | | 


L.length=2 





图 2-8 顺序 表 《〈 存 入 元 素 3) 
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3) 输入 元 素 : 9。 将 数据 元 素 9 存 入 顺序 表 的 第 2 个 位 置 ， 即 L.elem[2]=9， 然 后 计 +， 
如 图 2-9 所 示 。 
i 
y 
L.elem—»> 0 ] 2 3 4 S 6 …， Maxsize—1 
| | | | | | 
L.length=3 
2-9 ”顺序 表 ( 存 入 元 素 9) 


代码 实现 

bool CreateList (SqList &L) // 创 建 一 个 顺序 表 工 

{ ， V/ 代 加 & 表 示 引 用 类 型 参数 ， 函 数 内 部 的 改变 跳出 函数 仍然 有 效 
// 不 加 g 则 在 内 部 改变 时 ， 跳 出 函数 后 无 效 


int x,i=0; 





Cin>>x; 
while (x!=-1)// 输 入 -1 时 结束 ， 也 可 以 设置 其 他 的 结束 条 件 
{ 
if(L.length==Maxsize) 
{ 
cout<x<" 顺 序 表 已 满 ! " 
return false; 
} 
cin>>x; // 输 入 一 个 数据 元 素 
L.elem[i++]=x; // 将 数据 存 入 第 i 个 位 置 ， 然后 i++ 
L.lengtht++; / /顺序 表 长 度 加 1 
cin>>x; // 输 入 一 个 数据 元 素 
} 


return true; 


} 


3. 取 值 

顺序 表 中 的 任何 一 个 元 系 都 可 以 立即 找到 , 称 为 随机 存 取 方 式 。 例如 ,要 取 第 i 个 元 素 ， 
只 要 i 值 是 合法 的 (1 三 i 二 L.length)， 那 么 立即 就 可 以 找到 该 元 素 。 由 于 下 标 是 从 0 开始 的 ， 
因此 第 i 个 元 素 ， 其 下 标 为 i=-1， 即 对 应 元 素 为 L.elem[i-1]， 如 图 2-10 所 示 。 

注意 : 位 序 古 指 第 儿 个 元 系 ， 位 序 和 下 标 差 1。 





L.elem 0 1 2 Re i—1] .…， Maxsize—l 





图 2-10 顺序 表 〈( 取 值 》 


代码 实现 
bool GetElem(SgqList L,int i,int &e) 
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{ 
if(i<l1||i>L.length) return false; 
/ /判断 i 值 是 否 合理 ， 夺 不 合理 ， 则 返回 false 
e=L.elem[i-1]; ”// 第 i-1 个 单元 存储 着 第 i 个 数据 
return true; 


) 

4. 查找 

在 顺序 表 中 查找 一 个 元 素 e, 可 以 从 第 一 个 元 素 开 始 顺 序 但 找 , 依次 比较 每 一 个 元 素 值 。 
如 果 相 等 ， 则 返回 元 素 位 置 〈 位 序 ， 即 第 儿 个 元 素 ); 如 果 查 找 整个 顺序 表 都 没 找 到 ， 则 返 
加 -1。 例 如 ， 在 图 2-11 的 顺序 表 中 ， 碍 找 元 素 8， 碍 找到 其 下 标 为 S， 返 回 位 序 为 6。 




















L.elem—»: 0 ] 2 3 4 5 6 了 Maxsize—l 

7 
图 2-11 顺序 表 〈( 查 找 ) 

代码 实现 


int LocateELem(SgqList L,int e) 
{ 


for (i=0;i<L.1length;i++) 
if (L.elem[i]==e) return i+1; // 下 标 为 i， 实 际 为 第 i+1 个 元 素 
return -1; // 如 果 没 找到 ， 则 返回 -1 
1 
算法 复杂 度 分 析 
如 果 顺 序 表 的 表 长 为 2， 即 n=L.length， 那 么 可 以 分 最 好 、 最 坏 和 平均 3 种 情况 分 析 顺 
序 表 答 找 算法 的 复杂 性 。 
。 最 好 情况 : 如 果 元 到 正好 在 第 一 个 位 置 ， 比 较 一 次 查找 成 功 ， 时 间 复 杂 上 度 为 0(1)。 
。 最 坏 情况 : 如 果 元 素 正 好 在 最 后 一 个 位 置 ， 比 较 n 次 查找 成 功 ， 时 间 复 杂 上 度 为 O(n)。 
。 平均 情况 : 如 末 查 找 的 元 素 在 第 一 个 位 置 需 要 比较 1 次 ， 第 二 个 位 置 需要 比较 2 
次 …… 最 后 一 个 位 置 需要 比较 n 次 。 如 果 该 元 素 在 第 i 个 位 置 ， 则 需要 比较 i 次 ,把 
每 种 情况 比较 次 数 乘 以 其 查找 概率 疡 并 求 和 ， 即 为 平均 时 间 复 杂 度 。 如 果 碍 找 概率 
均等 ， 即 每 个 关键 学 的 查找 概率 均 为 1m2， 则 平均 时 间 复 杂 上 度 为 : 


























1 ~ 1 n+l 
一 
2 2 人 和 





因此 ， 假 设 每 个 关键 字 查找 的 概率 均等 ， 顺 序 表 查找 算法 的 平均 时 间 复杂 度 为 O(n)。 
5. 插入 
在 顺序 表 中 第 i 个 位 置 之 前 插入 一 个 元 素 e， 需 要 从 最 后 一 个 元 素 开始 ， 后 移 一 位 …… 
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直到 把 第 i 个 元 素 也 后 移 一 位 ， 人 然后 把 e 放 入 第 i 个 位 置 ， 如 图 2-12 所 示 。 
基地 址 ， n- 计 1! 个 ” 后 移 一 位 


L.elem 一 > mt 


图 2-12 顺序 表 (插入 ) 





算法 步骤 

1) 判断 插入 位 置 i 是 否 合法 (1 三 i 二 L.length+1)， 可 以 在 第 一 个 元 素 之 前 插入 ， 也 可 以 
在 第 L.length+1 个 元 素 之 前 插入 。 

2) 判断 顺序 表 的 存储 空间 是 否 已 满 。 

3) 将 第 L.length 至 第 i 个 元 素 依 次 加 后 移动 一 个 位 置 ， 空 出 第 i 个 位 置 。 

4) 将 要 插入 的 狐 元 素 e 放 入 第 i 个 位 置 。 

5) 表 长 加 1， 插 入 成 功 返 回 true。 

完美 图 解 

例 : 在 图 2-13 的 顺序 表 中 的 第 5 个 位 置 之 前 插入 一 个 元 素 9。 

后 移 一 位 -> 


L.elem ~ 0 Maxsize—l 


Lene BunE 可 | 


图 2-13 ”顺序 表 











插入 过 程 如 下 。 
1) 移动 元 素 。 从 最 后 一 个 元 素 〈 下 标 为 L.length-1) 开始 后 移 一 位 ， 移 动 元 素 过 程 如 
图 2-14 一 图 2-17 所 示 。 


L.elem -~ 0 Maxsize—l 


Le ET 可 名 


图 2-14 元素 后 移 过 程 1 





Ll 0 1 9 3 ”多 6 i Maxsize—l 





L.length=8 


图 2-15 元素 后 移 过 程 2 


L.elem —»>; 0 1 5 于 Maxsize—l 


| 
Loneth ET 本 > 蜂 


图 2-16 元素 后 移 过 程 3 
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Lelem ~ 0 Maxsize—l 


Let 四 回回 本 醒 卫 口罩 面 


图 2-17 元 素 后 移 过 程 4 


2) 插入 元 素 。 此 时 第 5 个 位 置 空 出 来 ， 将 要 搬入 的 新 元 素 9 放 入 第 $ 个 位 置 ， 表 长 加 1， 
如 图 2-18 所 示 。 


L.elem —» 0 8 Maxsize—l 


] 
Eng 四 回回 本: TI 


图 2-18 插入 元 系 9 








代码 实现 

bool ListIinsert Soq(DoList Lint 1 yint ®,) 

| 
| Lt le 
1f (Llenygthi==MaxsiZe)y return falsey / /存储 空 间 已 满 


for(int j=L.length-1;]j]>=i-1;]J--) 
L.elem[j+1]=L.elem[j]; // 从 最 后 一 个 元 素 开 始 后 移 ， 直 到 第 i 个 元 素 后 移 


Te leml l= 1 =e // 将 新 元 素 e 放 入 第 i 个 位 置 
L.lengtht++; // 表 长 加 1 


return 七 ZUG 


} 

算法 复杂 度 分 析 

可 以 在 第 1 个 位 置 之 前 插入 , 也 可 以 在 第 2 个 位 置 之 前 …… 第 nn 个 位 置 之 前 , 第 ntl 个 
位 置 之 前 插入 ， 一 共有 n+1 种 情况 ， 每 种 情况 移动 元 素 的 个 数 是 n-it1。 把 每 种 情况 移动 次 
数 乘 以 其 插入 概率 疡 并 求 和 ， 即 为 平均 时 间 复 杂 度 。 如 果 插 入 概率 均等 , 即 每 个 位 置 的 插入 
概率 均 为 1/(n+1)， 则 平均 时 间 复 杂 度 为 : 


n | n+l 1 
x(n-i+l)=—— >》(n—i+1]1)= 
7 | ) 有 ) 17 十] 














~ 
2 





(n+(nml1)+:…+1+0)= 





因此 ， 假 设 每 个 位 置 插 入 的 概率 均等 ， 顺 序 表 插 入 算法 平均 时 间 复 杂 度 为 O(n)。 

6. 删除 

在 顺序 表 中 删除 第 i 个 元 素 ， 需 要 把 该 元 素 暂 存 到 变量 e 中 ， 然 后 从 计 1 个 元 素 开 始 前 
移 …… 直 到 把 第 n 个 元 素 也 前 移 一 位 ， 即 可 完成 市 除 操作 ， 如 图 2-19 所 示 。 

算法 步骤 

1) 判断 删除 位 置 i 是 否 合法 (1 二 i<L.length)。 

2) 将 欲 删 除 的 元 素 保 存在 e 中 。 
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3) 将 第 计 1 至 第 nn 个 元 素 依 次 同 前 移动 一 个 位 置 。 
4) 表 长 减 1， 删除 成 功 ， 返回 true。 


基地 址 ， 删除 元 素 。“n-i 个 前 移 一 位 
L.elem —> 一 





图 2-19 删除 元 素 


完美 图 解 
例 : 从 图 2-20 的 顺序 表 中 删除 第 5 个 元 素 。 


删除 元 素 <-- 前 移 一 位 
人 . 
6 Maxslze 一 ] 
| 1 l 


: M4 
L.elem —> 0 1 py 3 4 5 
Lehrs| 3 | 5 | 17 | 
2-20 ”顺序 表 
删除 过 程 如 下 。 


1) 移动 元 素 。 首 先 将 待 删除 元 素 2 暂 存 到 变量 e 中 ， 以 后 可 能 有 用 ， 如 果 不 暂 存 ， 将 
会 被 覆盖 。 然 后 从 第 6 个 元 素 开始 前 移 一 位 ， 移 动 元 素 过 程 如 图 2-21 一 图 2-23 所 示 。 





L.elem 0 ] 2 3 4 人 0 7 Maxsize—l 
2 






L.length=8 





图 2-21 元 素 后 移 过 程 1 


i 0 ] 3 4 3 6 7 Maxsize—l 
入 10 < 


ri | 5 | 7 | 


图 2-22” 元素 后 移 过 程 2 
Ln 0 ] 2 3 4 6 7 Maxsize—l 
unehs|3|s|5|7 eo | | 
图 2-23” 元素 后 移 过 程 3 
2) 表 长 减 1， 删 除 元 素 后 的 顺序 表 如 图 2-24 所 示 。 


L.elem 二 0 ] Maxsize—l 


3 才 6 7 
2 


图 2-24 ”顺序 表 (删除 元 素 后 ) 
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代码 实现 
bool. ListDelete Poa(oaqbLList SLeint Ly .Tnt Ee) 
{ 
tt. en tee Pi 
e=L.elem[i-1];  // 将 欲 删除 的 元 素 保存 在 es 中 
for (int JjJ=i;j<=L.length-1;]j+t+) 
L.elem[j-1]=L.elem[j]; / /被 删除 元 素 之 后 的 元 素 前 移 
L.length--; // 表 长 减 1 
return true; 


| 


算法 复杂 度 分 析 

顺序 表 元 素 删 除 一 共有 种 情况 ， 每 种 情况 移动 元 素 的 个 数 是 n-i。 把 每 种 情况 移动 次 
数 乘 以 其 删除 概率 p; 并 求 和 ， 即 为 平均 时 间 复 杂 上 度 。 假设 删 除 每 个 元 素 的 概率 均等 ， 即 每 个 
元 素 的 删除 概率 均 为 /1n， 则 平均 时 间 复 杂 度 为 : 














n—l 
2 





yO ee 
i=] 1 jl 7 





因此 ， 假 设 每 个 元 系 删 除 的 概率 均等 ， 顺 序 表 删除 算法 平均 时 间 复 杂 上 度 为 O(n)。 








顺序 表 的 优点 : 操作 简单 ， 存 储 密 度 高 ， 可 以 随机 存 取 ， 只 需要 0O(1) 的 时 间 就 可 以 取出 
9 
顺序 表 的 缺点 : 需要 预先 分 配 最 大 空间 ， 最 大 空间 数 估计 过 大 或 过 小 会 造成 空间 浪费 或 











流出 。 插 入 和 删除 操作 需要 移动 大 量 元 素 。 
在 实际 问题 中 , 如 果 经 第 需要 插入 和 删除 操作 ， 则 顺序 表 的 效率 很 低 。 为 了 克服 该 缺点， 
可 以 采用 链 式 存储 。 


2.2 


链表 是 线 性 表 的 链 式 仓 储 方式 。 渴 辑 上 相 邻 的 数据 在 计算 机 内 的 存储 位 置 不 一 定 相 邻 。 
那么 怎么 表示 则 辑 上 的 相 邻 天 系 呢 ? 


2.2.1 单 链表 的 存储 方式 


可 以 给 每 个 元 素 附 加 一 个 指针 域 ， 指 癌 下 一 个 元 又 的 存储 位 置 ， 如 网 2-25 所 示 。 
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数据 元 素 下 一 个 元 素 的 地 址 





图 2-25 早 链 表 的 存储 方式 
从 图 2-25 中 可 以 看 出 ， 每 个 节操 包含 两 个 域 ， 数据 域 和 指针 域 。 数 据 域 存储 数据 元 到 ， 
指针 域 存储 下 一 个 市 点 的 地 址 ， 因 此 指针 指 癌 的 类 型 也 是 市 把 类 型 。 每 个 指针 都 指 癌 下 一 个 
节 反 ， 虱 是 朝 一 个 方 辐 的， 这样 的 链表 称 为 里 癌 链 表 或 单 链 表 。 


















单 链表 的 市 点 结构 体 定义 ， Es 2-26 所 示 。 
元 素 类 型 ， 需要 什么 ; ee typedef |struct Bi 0 
类 型 就 写 什么 类 型 ” [Tam 指向 下 一 
ee | ER 人 
用 typedef 将 结构 体 :| 一 一 一 一 
等 价 于 类 型 名 人 -YLnode,*Linklist; 
.Lnode， 指 针 Linklist 
图 2-26 单 链表 的 节点 结构 体 定义 
定义 了 节操 结构 体 之 后 ,就 可 以 把 略 干 个 节点 连接 在 一 起 ， 形 成 一 个 单 链 表 ， 如 图 2-27 


所 未 。 
NULL 


图 2-27 单 链 表 
是 不 是 像 一 个 铁 链 ， 一 环 扣 一 环 地 连 在 一 起 ? 如 图 2-28 所 示 。 








2-28” 铁 链 


不 管 这 个 铁 链 有 多 长 ， 只 要 找到 它 的 兴 ， 束 可 以 拉 起 整个 铁 链 。 因 此 ， 只 要 给 这 个 单 链 
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表 设 置 一 个 头 指 和 针 ， 这 个 链表 中 的 每 个 节点 就 都 可 以 找到 了 ， 如 图 2-29 所 示 。 
头 指针 L NULL 
图 2-29 单 链 表 


有 时 为 了 操作 方便 ， 还 会 给 链表 增加 一 个 不 存放 数据 的 头 节 点 (也 可 以 存放 表 长 等 信 
息 )， 如 图 2-30 所 示 。 


头 指针 .. 头 节点 NULL 


2-30” 单 链表 (市 头 节 点 ) 


市 有 头 节 点 的 链表 了 束 像 是 给 铁 链 加 了 钥 古 扣 ， 如 图 2-31 所 示 。 




















2-31 ” 铁 链 (加 了 钥匙 扣 ) 





有 的 书 中 还 提 到 了 痛 元 节点 ， 即 第 一 个 数据 元 素 市 把 。 其 实 完 全 没 必 要 混 清 视听 ， 只 项 
要 知 违 涉 指 针 、 头 市 后 束 可 以 了 。 

在 顺序 表 中 ， 想 找 第 i 个 元 妹 ， 可 以 立即 通过 L.elem[i-1] 找 到 ， 想 找 哪 个 束 找 哪个 ， 称 
为 随机 存 取 。 但 是 在 单 链表 中 ， 想 找 第 i 个 元 素 束 没 那 么 容易 ， 必 须 从 尖 开 始 ， 按 顺序 一 个 
一 个 找 ， 一 下 数 到 第 i 个 元 对 ， 称 为 顺序 存 取 。 


2.2.2 早 链 表 的 基本 操作 


下 面 以 带头 节点 的 单 链表 为 例 ， 讲 解 单 链表 的 初始 化 、 创 建 、 取 值 、 查 找 、 插 入 、 删 除 
等 基本 操作 。 

1. 初始 化 

单 链表 的 初始 化 是 指 构 建 一 个 空 表 。 先 创建 一 个 头 节 点 ， 不 存储 数据 ;然后 令 其 指针 域 
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为 室 ， 如 图 2-32 所 示 。 


头 指针 L NULL 





图 2-32 单 链表 的 初始 化 


代码 实现 
bool InitList L(LinkList &L) / /构造 一 个 空 的 单 链 表 工 





L=new LNode; // 生 成 新 节点 作为 头 节点 ， 用 头 指针 工 指 问 头 节点 
jf(!L) 

FE Loss // 生 成 节点 失败 
L->next=NULL; // 头 和 点 的 指针 域 置 宇 


return 七 ZUG ， 


} 


2. 创建 

创建 单 链 表 分 为 尖 插 法 和 尾 插 法 两 种 ， 头 插 法 是 指 每 次 把 狐 市 点 插 到 头 节 点 之 后 ， 其 创 
建 的 单 链 表 和 数据 得 入 顺序 正好 相反 ， 因 此 也 称 为 拨 序 建 表 。 尾 插 法 是 指 每 次 把 新 节点 链接 
到 链表 的 尾部 ， 其 创建 的 单 链 表 和 数据 输入 顺序 一 致 ， 因 此 也 称 为 正 序 建 表 。 

我 们 先 讲 头 插 法 建 表 。 头 插 法 每 次 把 新 节点 插入 到 头 和 点 之 后 ， 创 建 的 单 链 表 和 数据 输 
入 顺序 相反 。 

完美 图 解 

1) 初始 状态 。 初 始 状态 是 指 初 始 化 后 的 空 表 ， 上 只 有 一 个 头 和 节点， 如 图 2-33 所 示 。 

2) 输入 数据 元 素 1， 创 建新 节点 ， 把 元 素 1 放 入 新 节点 数据 域 ， 如 网 2-34 所 示 。 


头 指 针 L NULL | 


图 2-33 ” 单 链 表 〈 空 表 ) 图 2-34 新 节点 (元 素 1) 

















s=new LNode; // 生 成 新 节点 s 
cin>>s->data; / /输入 元 素 值 赋 给 新 节点 的 数据 域 





3) 头 捕 操 作 ， 插 入 头 世 点 的 后 面 ， 插 入 过 程 如 网 2-35 所 示 。 
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头 指针 L 





s->next=L->next; L->next=s : 


图 2-35 插入 (第 一 个 节点 ) 


4) 输入 数据 元 素 2， 创 建新 节 扣 ， 把 元 到 2 放 入 新 节 所 数据 域 ， 如 图 2-36 所 不 。 
5) 头 插 操 作 ， 捅 入 头 贡 氮 的 后 面 ， 如 几 2-37 所 示 。 


头 指 针 L 






L>next=s 2 PE 
图 2-36 ”新 市 点 〔 元 素 2) 图 2-37 插入 (第 二 个 节点 ) 
赋值 解释 





假设 赋值 之 前 节点 的 地 址 及 指针 ， 如 图 2-38 所 示 。 

赋值 语句 两 器 ， 等 号 的 右 侧 是 节点 的 地 址 ， 等 号 的 左 侧 是 节点 的 指针 域 。 

(GD s->next=L->next: L->next 存储 的 是 下 一 个 节点 地 址 “9630” 将 该 地 址 赋值 给 s->next 
指针 域 ， 即 8 和 点 的 next 指针 指 问 1 节点 ， 如 图 2-39 所 示 。 


头 指针 工 半 相 到 






s->next=L->next 








2-38 ”赋值 之 前 的 市 反 2-39 ”执行 第 一 个 赋值 语句 后 


@) L->next=s: 将 s 节点 的 地 址 “2046” 赋 值 给 L->next 指针 域 ， 即 工 节 点 的 next 指针 
指 问 s 节点 ， 如 图 2-40 所 示 。 
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头 指 针 L 






L->next=s s->next=L->next 


图 2-40 执行 第 二 个 赋值 语句 后 
修改 指针 顺序 
为 什么 要 先 修改 后 面 那 个 指针 呢 ? 
因为 一 旦 修改 了 L 节 扣 的 指针 域 指 癌 s， 那 么 原来 市 点 后 而 的 市 把 整 找 不 到 了 ， 因 此 
修改 指针 是 有 顺序 的 。 
修改 指针 的 顺序 原则 :， 先 修改 没有 指针 标记 的 那 一 端 ， 如 图 2-41 所 示 。 
如 来 要 插入 市 点 的 两 喘 部 有 标记 ,例如 ， 再 定义 一 个 指针 9 指 问 LL 节操 后 面 的 节点 ， 那 
么 先 修改 哪个 指针 邦 无 所 谓 了 ， 如 图 2-42 所 示 。 
头 指针 L 有 L 指 针 标记 。 这 一 端 无 标记 头 指针 L 两 端 均 有 标记 4 














Swiss 










一 


© 


L->next=s 


Me 
es 
一 一 


© 


s->next=L->next 





2-41 指针 修改 〈 有 顺序 ) 2-42 ”指针 修改 (无 顺序 ) 
6) 拉 直 链表 之 后 ， 如 图 2-43 所 示 。 
站 人 钊 工 





图 2-43 插入 2 节点 后 


7) 继续 依次 输入 数据 元 素 3、4、5、6、7、8、9、10， 头 插 法 创建 的 单 链表 如 图 2-44 
所 示 。 可 以 看 出 ， 头 插 法 创建 的 单 链表 与 数据 输入 顺序 正好 相反 。 


头 指针 L 


2-44 ” 头 插 法 创建 的 单 链表 《逆序 ) 
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代码 实现 
void CreateList H(LinkList &L)V// 头 揪 法 创建 单 链表 


| 


} 


接 下 来 ,我们 讲 尾 插 法 建 表 。 尾 插 法 每 次 把 新 节点 链接 到 链表 的 尾部 ， 


int ny // 输 入 nn 个 元 素 的 值 ， 建 并 到 头 市 点 的 单 链表 工 
LinkList 8; // 定 义 一 个 指针 变量 

L=new LNode; 

L->next=NULL; // 先 建 并 一 个 带头 节点 的 空 链表 
cout<<" 请 输入 元 素 个 数 n: " <<endl; 

cin>>n; 

ouE<<7 了 请 依次 和 输 六 元 余 元 紊 ， <<xandl; 
cout<<" 头 捕 法 创建 单 链表 . . ."” <<endl:; 

while (n--) 


{ 








s=new LNode; // 生 成 新 节点 s 
cin>>s->data; // 输 入 元 系 值 赋值 给 新 节点 的 数据 域 
S 一 >mexXxt= 工 ->mexXxt， 


L->next=s; // 将 新 节点 s 插入 头 节 点 之 后 





和 数据 输入 顺序 一 致 。 
完美 图 解 


尾 插 法 每 次 把 靳 市 扩 链 接 到 链表 的 尾部 ， 因 此 需要 一 个 尾 指针 永远 指 癌 链表 的 尾市 扩 。 


1) 初始 状态 。 





癌 该 节点 ， 如 几 2-45 所 示 。 
2) 输入 数据 元 素 1， 创 建新 节点 ， 把 元 素 1 放 入 新 节点 数据 域 ， 如 图 2-46 所 示 。 


| s=new LNode; // 生 成 新 节点 s 
cin>>s->data; // 输 入 数据 元 素 赋 值 给 新 节点 的 数据 域 


3) 完成 尾 插 操 作 ， 插 入 尾 节 点 的 后 面 ， 如 图 2-47 所 示 。 
头 指针 L ” 尾 指针 x S 头 指针 EL 7 





图 2-45 
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其 创建 的 单 链表 


初始 状态 是 指 初 始 化 后 的 空 表 ， 只 有 一 个 头 节 点 ， 设 置 一 个 尾 指 针 x 指 





单 链表 〈 空 表 ) 图 2-46 ”新 节点 《元素 1) 图 2-47 插入 (第 一 个 节点 ) 


赋值 解释 
() s->next=NULL: sy 节点 的 指针 域 置 空 。 
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忆 r->next=s: 将 s 市 反 的 地 址 赋值 给 x 市 点 的 指针 域 , 即将 新 节点 s 插入 尾 节 乓 + 之 后 。 
(3) Is: 将 8 节 操 的 地 址 赋值 给 >， 即 了 指 加 新 的 尾 节 氮 8。 

4) 和 输入 数据 元 素 2， 创 建新 节点 ， 把 元 素 2 放 入 独 市 点 数据 域 ， 如 图 2-48 所 示 。 

5) 完成 尾 插 操 作 ， 插 入 尾市 上 的 后 面 ， 如 图 2-49 所 示 。 


所 示 。 
头 指针 L 





| 头 指针 L 
到 2-48 ”新 节点 〈 元 素 2) 图 2-49 插入 (第 二 个 节点 ) 


6) 继续 依次 输入 数据 元 素 3、4、5$、6、7、8、9、10， 尾 插 法 创建 的 单 链 表 如 图 2-50 
可 以 看 出 ， 尾 揪 法 创建 的 单 链表 与 数据 输入 顺序 一 致 。 


2-50 ” 尾 插 法 创建 的 单 链表 〈 正 序 ) 





代码 实现 
void CreateList R(LinkList &L) // 尾 搬 法 创建 单 链表 


// 输 入 mn 个 元 素 的 值 ， 建 立 市 表 头 节点 的 单 链表 了 
int n; 

LinkList s, rr; 

L=new LNode; 

L->next=NULL; // 先 建立 一 个 带头 节点 的 空 链表 
r=L; // 尾 指针 工 指 癌 头 节点 
cout<<" 请 输入 元 素 个 数 n: " <<endl; 
cin>>n; 

ooUt<x<" 请 仿 次 输入 nn 个 元 于 : <x<endl> 
cout<<" 尾 插 法 创建 单 链表 ..." <<endl; 
while (n--) 


{ 








s=new INode;// 生 成 新 节点 

cin>>s->data; // 输 入 元 素 值 赋 给 狐 市 点 的 数据 域 
s—->next=NULL; 

r->next=s;// 将 新 闻 点 s 搬入 尾 节 点 +r 之 后 
r=s;//r 指 问 狐 的 尾 节 点 s 
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3. 取 值 

单 链表 的 取 值 不 像 顺序 表 那 样 可 以 随机 访问 任何 一 个 元 素 ， 单 链表 只 有 头 指 针 ， 各 个 节 
点 的 物理 地 址 是 不 连续 的 。 要 想 找 到 第 i 个 疝 点 ， 束 必须 从 第 一 个 市 点 开始 按 顺 序 问 后 找 ， 
一 直 找 到 第 i 个 节点 。 那 么 具体 怎么 做 呢 ? 

注意 : 链表 的 头 指 针 不 可 以 随意 改动 ! 

一 个 链表 是 由 头 指针 来 标识 的 , 一 旦 头 指 针 改 动 或 丢失 , 这 个 链表 就 不 完整 或 找 不 到 了 。 
想 想 看 ， 你 拉 着 铁 链子 的 一 头 ， 另 一 头 绑 着 水 桶 ， 到 井 里 打 水 ， 如 果 你 手 一 松 ， 链 子 抒 到 井 
里 ， 就 找 不 到 了 。 所 以 链表 的 头 指 针 是 不 能 随意 改动 的 ， 如 果 需 要 用 指针 移动 ， 可 定义 一 个 
指针 变量 进行 移动 。 

算法 步 又 

1) 先 定义 一 个 P 指针 ， 指 加 第 一 个 元 素 节 点 ， 用 作为 计数 堪 ， 太 1。 

2) 如 果 p 不 为 空 且 j<i， 则 p 指 问 p 的 下 一 个 节点 ， 然 后 7 加 1， 即 : p=p->next; j++。 

3) 直到 p 为 空 或 者 二 i 停止 。p 为 空 ， 说 明 没 有 数 到 i， 链 表 束 结束 了 ， 即 不 存在 第 i 
个 节点 ; 记 i， 说 明 找 到 了 第 i 个 节点 。 











完美 图 解 
1) p 指针 指 问 第 一 个 元 素 节 点 ，/ 三 1]， 如 图 2-51 所 示 。 
头 指 针 L p jl 





图 2-51 取 值 过 程 1 
2) p 指针 指 癌 第 二 个 元 素 节 点 ， 广 2， 如 图 2-52 所 示 。 


头 指 针 L p 产 2 





图 2-52 ” 取 值 过 程 2 
3) p 指针 指 问 第 i 个 元 素 节 点 ，/ 三 i， 如 图 2-53 所 示 。 


头 指 针 L p jai 





2-53 ” 取 值 过 程 3 
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代码 实现 
bool GetElem LI(LinkList Lint i,int &e)// 单 链表 的 取 值 
| 
// 在 市 头 节 点 的 单 链 表 工 中 查找 第 i 个 元 素 
// 用 e 记录 工 中 第 i 个 数据 元 素 的 值 


Li 河池 

LinkList p; 

p=L->next; //p 指 丫 第 一 个 数据 市 皮 
J //j 为 计数 器 





while(j<i&&p)  // 顺 着 链表 问 后 扫描 ， 直 到 p 指 问 第 i 个 元 素 或 p 为 容 
{ 
p=p->next; //p 指 问 下 一 个 节点 
j++; // 计 数 器 jj 加 1 
} 
E(B|lISLy /7/71 外 人 0 
return false; 
e=p->data; // 取 第 i 个 节点 的 数据 域 
return true,; 


} 


4. 查找 

在 一 个 单 链 表 中 查找 是 否 存 在 元 素 e， 可 以 定义 一 个 p 指针 ， 指 问 第 一 个 元 素 节 点 ， 比 
较 p 指 回 节点 的 数据 域 是 否 等 于 e。 如 果 相 等 ， 查 找 成 功 ， 返 回 true; 如 果 不 等 ， 则 p 指 问 
p 的 下 一 个 节点 ， 继 续 比 较 ， 如 果 p 为 空 ， 查 找 失 败 ， 返 回 false， 如 图 2-54 所 示 。 








头 指针 L p 





2-54 查找 


代码 实现 
bool LocateElem L(LinkList Lint e) // 在 市 头 世 点 的 单 链表 工 中 奉 找 值 为 e 的 元 素 


{ 
LnkLlist 这， 
p=L->next; 
while (p&&p->data!-e) // 沿 着 链表 向 后 扫描 ， 直 到 p 为 空 或 p 所 指 节点 数据 域 等 于 e 
p=p->next; //p 指向 下 一 个 节点 
if(!p) 
Ft Talse; /77 做 MULL 


return true; 
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5. 插入 

如 果 要 在 第 i 个 节点 之 前 插入 一 个 元 素 , 则 必须 先 找 到 第 天 1 个 节点 , 想 一 想 : 为 什么 ? 

单 链表 只 有 一 个 指针 域 ， 是 问 后 操作 的 ， 不 可 以 辣 前 操作 。 如 果 和 直接 找到 第 i 个 市 点 ， 
就 无 法 辣 前 操作 ， 把 新 节点 插入 第 i 个 市 点 之 前 。 实 际 上 ， 在 第 i 个 节点 之 前 插入 一 个 元 素 
相当 于 在 第 天 1 个 节点 之 后 插入 一 个 元 素 ， 因 此 先 找 到 第 天 1 个 节点 ， 然 后 将 新 节点 插 在 其 
后 面 即 可 。 

算法 步骤 

1) 定义 一 个 忆 指针， 指 癌 关节 点 ， 用 了 作为 计数 匿 ， 广 0。 

2) 如 果 p 不 为 空 且 j<i-1， 则 p 指 问 p 的 下 一 个 市 点 ， 然后 7 加 1， 即 : p=p->next; j++。 

3) 直到 p 为 空 或 j>=i-1 停止 。 

4)p 为 军 ， 说 明 没 有 数 到 i-1， 链表 束 结 束 了 ， 即 ?全 1+1 i 值 不 合法 ; j>i1 说 明 i<=1， 
































此 时 了 值 不 合法 ， 返 回 false。 如 果 =i-1， 说 明 找 到 了 第 计 1 个 市 点 。 
5) 将 狐 节 点 插 到 第 计 1 个 和 点 之 后 。 
完美 图 解 





假设 已 经 找到 了 第 计 1 个 节点 ， 并 用 p 指针 指向 该 节点 ，s 指 癌 待 插 入 的 新 节点 ， 则 插 
入 操作 如 图 2-55 所 示 。 






人 


S->next=p->next 





图 2-55 插入 
赋值 解释 
CD s->next=p->next: 将 p 节点 后 面 的 节点 地 址 赋值 给 s 节点 的 指针 域 ， 即 s 节点 的 next 
指针 指 问 p 后 面 的 市 点 。 


( p->next=s: 将 s 市 点 的 地 址 赋值 给 p 市 点 的 指针 域 ， 即 p 和 点 的 next 指针 指 问 s 
是 不 是 有 似曾相识 的 感觉 ? 
表面 讲 的 前 插 法 建 链表 , 就 是 每 次 将 狐 市 点 插 到 头 厄 点 之 后 ,现在 是 将 狐 市 点 插 到 第 天] 
A 
bosl]. Listlinsert L(Linkbtst thrint Tintk ©) // 单 链表 的 插入 
{ 
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} 





// 在 带头 节点 的 单 链表 工 中 第 i 个 位 置 之 前 插入 值 为 e 的 新 节点 
Lib 2 
LinkList p,s; 
p=L; 
j=0; 
while (p&&j<i-1) // 会 找 第 i-1 个 市 后 ，p 指 辣 该 节点 
{ 
p=p->next; 
寺中 
} 
if (!p||1j>i-1) //i>>n+l1 或 者 i<1 


return false; 


s=new LNode; // 生 成 新 节点 

SEE // 将 数据 元 素 e 放 入 新 节点 的 数据 域 
s->next=p->next; // 将 新 市 点 的 指针 域 指 同 第 并 个 市 点 
p->next=s; // 将 节点 p 的 指针 域 指 问 季 点 s 





return true; 


6. 删除 
删除 一 个 节点 ， 实 际 上 是 把 这 个 节点 跳 过 去 。 根 据 单 向 链表 向 后 操作 的 特性 ， 要 想 跳 过 
第 i 个 节点 ， 就 必须 先 找到 第 六 1 个 节点 ， 否 则 是 无 法 路 过 去 的 。 删 除 操作 如 图 2-56 所 示 。 

















p->nex 人 t 二 q->next 


图 2-56 ”删除 


赋值 解释 

p->next=q->next 的 含义 是 将 9 市 点 的 下 一 个 方 点 地 址 赋值 给 p 节点 的 指针 域 。 

对 这 些 有 关 指 针 的 赋值 语句 ， 很 多 读者 不 理解 ， 容 易 泥 清 。 在 此 说 明 一 下 ， 等 号 的 右 侧 
是 节点 的 地 址 ， 每 号 的 左 侧 是 市 点 的 指针 域 ， 如 图 2-57 所 示 。 

在 图 2-57 中 ， 假 设 g 节点 的 下 一 个 节点 地 址 为 1013， 该 地 址 存储 在 q->next 里 面 ， 因 
此 每 号 右 侧 的 q->next 的 值 为 1013。 把 该 地 址 赋值 给 p 市 点 的 next 指针 域 , 把 原来 的 值 2046 

















履 盖 反 ， 这 样 p->next 也 为 1013， 相 当 于 把 g 节点 跳 过 去 了 。 冉 值 之 后 ， 如 图 2-58 所 示 ， 
然后 用 delete q 释放 被 删除 节点 的 空间 。 


异步 社区 lazyren(13059738008) 专 享 请 尊重 版 权 


2.2 单 链表 | 47 





ee 


1013 





2-58 ”赋值 之 后 


代码 实现 
bool ListDelete L(LinkList &L，int i) // 单 链表 的 删除 
| 
// 在 带头 市 点 的 蛙 链 表 工 中， 删除 第 i 个 位 置 
LinkList p, 9q; 
int J; 
p=L; 
二 
while((P->next)&&(j<i-1)) // 碍 找 第 1 -1 个 节点 ，p 指 问 该 节点 
p=p->next; 
J 十 十 》 
} 
if (! (p->next) || (j>i-1))// 当 i>n 或 i<1 时 ， 删 除 位 置 不 合理 


return false; 








q=p->next; // 临 时 保存 被 删节 点 的 地 址 以 备 释放 衬 间 
p->next=q->next; // 将 9 市 把 的 下 一 个 节点 地 址 赋值 给 P 节点 的 指针 域 
delete q; // 释 放 被 删除 节点 的 空间 


return true; 


} 


在 早 链 表 中 ， 每 个 市 扣除 存储 目 映 数据 之 外 ， 还 存储 了 下 一 个 市 扣 的 地 址 ， 因 此 可 以 轻 
松 访 问 下 一 个 节点 ， 以 及 后 面 的 所 有 后 继 市 点 。 但 是 ， 如 末 想 访问 前 面 的 节点 束 不 行 了 ， 青 
也 回 不 去 了 。 例 如 ， 删 除 节 点 g 时 ， 要 先 找 到 它 的 前 一 个 节 扣 pp， 然 后 才能 删 挥 g 节点 ， 单 
向 链表 只 能 向 后 操作 ， 不 可 以 向 前 操作 。 如 果 需 要 向 前 操作 ， 该 怎么 办 了 呢 ? 

还 有 为 外 一 种 链表 一 一 双 问 链表 。 
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2.3 


2.3.1 双向 链表 的 存储 方式 
单 链表 只 能 向 后 操作 ， 不 可 以 向 前 操作 。 为 了 向 前 、 向 后 操作 方便 ， 可 以 给 每 个 元 素 附 
加 两 个 指针 域 ， 一 个 存储 前 一 个 元 素 的 地 址 ， 另 一 个 存储 下 一 个 元 素 的 地 址 。 这 种 链表 称 为 
双 癌 链表 ， 如 图 2-59 所 示 。 
前 一 个 元 素 的 地 址 ”数据 元 素 ”下 一 个 元 素 的 地 址 


' 7 









图 2-59 ”双向 链表 


从 图 2-59 中 可 以 看 出 ， 双 同 链 表 每 个 节点 包含 3 个 域 : 数据 域 和 两 个 指针 域 。 两 个 指 
针 域 分 别 存储 前 后 两 个 元 到 市 点 的 地 址 , 即 前 驱 和 后 继 , 因此 指针 指 问 的 类 型 也 是 市 点 类 型 。 
双 辣 链表 的 匡 扣 结构 体 定义 ， 如 图 2-60 所 示 。 








元 素 类 型 ， 需 要 什么 
类 型 就 写 什么 类 型 


用 typedef 将 结构 体 等 
; 价 于 类 型 名 DuLnode， ;0 
; 指针 DuLinklist 


bem -= 


图 2-60” 双 癌 链 表 的 节点 结构 体 定义 


2.3.2” 双 同 链 表 的 基本 操作 


下 面 以 带头 节点 的 双 问 链表 为 例 ， 讲 解 双 癌 链表 的 初始 化 、 创 建 、 取 值 、 查 找 、 插 入 、 
删除 操作 。 本 

1. 初始 化 NULL 头 指针 L WI 

双 回 链表 初始 化 是 指 构建 一 个 空 表 。 先 创建 一 个 头 
节点 ， 不 存储 数据 ， 然 后 令 其 前 后 两 个 指针 域 均 为 容 ， 
如 图 2-61 所 示 。 















图 2-61 双 问 链表 初始 化 
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代码 实现 
bool InitList L(DuLinkList &L)// 构 造 一 个 空 的 双向 链表 工 
{ 


L=new DuLNode; /7/ 生 成 新 和 节点 作为 头 贡 点， 用 头 指针 工 指 同 头 节 操 
if(!L) 

return false; // 生 成 节点 失败 
DL->DriorsL->next=NULL; // 头 节点 的 两 个 指针 域 置 空 


return 七 ZUG ， 


} 


2. 创建 

创建 双 辐 链表 也 可 以 用 头 插 法 和 尾 揪 法 。 头 插 法 创建 的 链表 和 输入 顺序 正好 相反 ， 称 为 
逆序 建 表 ， 尾 揪 法 创建 的 链表 和 输入 顺序 一 致 ， 称 为 正 序 建 表 。 

完美 图 解 

头 插 法 建 双 问 链表 的 过 程 如 下 。 

1) 彻 始 状态 是 指 初 始 化 后 的 空 表 , 只 有 一 个 头 市 点 ,前 后 两 个 指针 域 均 为 宇 , 如 图 2-62 
所 示 。 

2) 输入 数据 元 素 1， 创 建新 节点 ， 把 元 素 1 放 入 新 节点 数据 域 ， 如 网 2-63 所 示 。 











S 


NULL 头 指针 L NULL 





2-62 ”双向 链表 〈 空 表 ) 2-63 ”创建 狐 节 点 (元 素 1) 


s=new DuLNode;  // 生 成 新 节点 s 
CiipSe->data: // 输 入 元 素 值 赋值 给 新 节点 的 数据 域 


3) 头 插 操作 ， 捕 入 头 贡 氮 的 后 面 ， 如 网 2-64 所 示 。 
4) 输入 数据 元 素 2， 创 建新 节 点 ， 把 元 系 2 放 入 新 节 所 数据 域 ， 如 图 2-65 所 不 。 





RY Ss 





(D s->next=L->next; © L->next=s; (8) s->prior=L 
图 2-64 插入 《元 素 1) 图 2-65 ”新 市 友 ( 元 素 2) 


5) 头 插 操作 ， 插 入 涉 扩 后 的 后 面 ， 如 图 2-66 所 示 。 
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头 术 看 LL LL 的 后 继 市 点 


L->next 





(D s->next=L->next; © L->next->prior=s; 3) s->prior=L; (4) L->next=s: 
2-66 插入 《元 素 2) 

赋值 解释 

CD s->next=L->next: 将 工 节点 后 面 的 节点 《后 继 ) 地 址 赋值 给 s 节点 的 指针 域 ， 即 s 
方太 的 next 指针 指 问 工 的 后 继 方 点 。 

(2) L->next->prior=s: 将 s 市 点 的 地 址 赋值 给 工 的 后 继 节 点 的 prior 指针 域 , 即 工 的 后 继 
节 所 的 prior 指针 指 问 s 市 所 。 

(3) s->prior=L: 将 工 厄 点 的 地 址 赋值 给 s 节点 的 prior 指针 域 ， 即 s 市 点 的 prior 指针 指 
问 工 节 点 。 

(4) L->next=s: 将 s 市 点 的 地 址 赋值 给 工 市 点 的 指针 域 , 即 工 节点 的 next 指针 指 辣 s 市 点 。 

注意 : 赋值 语句 的 右 侧 是 一 个 地 址 ， 左 侧 是 一 个 节点 的 指针 域 。 

修改 指针 顺序 的 原则 : 先 修改 没有 指针 标记 的 那 一 端 ， 如 图 2-67 所 示 。 


头 指针 有 IL 指 针 标 记 


这 一 端 无 标记 


了 





2-67 ”修改 指针 顺序 


如 果 要 插入 节点 的 两 端 都 有 标记 ,例如 再 定义 一 个 指针 9 指 问 第 1 个 节点 ， 那 么 先 修改 
哪个 指针 都 无 所 谓 。 实 际 上 ， 只 需要 将 网 语句 放 在 最 后 修改 即 可 ，(DG) 人 语句 顺序 无 要 求 。 
拉 直 链表 之 后 ， 如 图 2-68 所 示 。 


头 指针 L 


RS :| TI 


2-68 插入 并 拉 直 后 
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6) 继续 依次 输入 数据 元 素 3、4、5$， 头 插 法 创建 的 双 辐 链表 如 网 2-69 所 示 。 


头 指 针 L 





图 2-69 ” 头 插 法 创建 的 双 问 链表 


代码 实现 
void CreateDuList H(DuLinkList &L) // 头 播 法 创建 双 回 链表 
| 
// 输 入 nn 个 元 素 的 值 ， 建 立 到 头 节 点 的 单 链 表 工 
int n; 
DuLinkList sy // 定 义 一 个 指针 变量 
L=new DuLNode; 
1L->prior=L->next=NULL; // 先 建立 一 个 带头 节点 的 空 链表 
cout<<" 请 输入 元 素 个 数 n: " <<endl; 
cin>>n; 
SoUE<< 请 依 优 和 葵 信 羡 修志 床 ， ”<xend]l; 
cout<<" 头 搬 法 创建 单 链表 . . ."” <<endl; 
while (n--) 


{ 








s=new DuLNode; // 生 成 新 节点 s 

cin>>s->data; // 输 入 元 素 值 赋值 给 新 节点 的 数据 域 

if (L->next) // 如 果 工 后 面 有 节点 ， 则 修改 其 后 面 节 点 的 prior 指针 ， 
// 人 否则 只 修改 后 面 3 个 指针 即 可 


L->next->prior=s;} 








s—->next=L->next; 
Ss->prior=L; 


L->next=s; // 将 新 节点 s 插入 头 节 点 之 后 


} 


尾 插 法 建 双 癌 链表 和 尾 插 法 建 单 链表 类 似 ， 需 要 有 一 个 尾 指 针 ， 不 再 葡 述 。 

3. 取 值 和 查找 

双 问 链表 的 取 值 、 但 找 和 单 链 表 的 一 样 ， 此 处 不 再 获 述 。 

4. 插入 

单 链表 只 有 一 个 指针 域 ， 是 回 后 操作 的 ， 不 可 以 癌 前 处 理 ， 因 此 单 链表 如 果 在 第 i 个 六 
点 之 前 搬入 一 个 元 素 ， 束 必须 先 找到 第 天 1 个 节点 。 在 第 i 个 市 点 之 前 插入 一 个 元 素 相 当 于 
把 狮 市 点 放 在 第 计 1 个 六 点 之 后 。 而 双 同 链表 不 害 要 ， 因 为 有 两 个 指针 ， 可 以 癌 前 后 两 个 方 
器 操 作 ， 直 接 找 到 第 i 个 节点 ， 就 可 以 把 狐 市 点 插入 第 i 个 市 点 之 前 。 注 意 : 这 里 假设 第 i 
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个 节点 是 存在 的 ， 如 果 第 i 个 节点 不 存在 ， 而 第 六 1 个 节点 存在 ， 还 是 需要 找到 第 六 1 个 节 
点 ， 将 新 节点 插入 第 1 个 节点 之 后 ， 如 图 2-70 所 示 。 


Pp 的 前 驱 p 
p->prior 所 





(D p->prior->next=s; (©) s->prior=p->prior; (3) s->next=p; (4) p->prior=s:; 


2-70 插入 


赋值 解释 

Q) p->prior->next=s: 5 节点 的 地 址 赋值 给 p 的 前 驱 节 点 的 next 指针 域 ， 即 p 的 前 驱 的 
next 指针 指 问 So 

@) s->prior=p->prior: p 的 前 驱 的 地 址 赋值 给 s 节点 的 prior 指针 域 ， 即 s 节点 的 prior 
指针 指 癌 p 的 前 驱 。 

(8) s->next=p: p 节点 的 地 址 赋值 给 s 节点 的 next 指针 域 ， 即 s 节点 的 next 指针 指向 p 

由 p->prior=s: s 节点 的 地 址 赋值 给 p 节点 的 prior 指针 域 ， 即 p 节点 的 prior 指针 指 问 
C= 

因为 p 的 前 驱 无 标记 ， 一 旦 修改 了 p 节点 的 prior 指针 ，P 的 前 驱 就 找 不 到 了 ， 因 此 ， 
最 后 修改 这 个 指针 。 实 际 上 ， 只 需要 将 语句 放 在 最 后 修改 即 可 ，(D3B) 语 句 顺序 无 要 求 。 

修改 指针 顺序 的 原则 : 先 修改 没有 指针 标记 的 那 一 站 。 

代码 实现 


bool Tistinsert LT(DuLinknigst Sh Tnt. 1 Tnt Se)// 双 同人 链表 的 质 入 
| 














// 在 带头 节点 的 单 链表 工 中 第 i 个 位 置 之 前 插入 值 为 e 的 新 节点 
int J; 
DuLinkList p, s; 
p=L; 
=U 
while (p&&j<i) // 但 找 第 i 个 节点 ，p 指 问 该 节点 
{ 
p=p->next; 
J] 十 十 》 
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if(!p|11J>i)V/ >n+l 或 者 大 <1 
return false; 
s=new DuLNode; // 生 成 新 节点 
s->data=e; // 将 独 节 扣 的 数据 域 置 为 e 
p->prior->next=s;} 
Ss->prior=p->prior; 
Ss->next=p; 
p->prior=s; 
return true; 


} 


5. 删除 

删除 一 个 节点 ， 实 际 上 是 把 这 个 节点 跳 过 去 。 在 单 向 链表 中 ， 必 须 先 找到 第 天 1 个 节点 ， 
才能 把 第 i 个 节点 跳 过 去 。 双 疝 链表 不 必 如 此 ， 只 要 直接 找到 第 i 个 节点 ， 然 后 修改 指针 即 
可 ， 如 图 2-71 所 示 。 








p->prior->next=p->next; 。 yp 的 后 继 节 点 





P 的 前 驱 市 点 
p->prior 






p->next->prior = p->prior; 


图 2-71 删除 





p->prior->next=p->next: 将 p 的 后 继 节 点 的 地 址 赋值 给 p 的 前 驱 方 点 的 next 指针 域 。 即 
P 的 前 驱 广 扣 的 next 指针 指 问 p 的 后 继 广 扩 。 

注意 : 等 号 的 右 侧 是 节点 的 地 址 ， 等 号 的 左 侧 是 节点 的 指针 域 。 

p->next->prior =p->prior: 将 p 的 前 驱 市 尽 的 地 址 赋值 给 p 的 后 继 市 点 的 prior 指针 域 ， 
好 p 的 后 继 三 反 的 prior 指针 指 癌 p 的 前 驱 太 把。 此 项 修改 的 前 所 是 p 的 后 继 市 点 存在 ， 如 
朱 不 存在 ， 则 不 需要 此 项 修改 。 

这 样 束 把 p 市 反 跳 过 去 了 ， 然 后 用 delete p 释放 被 删除 三 点 的 空间 。 删 除 太 扣 修改 指针 
没有 顺序 ， 先 修改 哪个 都 可 以 。 

代码 实现 


bool ListDelete L(DuLinkList &L，int i) // 双 问 链 表 的 删除 
{ 



































// 在 带头 节点 的 双 同 链表 工 中 ， 删 除 第 工 个 节点 
DuLinkList p; 


工作 让 


异步 社区 lazyren(13059738008) 专 享 请 尊重 版 权 


54 | 线性 表 


p= 
j=0; 
while (p&& (j<i)) // 售 找 第 i 个 节操 ，p 指 网 该 节点 
{ 

p=p->next; 

司 填 于 > 

} 
if (1p|| (j>i))// 当 i>n 或 i<1 时 ， 删 除 位 置 不 合理 

return false; 
if (p->next) / /如果 P 的 后 继 节 点 存在 

p->next->prior=p->prior; 
p->prior->next=p->next,; 
delete p; / /释放 被 删除 节操 的 空间 


return true; 


2.4 


单 链 表 中 ， 只 能 向 后 ， 不 能 向 前 。 如 来 从 当前 市 点 开始 ， 无 法 访问 该 市 反 再 面 的 布 反 ， 
而 最 后 一 个 节点 的 指针 指 癌 头 节 点， 形成 一 个 环 ， 束 可 以 从 任何 一 个 节点 出 发 ， 访 问 所 有 的 
节 扩 ,这 不 是 循环 链表 ,循环 链表 和 普通 链表 的 区 别 丈 古 最 后 一 个 市 点 的 后 继 指 癌 了 类 节 所 。 
单 问 链表 和 单 癌 箱 环 链表 的 区 别 如 图 2-72 和 图 2-73 所 示 。 











SL NULL 


图 2-72 单 向 链表 





单 癌 循环 链表 最 后 一 个 节点 的 next 域 不 为 空 ， 而 是 指向 了 头 节 点 。 


时 


头 指 针 L 





图 2-73 单 向 循环 链表 


而 单 问 链表 和 单 问 循环 链表 为 空 的 条 件 也 发 生 了 变化 ， 如 图 2-74 和 图 2-75 所 示 。 
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头 指针 NULL 头 指针 L 





2-74” 单 问 链 表 空 表 (L->next=NULL) 2-75 ” 单 癌 循环 链表 空 表 (L->next=L) 





双 问 循环 链表 除了 让 最 后 一 个 节点 的 后 继 指 问 第 一 个 节点 外 , 还 要 让 头 节点 的 前 驱 指 问 
最 后 一 个 节点 ， 如 图 2-76 所 示 。 


头 指针 L 





图 2-76 ”双向 循环 链表 





双 癌 循环 链表 为 空 表 时 ，L->next=L->prior=L， 如 图 2-77 处 指针 L 
所 示 。 

链表 的 优点 : 链表 是 动态 存储 ， 不 需要 预先 分 配 最 大 空间 ， 
插入 删除 不 需要 移动 元 素 。 

链表 的 缺点 ， 每 次 动态 分 配 一 个 节点 ， 每 个 节点 的 地 址 是 
不 连续 的 ， 需 要 有 指针 域 记录 下 一 个 节点 的 地 址 ， 指 针 域 需要 ”图 2 77 双 巾 稍 环 链表 空 表 
占用 一 个 int 的 空间 ， 因 此 存储 密度 低 (数据 所 占 空间 /节点 所 占 总 空间 )。 存 取 元 素 必须 从 
头 到 尾 按 顺序 查找 ， 属 于 顺序 存 取 。 























2.5 EAEd:p]al;: 
线性 表 的 用 途 非常 广泛 ,在 此 介绍 几 个 实例 ， 体 会 线性 表 的 操作 过 程 。 其 中 包括 合并 


有 序 有 顺序 表 、 合 并 有 序 链 表 、 了 就 地 逆 置 单 链 表 、 奉 找 链表 的 中 间 节 氮 、 删 除 链 表 中 的 重复 
元 聚 。 


2.5.1 合并 有 序 顺 序 表 


题目 : 将 两 个 有 序 ( 非 递减 ) 顺序 表 La 和 Lb 合并 为 一 个 新 的 有 序 ( 非 递减 〉 顺序 表 。 
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解 题 思路 

1) 首先 创建 一 个 顺序 表 Lc， 其 长 度 为 La 和 Lb 的 长 度 之 和 。 

2) 然后 从 La 和 Lb 中 分 别 取 数 ， 比 较 其 大 小 ， 将 较 小 者 放 入 Le 中 ， 一 直 进 行 下 去 ， 
直到 其 中 一 个 顺序 表 La 或 Lb 中 的 数 取 完 为 止 。 

3) 把 未 取 完 的 数 再 依次 取出 放 入 Le 中 即 可 。 

以 下 面 两 个 顺序 表 为 例 ， 如 图 2-78 所 示 ， 演 示 合 并 过 程 。 


GE 加 同 加 局 


图 2-78 ”有 序 顺 序 表 La 和 Lb 








完美 图 解 

1) 创建 一 个 顺序 表 Lec， 其 长 度 为 La 和 Lpb 的 长 度 之 和 9。 设 置 3 个 工作 指针 : 六 广大 
(其 实 是 整 型 数 )。 其 中 ，i 和 j 分 别 指 问 La 和 Lb 中 当前 待 比较 的 元 素 , 大 指向 Le 中 待 放置 
元 系 的 位 置 ， 如 网 2-79 所 示 。 


1 J/ 
“TT Te 
k 
“LITTTTTTT 


图 2-79 ”有 序 顺序 表 La、Lb 和 Lc 





2) 比较 La.elem[ 让 和 Lb.elem[ 胃 ， 将 较 小 的 赋值 给 Lc.elem[ 有 ， 同 时 相应 指针 间 后 移动 。 
如 此 反复 ， 直 到 顺序 表 La 或 Lb 中 的 数 取 完 为 止 。 
。 第 1 次 比较 ，La.elem[i]=4，Lb.elem[ 才 =2， 将 较 小 的 元 素 2 放 入 数组 Lec.elem[ 有 局 中 ， 
相应 的 指针 间 后 移动 ， 证 +， 好 +， 如 图 2-80 所 示 。 


1 
J 
ED “TT 
k 
* 国 TILTTTTT 


图 2-80 ”有 序 顺 序 表 合并 过 程 1 





异步 社区 lazyren(13059738008) 专 享 请 尊重 版 权 


2.5 线性 表 的 应 用 | 57 


第 2 次 比较 ，La.elem[i]=4，Lb.elem[ 四 =6， 将 较 小 的 元 素 4 放 入 数组 Lec.elem[ 有 局 中 ， 
相应 的 指针 问 后 移动 ， 计 +， 夺 +， 如 图 2-81 所 示 。 


1 1 
y 
“PT ET 


k 


“| 


图 2-81 有 序 顺序 表 合 并 过 程 2 





第 3 次 比较 ，La.elem[i=9，Lb.elem[7]=6， 将 较 小 的 元 素 6 放 入 数组 Le.elem[ 有 中 ， 
相应 的 指针 向 后 移动 ， 片 +， 导 +， 如 图 2-82 所 示 。 


7 


1 
“EPI “Cs 
k 
“EE TTTTT 


图 2-82 有 序 顺序 表 合 并 过 程 3 





第 4 次 比较 ，La.elem[i]=9，Lb.elem[=18， 将 较 小 的 元 素 9 放 入 数组 Lc.elem[ 避 中， 
相应 的 指针 向 后 移动 ，i 计 +，Kt+， 如 图 2-83 所 示 。 


] / 
| 
加 DD 


k 
-| 


图 2-83 ”有 序 顺 序 表 合并 过 程 4 





第 5 次 比较 ，La.elem[i]=15，Lb.elem[7]=18， 将 较 小 的 元 素 15 放 入 数组 Le.elem[#] 
中 ， 相 应 的 指针 间 后 移动 ， 计 +， 人 寻 +， 如 图 2-84 所 示 。 
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7 


a HDB.aDD 
k 
“|| 


图 2-84 有 序 顺序 表 合 并 过 程 5 





。 第 6 次 比较 ，La.elem[i]=24，Lb.elem[ 站 =18， 将 较 小 的 元 素 18 放 入 数组 Lce.elem[ 有 
中 ， 相 应 的 指针 向 后 移动 ， 计 +， 夺 +， 如 图 2-85 所 示 。 


1 
-CET “ET 
TT 


图 2-85 矛 顺 序 表 合并 过 程 6 





。 第 7 次 比较 ，La.elem[i]=24，Lb.elem[ 站 =20， 将 较 小 的 元 素 20 放 入 数组 Le.elem[ 有 | 
中 ， 相 应 的 指针 向 后 移动 ， 逢 +， 夺 +， 如 图 2-86 所 示 。 


-ETT Te 


图 2-86 矛 顺 序 表 合并 过 程 7 





e 此 时 ， 顺 序 表 Lb 中 的 数 取 完了 ， 循 环 结 
3) 把 La 中 未 取 完 的 数 依次 取出 ， 放 入 Le 中 即 可 ， 如 图 2-87 和 图 2-88 所 示 。 
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: TT TT 


图 2-87 予 顺序 表 合 并 过 程 8 
[ 
y 
-sll 
k 
, 
“ETT Ts 加 


图 2-88 ”有 序 顺序 表 合 并 过 程 9 





| 











现在 已 经 完成 了 两 个 有 序 顺序 表 的 合并 过 程 ，Lce 即 为 La 和 Lb 合并 后 的 结果 。 


代码 实现 
void Merogedalist (SoqLiet La; SaqLigst Tb, Sgnist gLie) /7 有 厅 顺 打开 看 合 于 
| 








// 已 知 有 序 顺序 表 La 和 Lb 的 元 素 按 值 非 递减 排列 

//La 和 Lb 合并 得 到 新 的 有 序 顺序 表 Lc，Lc 的 元 素 也 按 值 非 递 减 排列 

int i,j,k; 

i=j=k=0， 

Lc.length=La.length+Lb.length; // 新 表 长 度 为 符合 并 两 表 的 长 度 之 和 
Lc.elem=new int[Lc.length]; // 为 合并 后 的 新 表 分 配 一 段 空 间 

while (i<Lna.. 工作 和 和 < Length) yy 网 不 表 都 非 笃 

{ 








if (La.elem[i]<=Lb.elem[j] ) // 依 次 取出 两 表 中 较 小 值 放 入 Lc 表 中 
Lec.elem[k++]=La.elem[i++]; 
else 
Lc.elem[k++]=Lb.elem[j++]; 
} 
while (i<La.length) //La 有 剩余 ， 依 次 将 La 的 剩余 元 素 放 入 Lc 表 的 尾 间 
Lec.elem[k++]=La.elem[i++]; 
while(j<Lb.length) //Lb 有 剩余 ， 依 次 将 Lb 的 剩余 元 素 放 入 Lc 表 的 尾 间 
Lc.elem[k++]=Lb.elem[j++]; 
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算法 复杂 度 分 析 
合并 操作 需要 将 La 和 Lb 中 的 每 一 个 元 素 取出 放 入 Le 中 , 如果 La 和 Lb 的 长 度 分 别 为 
1 、7， 那 么 合并 操作 时 间 复 杂 度 为 O(z+m， 空 间 复 杂 度 也 为 O(m+n)。 


2.5.2 ”合并 有 序 链 表 
题目 : 将 两 个 有 序 ( 非 递减 ) 单 链 表 La 和 Lb 合并 为 一 个 新 的 有 序 〈 非 递减 ) 单 链表 。 




















解 题 思 路 
链表 合并 不 需要 再 创建 空间 ， 只 需要 “和 窗 针 引线 ” 把 两 个 单 链表 中 的 节点 按 非 递减 的 
顺序 串联 起 来 即 可 。 
注意 : 单 链 表 的 头 指 针 不 可 以 移动 ,一旦 头 指针 丢失 ， 束 找 不 到 议 单 链表 了 ， 因 此 需要 
辅助 指针 。 
以 下 和 面 两 个 单 链 表 为 例 ， 如 图 2-89 所 示 ， 演 示 合 并 过 程 。 
头 指针 La 
FH? sl 2 
头 指针 Lb 


| P| | 


图 2-89 ”有 序 单 链表 La 和 Lb 


完美 图 解 

1) 和 初始化。 设置 3 个 辅助 指针 p、q、r, p 和 9 分 别 指 问 La 和 Lb 链表 的 当前 比较 位 置 ， 
新 链表 头 指针 Le 指 问 La， 当 作 合 并 后 的 头 币 点 。7 指 问 Le 的 当前 最 后 一 个 市 点 ， 利 用 x 指 
针 “ 罕 针 引线 ”， 如 图 2-90 所 示 。 





La Lce rz p 
| 
| FH? Hs 1 *|- 
头 指针 Lb 4 


| 
| se - 


图 2-90 ”有 序 单 链表 合并 过 程 1 





2) 罕 针 引线 。 比 较 元 素 大 小 ， 将 较 小 元 又 用 了 指针 串 起 来 。 
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第 1 次 比较 ，p->data=4 > q->data=2， 用 > 了 指针 将 9 市 点 串 起 来 ， 如 图 2-91 所 示 。 


La Le rz p 






| 


图 2-91 有 序 单 链表 合并 过 程 2 


串联 操作 分 为 3 步 。 

~ Snextscy // 把 g 节 点 的 地 址 赋值 给 工 的 next 指针 域 ， 即 上 的 next 指针 指 问 9 
r=q; //r 指针 指向 Lc 的 当前 尾 节 点 

gq=q->next; //q 指针 同 后 移动 ， 等 待 处 理 下 一 个 节点 
串联 之 后 如 图 2-92 所 示 。 

La Lc 


p 
| 
| HH? | Hs| |- 
r 4 





图 2-92 ”有 序 单 链表 合并 过 程 3 





第 2 次 比较 ，p->data=4 < q->data=6， 用 + 指针 将 p 节点 串 起 来 ， 即 t->next=p; r=p; 
p=p->next;。 串 联 之 后 如 图 2-93 所 示 。 


La Lc 





dq 
No 人 


图 2-93 ”有 序 单 链表 合并 过 程 4 








第 3 次 比较 ，p->data=9 > q->data=6， 用 了 指针 将 9 节点 串 起 来 ， 好 fr->next=q; 1=q; 
q=q->nexti。 串 联 之 后 如 图 2-94 所 示 。 
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La LT p 
| 

| | Ps| 1 *| 
r 4 
X 


加配 





2-94 有 序 单 链表 合并 过 程 $ 








第 4 次 比较 ，p->data=9 < q->data=18， 用 了 指针 将 疡 节点 串 起 来 ， 即 r->next=p; r=p; 
p=p->next; 。 串 联 之 后 如 图 2-95 所 示 。 


la Tg 


¥ 






p 
| 
EE 
4 


图 2-95 有 序 单 链 表 合 并 过 程 6 








第 5 次 比较 ，p->data=15 < q->data=18， 用 r+ 指针 将 p 市 点 串 起 来 ， 妈 r->next=p; r=p; 
p=p->next;。 串 联 之 后 如 图 2-96 所 示 。 


La Lé 


p 
¥ 

四 本 
dq 

"eT 


图 2-96 ”有 序 单 链表 合并 过 程 7 













第 6 次 比较 , p->data=24 > q->data=18， 用 了 指针 将 4 节点 串 起 来 ， 即 t->next=q; r=q; 
q=q->next;。 串 联 之 后 如 图 2-97 所 示 。 
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La Tx p 





图 2-97 有 序 单 链表 合并 过 程 8 








。 第 7 次 比较 ,p->data=24 > q->data=20， 用 了 指针 将 9 和 点 串 起 来 ， 即 r->next=g; 二 qd; 
q=q->next;。 趾 联 之 后 如 图 2-98 所 示 。 








La I% p 
¥ 
Lb 4 
r 
3 





图 2-98 ”有 序 单 链表 合并 过 程 9 


。 此 时 9 指针 为 空 ， 御 环 结 束 。 

3) 串联 剩余 部 分 。p 指针 不 为 空 ， 用 7 指针 将 p 串 连 起 来 ， 即 r->next=p;。 注 意 这 里 只 
是 把 这 个 指针 连 上 即 可 ， 剩 余 的 节操 不 需要 再 处 理 。 释 放 Lb 节点 空间 ， 即 delete Lb。 两 个 
有 序 链表 的 合并 结果 如 图 2-99 所 示 。 








Be 





2-99 有 序 单 链表 合并 过 程 10 


代码 实现 


void mergelinklist (LinkList La, LinkList Lb, LinkList &Lc) 


{ 
LinkList p,qd,r; 
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p=La->next;y 7/b 指 回 16 的 第 一 个 效 全 元 天 症 谨 
q=Lb->next; //q 指 问 Lb 的 第 一 个 数据 元 素 节 点 


TsTS7 //Lc 指 问 La 的 头 节 点 
r=Lc; / /I 指 同 新 链表 Lc 的 尾部 
whIle(D&&d ) 





if (p->data<=gq->data) / /把 p 指向 的 节点 串 起 来 
{ 
r->next=p; 
r=p; 
p=pP->next; 
} 
else  // 把 gq 指 问 的 节 扩 串 起 来 
{ 





r->next=9q; 

r=g; 

gq=q->next; 

} 

} 
// 如 果 P 不 空 ， 则 把 p 后 面 剩 余 币 点 链接 起 来 ， 即 r->next=p;， 奉 则 r->next=q; 
EGR 7/ 相当 于 if(B) rT->next=py 总 18e FE->next=o 
delete Lb; 





} 


算法 复杂 度 分 析 

链表 合并 不 需要 再 创建 空间 ， 只 需要 穿针引线 ,把 两 个 单 链表 中 的 节点 按 非 递减 的 顺序 
串联 起 来 即 可 。 因 此 在 最 坏 的 情况 下 , 需要 串联 每 一 个 节点 , 如 果 La 和 Lb 的 长 度 分 别 为 m、 
n 时 间 复 杂 度 为 O(m+n)， 空 间 复 杂 度 为 0(1)。 

2.5.3 ”就 地 逆 置 单 链表 

题目 : 将 带 有 头 节点 的 单 链 表 就 地 逆 置 。 即 元 素 的 顺序 逆转 , 而 辅助 空间 复杂 上 度 为 0(1)。 

解 题 思 路 

充分 利用 原 有 的 存储 空间 ， 通 过 修改 指针 实现 单 链表 的 就 地 首 置 。 还 记得 吗 ? 头 搬 法 创 
建 单 链表 得 到 的 序列 正好 是 逆序 ， 那 么 我 们 就 利用 头 插 法 建 表 的 思路 ， 实 现 就 地 逆 置 。 

下 面 以 单 链表 为 例 ， 如 图 2-100 所 示 ， 演 示 单 链表 就 地 逆 置 的 过 程 。 

头 指 针 L 















































图 2-100 单 链 表 
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注意 : 在 修改 指针 之 前 , 一 定 要 用 一 个 辅助 指针 记录 断 点 , 个 则 后 面 这 一 部 分 融会 送 失 ， 
再 也 找 不 到 了 。 
完美 图 解 


1) 冯 先 用 p 指针 指 问 第 一 个 元 素 订 把 ， 然 后 将 头 证 点 的 next 域 置 空 。 





| 记录 第 一 个 节点 : p=L->next; 


头 节点 的 next 域 置 空 ， L->next=NULL， 如 图 2-101 所 示 。 


头 指针 L p 








图 2-101 ” 单 链 表 就 地 逆 置 过 程 1 


2) 将 p 节点 用 头 搬 法 搬入 链表 世 中 ， 插 入 之 前 用 5 指针 记录 断 点 ， 如 图 2-102 所 示 。 


头 指针 L 





p 4 
沁 
?| -| - 


图 2-102 单 链 表 束 地 记 置 过 程 2 








记录 断 点 : q=p->next; // gq 指 问 p 的 下 一 个 节点 ， 记 录 断 点 

头 插 法 操作 : p->next=L->next; // 将 工 的 下 一 个 市 点 地 址 赋值 给 p 的 next 域 
L->next=p; // 将 p 市 点 地 址 赋值 给 工 的 next 域 

指针 后 移 : p=q; //p 指 问 q 


关 针 后 移 后 ， 如 图 2-103 所 示 。 


图 2-103 ” 单 链表 就 地 逆 置 过 程 3 











3) 将 p 节点 用 尾 插 法 插入 链表 中， 插入 之 前 用 g 指针 记录 断 点 ， 如 图 2-104 所 示 。 
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头 指针 LL 





2-104 ” 单 链 表 束 地 逆 置 过 程 4 
记录 断 点 : q=p->next; // 9q 指 问 p 的 下 一 个 节点 ， 记 录 断 点 
头 插 法 操作 : p->next=L->next; // 将 工 的 下 一 个 节点 地 址 赋值 给 p 的 next 域 
L->next=p; // 将 p 节点 地 址 赋值 给 工 的 next 域 
指针 后 移 : p=q; //p 指 问 q 


名 后 移 后 ， 如 图 2-105 所 示 。 


头 指针 L p 9 


| 
3|- 


2-105 ” 单 链 表 束 地 逆 置 过 程 5 








4) 将 了 节点 用 头 搬 法 插入 链表 世 中， 插入 之 前 用 g 指针 记录 上 断 点 ， 如 图 2-106 所 示 。 


头 指针 LL 








2-106 单 链 表 束 地 逆 置 过 程 6 


记录 断 点 : q=p->next; //9q 指 问 p 的 下 一 个 节点 ， 记 录 断 点 

头 插 法 操作 : p->next=L->next; // 将 工 的 下 一 个 市 点 地 址 赋值 给 p 的 next 域 
L->next=p; // 将 p 节点 地 址 赋值 给 工 的 next 域 

指针 后 移 : p=q; //p 指 问 q 


指针 后 移 后 ， 如 图 2-107 所 示 。 
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头 指针 L p 4 


| 
EE [~ 


2-107 单 链 表 束 地 逆 置 过 程 7 





5) 将 p 节 点 用 尾 插 法 插入 链表 中， 如 图 2-108 所 示 。 
头 指针 L 





2-108 单 链 表 束 地 逆 置 过 程 8 


记录 断 点 : q=p->next; // 9q 指 问 p 的 下 一 个 节点 ， 记 录 断 点 

头 插 法 操作 : p->next=L->next; // 将 工 的 下 一 个 节点 地 址 赋值 给 p 的 next 域 
L->next=p; // 将 p 节点 地 址 赋值 给 工 的 next 域 

指针 后 移 : p=q; //P 指 问 q 


站 针 后 移 后 ， 如 图 2-109 所 示 。 


头 捐 针 LL p 





图 2-109 ” 单 链表 就 地 赣 置 过 程 9 
6) p 指针 为 宇 ， 算 法 停止 ， 单 链表 就 地 逆 置 完毕 。 
代码 实现 


void reverselinklist (LinkList &L) 
{ 
LinkList p,q; 
p=L->next; //p 指 问 工 的 第 一 个 元 素 
L->next=NULL; // 头 节点 的 next 域 置 空 
while (p) 
{ 
q=p->next;//q 指向 p 的 下 一 个 市 点 ， 记 录 断 点 
p->next=L->next; // 头 插 法 ， 将 工 的 下 一 个 节点 地 址 赋值 给 p 的 next 域 
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L->next=p; // 将 p 节点 地 址 赋值 给 工 的 next 域 
p=q; // 指 针 后 移 ，P 指 问 a 


} 

算法 复杂 度 分 析 

算法 对 单 链表 进行 了 一 直 扫 朱 ， 如 打工 的 长 度 为 m， 则 时 间 复 杂 度 为 O(n)， 没有 使 用 其 
他 辅助 空间 ， 只 是 儿 个 辅助 指针 变量 ， 因 此 空间 复杂 度 为 0(1)。 


2.5.4 查找 链表 的 中 间 节 点 
题目 : 囊 有 头 节 点 的 单 链表 工 ， 设 计 一 个 尽 可 能 高 效 的 算法 求 荆 中 的 中 间 贡 点 。 


解 题 思路 

此 类 题 型 可 以 使 用 快慢 指针 来 解决 。 一 个 快 指针 ， 一 个 慢 指 针 ， 快 指针 走 两 步 ， 慢 指针 
走 一 步 。 当 快 指针 指 问 结 尾 的 时 候 ， 慢 指针 刚好 指 问 中 间 节 点 。 

完美 图 解 

放置 两 个 小 青蛙 ， 一 个 跳 得 远 ， 一 次 走 两 块 石 涉 ; 一 个 跳 得 近 ， 一 次 走 一 块 石 头 。 当 快 
青蛙 走 到 终点 时 ， 慢 青蛙 正好 走 到 中 间 。 

1) 第 1 次， 快 青蛙 走 到 2， 慢 青蛙 走 到 1， 如 图 2-110 所 示 。 
































头 指针 LL 





图 2-110 ”查找 中 间 节 点 过 程 ] 


2) 第 2 次 ， 快 青蛙 走 到 4， 慢 青蛙 走 到 2， 如 图 2-111 所 示 。 


头 指针 LL 





图 2-111 会 找 中 间 市 点 过 程 2 


3) 第 3 次 ， 快 青蛙 走 到 6， 慢 青 蛙 走 到 3， 如 图 2-112 所 示 。 


关 指 包工 RS 
国生 加 耳 





图 2-112 ”查找 中 间 节 点 过 程 3 
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链表 访问 完毕 ， 慢 青蛙 正好 在 中 间 位 置 。 
如 果 是 奇数 个 市 点 会 怎么 样 ? 读者 可 以 试 试看 。 


代码 实现 

LinkList findmiddle (LinkList 工 ) 

| 
LinkList prq? 
p=L; //p 为 快 指针 ， 初 始 时 指 问 工 
q=L; //9q 为 慢 指针 ， 初 始 时 指向 工 
while(p!=NULL&&p->next!=NULL) 
{ 





p=p->next->next;//p 为 快 指针 一 次 走 两 步 
q=q->next; //q 为 慢 指针 一 次 走 一 步 





} 
return 9/ /返回 中 间 布 点 指针 
} 


算法 复杂 度 分 析 

算法 对 单 链 表 进 行 了 一 趣 扫描， 如 果 工 的 长 度 为 mw 则 时 间 复 杂 度 为 O(n),， 没有 使 用 其 
他 辅助 空间 ， 只 是 几 个 辅助 指针 变量 ， 因 此 空间 复杂 上 度 为 0(1)。 

思考 : 如 何在 单 链表 中 僵 找 倒数 第 个 节 扩 ? 

仍然 可 以 使 用 快慢 指针 ， 慢 指针 不 要 动 ， 快 指针 先 走 太 1 步 ， 然后 两 个 指针 一 起 以 同样 
的 速度 走 。 当 快 指针 走 到 终点 时 ， 慢 指针 正好 集 留 在 倒数 第 Kk 个 节点 ， 为 什么 呢 ? 

因为 它们 之 间 的 距离 始终 你 持 全 1。 

完美 图 解 

例如 ， 找 倒数 第 4 个 广 挟 。 

1) 初始 时 快慢 指针 部 指 问 第 1 个 数据 元 素 市 护 ， 如 图 2-113 所 示 。 




















头 指针 开 加 2 





图 2-113 ”查找 倒数 第 个 节点 过 程 1 
2) 第 1 步 : 慢 指 针 不 要 动 ， 快 指针 先 走 3 步 ， 如 图 2-114 所 示 。 
头 指针 L 





图 2-114 得 找 倒数 第 下 个 节点 过 程 2 
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3) 第 2 步 : 快慢 指针 一 起 走 ， 快 指针 走 到 5， 慢 指 针 走 到 2， 如 图 2-115 所 示 。 


头 指针 L 





图 2-115 查找 倒数 第 个 节点 过 程 3 
4) 第 3 步 : 快慢 指针 一 起 走 ， 快 指针 走 到 6， 慢 指针 走 到 3， 如 图 2-116 所 示 。 
头 指 针 L 





图 2-116 ”会 找 倒数 第 Kk 个 市 把 过 程 4 


链表 访问 完毕 ， 慢 青蛙 正好 在 倒数 第 4 个 位 置 。 


代码 实现 
LinkList findk (LinkList L,int k) 
| 
LinkList p,qg; 
p=L->next; //p 为 快 指针 ， 初 始 时 指 问 第 一 个 数据 元 素 届 点 
q=L->next; //9q 为 慢 指 针 ， 初 始 时 指 问 第 一 个 数据 元 素 节 点 
while (Pp->next!=NULL) 
| 
if (--k<=0) //k 减 到 0 时 ， 慢 指针 开始 走 
gq=q->next; //9g 为 慢 指 针 
p=p->next; //p 为 快 指针 ， 先 走 k-1 步 
} 
if (k>0) 
return NULL,; 
else 
return q;// 返 回 中 间 节 点 指针 
} 


算法 复杂 度 分 析 

算法 对 单 链表 进行 了 一 趟 扫描 ， 如 打工 的 长 度 为 2， 则 时 间 复 杂 度 为 O(n)， 没有 使 用 其 
他 辅助 空间 ， 只 是 儿 个 辅助 指针 变量 ， 因 此 空间 复杂 度 为 0(1)。 

用 快慢 指针 还 可 以 解决 很 多 问题 ， 例 如 判断 链表 是 售 有 环 ， 判 断 两 个 链表 是 否 相 交 等 。 
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2.5.5 删除 链表 中 的 重复 元 素 


题目 : 用 单 链表 保存 m 个 整数 ， 而 点 的 结构 为 (datanexb， 且 |datal 科 za 为 正 整 数 )。 现 
要 求 设计 一 个 时 间 复 杂 度 尽 可 能 高 效 的 算法 , 对 于 链表 中 data 的 绝对 值 相等 的 节点 ， 仅 保留 
第 一 次 出 现 的 市 点 而 删除 其 余 绝 对 值 相等 的 节点 。 

解 题 思路 

本 题 数 据 大 小 有 范 于 限制 ， 因 此 可 以 设置 一 个 辅助 数组 记录 该 数据 是 售 已 出 现 ， 如 采 已 
出 现 ， 则 删除 ， 如 宁 未 出 现 ， 则 标记 。 一 趟 扫描 即 可 完成 。 

完美 图 解 


假设 m=6，n=10， 链 表 如 图 2-117 所 示 。 


头 指针 L 





























图 2-117 单 链 表 








1) 设置 一 个 辅助 数组 flag[]， 因 为 n 为 正 整 数 ， 不 包括 0， 所 以 0 空间 不 用 。 和 需要 分 配 
1+] 个 辅助 空间 ， 和 初始化 时 部 为 0， 表 示 这 些 数 还 未 出 现 过 ， 如 图 2-118 所 示 。 


0 1 2 3 4 9 0 7 8 9 10 
nd 


图 2-118 ”辅助 数组 (一) 








设置 p 指针 指 癌 涉 节 点 ， 检 查 第 一 个 数据 元 素 是 否 已 出 现 过 。 令 x=abs(p->next->data)， 
如 果 已 出 现 过 (flag[x]=1), 则 删除 该 节点 ; 如 果 该 节点 数据 元 素 未 出 现 过 , 则 标记 flag[x]=1， 
p 指针 癌 后 移动 ， 直 到 处 理 完毕 ， 如 图 2-119 所 示 。 











图 2-119 蛙 链 表 〈 人 初始 状态 ) 


2 ) abs(p->next->data)=5, 读 取 flag[5]=0，, 说 明 该 方 点 数据 元 素 未 出 现 过 , 标记 flag[5]=1， 
p 指针 问 后 移动 。 辅 助 数组 和 链表 状态 如 图 2-120 和 图 2-121 所 示 。 
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0 1 2 3 4 G 0 8 9 10 
nannanaoGonrGn 


图 2-120 ”辅助 数组 (二) 














图 2-121 删除 重复 元 素 过 程 1 


3 ) abs(p->next->data)=2, 该 取 flag[2]=0, 说 明 访 节点 数据 元 素 未 出 现 过 , 标记 flag[2]=1， 
疡 指针 问 后 移动 。 和 辅助 数 组 和 链表 状态 如 图 2-122 和 图 2-123 所 示 。 


0 1 2 3 4 9 0 7 8 9 10 
Bo ee 区 全 于 让 八代 汪 攻 双 让 于 攻 要 


图 2-122 ”辅助 数组 (三) 














图 2-123 ”删除 重复 元 素 过 程 2 


4) abs(p->next->data)=5， 读 取 flag[5$]j=1， 说 明 该 节点 数据 元 素 已 出 现 过 ， 删 除 该 节点 。 
链表 状态 如 图 2-124 所 示 。 














图 2-124 删除 重复 元 素 过 程 3 


p->next=q->next; // 跳 过 重复 元 素 ， 即 删除 


q=p->next; //q 指 问 p 的 下 一 个 节点 
delete q; // 释 放空 间 


删除 和 点 后 链表 状态 如 图 2-125 所 示 。 
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图 2-125 ”删除 重复 元 素 过 程 4 


5 ) abs(p->next->data)=4, 读 取 flag[4]=0, 说 明 该 节点 数据 元 末末 出 现 过 , 标记 flag[4]=1， 
Pp 指针 问 后 移动 。 辅 助 数组 和 和 链表 状态 如 图 2-126 和 图 2-127 所 示 。 


0 1 2 3 4 S 0 2 8 9 10 
a 


图 2-126 辅助 数组 (四 ) 














图 2-127 删除 重复 元 素 过 程 5 


6) abs(p->next->data)=2， 读 取 flag[2]=1， 说 明 该 节点 数据 元 系 已 出 现 过 ， 删 除 该 节点 。 
链表 状态 如 图 2-128 所 示 。 














图 2-128 删除 重复 元 素 过 程 6 
| dq=p->next;p->next=q->next; delete q; // 删 除 重 复元 素 ， 有 删除 后 释放 空间 


删除 节点 后 链表 状态 如 图 2-129 所 示 。 














图 2-129 ”删除 重复 元 素 过 程 7 


7) abs(p->next->data)=10， 读 取 flag[10]=0， 说 明 该 节点 数据 元 素 未 出 现 过 ， 标 记 令 
flag[10]=1，P 指针 同 后 移动 。 辅 助 数 组 和 链表 状态 如 图 2-130 和 图 2-131 所 示 。 
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0 1 2 3 4 S 0 8 9 10 
LE 本 


图 2-130 ”辅助 数组 〈 五 ) 














图 2-131 删除 重复 元 素 过 程 8 





8) 此 时 p->next 为 室 ， 算 法 停止 。 对 于 链表 中 data 的 绝对 值 相等 的 节点 ， 仅 保留 第 一 
次 出 现 的 节点 而 删除 其 余 绝对 值 相 等 的 节点 。 


代码 实现 
void Deleterep (LinkList &L)// 删 除 重 复元 素 
{ 





LinkList p,qg; 
int x; 
jnt *flag=new int[n+1]; // 定 义 flag 数组， 分 配 n+l 个 空间 ，0 空间 未 用 
for (int i=0;i<nt+1l;i++)  // 初 始 化 
flag[i]=0; 
p=L; // 指 网 头 节 点 
while (P->next1I=NULEL ) 
{ 
x=abs (p->next->data); 
if (flag[x]==0)// 未 出 现 过 
{ 
flag[x]=1; // 标 记 出 现 过 
p=p->next; / /指针 后 移 
} 
else 
{ 
q=p->next; //9q 指向 p 的 下 一 个 节点 
p->next=dq->next7y/ /删除 重复 元 素 
delete q; // 释 放空 间 
} 
} 
delete [J]flag; 
} 


算法 复杂 度 分 析 
根据 题 意 ， 单 链表 中 保存 m 个 绝对 值 小 于 等 于 n 的 整数 ， 因 此 链表 元 素 个 数 为 m， 算 
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法 从 头 到 尾 扫描 了 一 过 链表 ,时间 复杂 上 度 为 O(m); 采用 了 辅助 数组 flag[], 因为 n 为 正 整 数 ， 
不 包括 0， 所 以 0 空间 不 用 ， 需 要 分 配 ntl 个 辅助 空间 ， 因 此 空间 时 间 复 杂 度 为 O(n)。 


2.0 BE 


1. 本 章 内 容 小 结 
本 章 从 数据 结构 三 要 又 〈 浊 和 辑 结构 、 存 储 结 构 、 运 算 ) 出 发 ， 讲 解 线 性 表 ， 上 其 体内 容 如 
图 2-132 所 示 。 








n 个 相同 类 型 的 数据 元 素 组 成 的 有 限 序列 
数据 之 间 是 线性 关系 





得 结构] 


线性 表 顺序 存储 : 顺序 表 
存储 结构 
链 式 存储 : 香 链 表 、 双 问 链 表 、 循 环 链表 
图 2-132 ”线性 表 主 要 内 容 
2. 顺序 表 和 链表 的 比较 
顺序 表 和 链表 各 有 上 所 长 ， 其 优 缺 点 和 适用 情况 如 表 2-1 所 示 。 
表 2-1 顺序 表 和 链表 的 比较 











顺序 表 链表 

存储 空间 预先 分 配 ， 会 导致 空间 闲置 或 溢出 现象 动态 分 配 ， 不 会 出 现 空间 闲置 或 溢出 现象 

空间 不 需要 额外 的 存储 开销 表达 逻辑 关系 ， 存 储 密 | 需要 借助 指针 存储 表达 人 逻辑 关系 ， 存 储 密 
度 等 于 1 度 小 于 1 

Ee 平均 移动 约 表 中 一 半 元 素 , 时 间 复 杂 度 为 O(n) ee ta 人 





(WD 表 长 变化 不 大 ， 且 能 事先 确定 变化 的 范围 
适用 情况 @ 很 少 进行 插入 或 删除 操作 ， 经 音 按 元 素 序 


长 度 变 化 较 大 
频繁 进行 插入 或 删除 操作 








号 访问 数据 元 素 


3. 顺序 表 解 题 秘 籍 
顺序 表 解 题 时 需要 注意 儿 个 问题 。 
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1) 位 序 和 下 标 差 1， 第 i 个 元 素 的 下 标 为 i 计 1。 
2) 移动 元 素 时 ， 特 别 注意 先后 顺序 ， 以 免 履 盖 。 





例如 ， 在 第 i 个 位 置 插 入 一 个 元 素 e， 需 要 从 需要 从 最 后 一 个 元 素 开始 ， 后 移 一 位 …… 
直到 把 第 i 个 元 素 也 后 移 一 位 ， 人 然后 把 e 放 入 第 i 个 位 置 ， 如 图 2-133 所 示 。 
基地 址 n-it1 个 。” 后 移 一 位 
L.elem 一 







== = 
| : | | : - | | : ~ | | 
| 


图 2-133 ”顺序 表 (插入 ) 


例如 ， 删 除 第 i 个 元 素 ， 从 计 1 个 元 素 开 始 前 移 …… 直 到 把 第 冯 个 元 系 也 前 移 一 位 ， 即 
可 完成 删除 操作 ， 如 图 2-134 所 示 。 
基地 址 ， 删除 元 素 。” ”nn-i 个 前 移 一 位 
L.elem 一 > ， 人 





2-134 删除 元 素 


3) 区 换 元 素 、 有 序 合并 需要 借助 辅助 空间 。 





4. 链表 解 题 秘籍 

链表 的 题目 变化 多 妆 ， 但 只 要 热 练 掌握 其 精 舌 ， 无 论 其 如 何 变化 ， 都 可 以 概 轻 瓯 熟 。 链 
表 需 要 注意 的 几 个 问题 如 下 。 

(1) 赋值 语句 两 端的 含义 

对 于 有 关 指针 的 赋值 语句 , 很 多 读者 表示 不 理解 , 容易 混淆 。 等 号 的 右 侧 是 节点 的 地 址 ， 
等 号 的 左 侧 是 节点 的 指针 域 ， 如 图 2-135 所 示 。 








2-13$ 赋值 解释 


在 图 2-135 中 , 假设 gq 节点 的 下 一 个 节点 地 址 为 “1013” 该 地 址 存储 在 q->next 里 面 ， 
因此 等 号 右 侧 的 q->next 的 值 为 “1013”。 把 该 地 址 赋值 给 p 节点 的 next 指针 域 ， 把 原来 的 
值 “2046” 履 盖 掉 ， 这 样 p->next 也 为 “1013” 相当 于 把 g 节点 跳 过 去 了 。 赋 值 之 后 ， 如 
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图 2-136 所 示 。 


1013 





2-136 ”赋值 之 后 


(2) 修改 指针 的 顺序 
修改 指针 的 顺序 原则 : 先 修改 没有 指针 标记 的 那 一 端 ， 如 图 2-137 所 示 。 







~ 


一 ~— 


头 指 针 L 有 L 指 针 标 记 这 一 端 无 标记 
一 和 一 一、 


/ \ 


s->next=L->next 





2-137 ”指针 修改 (有 顺序 ) 


如 果 要 搬入 节点 的 两 端 部 有 标记 , 例如， 再 定义 一 个 指针 gq 指 疝 LL 节点 后 面 的 节点 ， 那 
么 先 修改 哪个 指针 都 无 所 请 了 ， 如 图 2-138 所 示 。 


头 指针 L ”两 端 均 有 标记 4 








Ss-~>next=qg 


2-138 ”指针 修 改 〈 无 顺序 ) 











(3) 建立 链表 的 两 种 方法 : 头 插 法 、 尾 插 法 。 头 插 法 是 逆序 建 表 ， 尾 插 法 是 正 序 建 表 。 

(4) 链表 所 首 、 归 并 不 需要 竹 外 空间 ， 属 于 台地 操作 。 

(5) 快慢 指针 法 : 快慢 指针 可 以 解决 很 多 问题 ， 如 链表 中 间 市 皮 、 倒 数 第 个 市 把 、 判 
断 链 表 是 否 有 环 、 环 的 起 把 、 公 共 部 分 的 起 点 等 。 
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小 张 斤 钱 灭 了 和 车， 可 是 他 家 住 在 胡同 的 尽头 。 明 同 很 罕 ， 只 能 通过 一 辆 车 ， 而 且 是 死 妆 
同 ， 如 图 3-1 所 示 。 小 张 每 天 部 为 停车 肥 愁 ， 如 果 回 家 早 了 集 在 里 向， 早上 上 班 就 要 让 所 有 
的 人 挪 车 ， 先 让 衣 同 口 那 辆 出 去 ， 然 后 摊 看 一 辆 一 辆 出 去 ， 这 样 小 张 才能 去 上 班 。 没 办 法 ， 
小 张 下 班 也 不 敢 早 回 家 了 ， 等 天 黑 了 别 的 车 部 集 进 去 了 ， 再 回去 把 车 集 在 胡同 口 ， 这 样 早上 
就 可 以 第 一 个 去 上 班 了 。 就 这 样 ， 小 张 过 起 了 “起 早 贫 黑 ” 的 有 和 车 生活 。 

















图 3-1 胡同 





胡同 很 罕 ， 只 能 通过 一 辆 车 ， 而 且 是 死胡同 ， 所 以 只 能 从 胡同 口 进出 。 小 汽车 呈 线 性 排 








< 过 
PAF 





图 3-2 ”后进 先 出 
这 种 后 进 先 出 (Last In First Out，LIFO) 的 线性 序列 ， 称 为 “ 栈 ”。 栈 也 是 一 种 线性 表 ， 
只 不 过 它 是 操作 受 限 的 线性 表 ， 只 能 在 一 问 进 出 操作 。 进 出 的 一 问 称 为 栈 项 〈top)， 另 一 端 
称 为 栈 底 〈base)。 栈 可 以 用 顺序 存储 ， 也 可 以 用 链 式 存储 ， 分 别称 为 顺序 栈 和 链 栈 。 





3 .1 IS 


先 看 顺序 栈 的 存储 方式 ， 如 图 3-3 所 示 。 
从 图 3-3 可 以 看 出 ， 顺 序 栈 需要 两 个 指针 ，pase 指 问 栈 底 ，top 指 问 栈 顶 。 
顺序 栈 的 结构 体 定义 如 图 3-4 所 示 。 
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栈 的 指针 


typedef 将 结构 体 等 ， 栈 顶 指针 
价 于 类 型 名 SqStack 


图 3-3 ”顺序 栈 图 3-4 ”顺序 栈 的 结构 体 定义 〔 动 态 分 配 ) 





栈 定义 好 了 之 后 ， 还 要 先 定 义 一 个 最 大 的 分 配 宇 间 ， 顺 序 结构 都 是 如 此 ， 需 要 了 预先 分 配 
空间 ， 因 此 可 以 采用 宏 定 义 。 


| 4#aefine Maxsize 100 // 预 先 分 配 空间 ， 这 个 数值 根据 实际 需要 预 估 确 定 








上 耐 的 结构 体 定义 采用 了 动态 分 配 的 形式 ， 也 可 以 采用 静态 分 配 的 形式 ， 使 用 一 个 定 
长 数组 存储 数据 元 素 ， 一 个 整 型 下 标记 录 栈 顶 元 素 的 位 置 。 带 态 分 配 的 顺序 栈 结 构 体 定义 
如 图 3-5 所 示 。 









类 型 束 瑟 什么 类 型 


[typedef 将 结构 体 等 


图 3-5 ”顺序 栈 的 结构 体 定义 《静态 分 配 ) 


注意 : 栈 只 能 在 一 端 操 作 ， 后 进 先 出 ， 是 人 为 规定 的 ， 
也 就 是 说 不 允许 在 中 间 碍 找 、 取 值 、 插 入 、 删 除 等 操作 。 顺 
序 栈 本 身 是 顺序 存储 的 ， 有 人 束 想 : 我 俩 要 从 中 间 取 一 个 元 
素 ， 不 行 吗 ? 那 肯定 可 以 ,但 是 这 样 做 ， 束 不 是 栈 了 。 








下 面 讲 解 顺 序 栈 的 初始 化 、 入 栈 ， 出 栈 ， 取 栈 顶 元 素 等 0 
基本 操作 。 顺序 栈 采 用 动态 存储 形式 ,元素 以 int 类 型 为 例 。 

1. 顺序 栈 的 初始 化 joy 

初始 化 一 个 空 栈 ， 动 态 分 配 Maxsize 大 小 的 空间 ， 用  %b4se 
S.top 和 S.base 指 问 该 空间 的 基地 址 ， 如 图 3-6 所 示 。 图 3-6 ”顺序 栈 ( 空 栈 ) 
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代码 实现 
bool InitSstack(SdqStack &S) // 构 造 一 个 空 栈 Ss 
{ 
S.base=new int[Maxsize];// 为 顺序 栈 分 配 一 个 最 大 容量 为 Maxsize 的 空间 
if(lS9,base) // 罕 间 分 配 失 败 
return false; 
S.top=S.base; //top 初始 为 基地 址 bpase， 当 前 为 空 栈 
return true; 


} 


2. 入 栈 

入 栈 前 要 判断 是 否 栈 满 ， 如 果 栈 已 满 ， 则 入 栈 失 败 ， 否 则 将 元 素 放 入 栈 顶 ， 栈 顶 指 针 问 
上 移动 一 个 位 置 (top++)。 

完美 图 解 

。 输入 1， 入 栈 ， 如 图 3-7 所 示 。 

。 接着 输入 2， 入 栈 ， 如 图 3-8 所 示 。 





S.1top 
S.1top 
S.base S.base 
图 3-7 顺序 栈 (1 入 栈 ) 图 3-8 ”顺序 栈 (2 入 栈 ) 
代码 实现 


bool Push(SdStack &S,int e) // 将 新 元 素 e 压 入 栈 顶 
{ 
if (S.top-S.base==Maxsize) // 栈 满 
return false; 
*S .top++=e; // 将 新 元 素 e 压 入 栈 顶 ， 然 后 栈 顶 指针 加 1， 等 价 于 *S .top=e; S.topt+t+; 


return true; 
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3. 出 栈 

出 栈 前 要 判断 是 否 栈 空 ， 如 果 栈 是 空 的 ， 则 出 栈 失 败 ; 
否则 将 栈 顶 元 素 暂 存 给 一 个 变量 , 栈 顶 指针 向 下 移动 一 个 位 
置 (top 一 一 )。 

完美 图 解 


例如 ， 顺 序 栈 如 图 3-9 所 示 。 
栈 顶 元 素 所 在 的 位 置 实际 上 是 8iop-1， 因 此 把 该 元 素 
取出 来 ， 暂 存在 变量 e 中 ， 然 后 S.top 指针 问 下 移动 一 个 位 

















S.base 
置 。 因 此 可 以 先 移动 一 个 位 置 ， 即 -S$.top， 然 后 再 取 元 素 。 一 
例如 ， 栈 顶 元 素 4 出 栈 前 后 的 状态 ， 如 图 3-10 所 示 。 图 3-9 ”顺序 酚 


S.top 
栈 
内 栈 
于 内 
素 元 
系 
.Dase 





出 栈 前 
图 3-10 顺序 栈 〈 出 栈 ) 





注意 : 因为 顺序 存储 删除 一 个 元 素 时 ， 并 没有 销毁 该 空间 ， 所 以 4 其 实 还 在 那个 位 置 ， 
只 不 过 下 次 再 有 元 素 进 栈 时 ， 束 把 它 窗 六 了。 相当 于 该 元 素 已 出 栈 ， 因 为 栈 的 内 容 是 S.base 
到 Stop—1。 

代码 实现 


bool Pop(SqsStack &S，int &e) // 删 除 $s 的 栈 顶 元 素 ， 暂 存在 变量 e 中 
{ 











if (S.base==S .top) // 栈 空 
return false; 
e=*--S.top; // 栈 项 指针 减 1 后 ， 将 栈 顶 元 素 赋 值 给 e 


return true; 


} 


4. 取 栈 顶 元 素 
取 栈 顶 元 素 和 出 栈 不 同 。 取 栈 顶 元 素 只 是 把 栈 顶 元 素 复 制 一 份 ， 栈 顶 指 针 未 移动 ， 栈 内 
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元 素 个 数 未 变 。 而 出 栈 是 指 栈 顶 指针 问 下 移动 一 个 位 置 ， 栈 内 不 再 包含 这 个 元 素 。 
完美 图 解 
例如 ， 如 图 3-11 所 示 ， 取 栈 顶 元 素 *(S.1op-1)， 即 元 系 4， 取 值 后 S.top 指针 没有 改变 ， 
栈 内 元 素 的 个 数 也 没有 改变 。 





测 妆 [也 副 
济 妆 [ 也 副 





取 栈 顶 元 素 前 取 栈 顶 元 素 后 
图 3-11 顺序 栈 〈 取 栈 顶 元 素 ) 


代码 实现 
int GetTop (SqStack S) // 返 回 $ 的 栈 顶 元 素 ， 栈 顶 指 针 不 变 
{ 
1 《sto6 1= S,base) 7/ 栈 非 空 
return *(S.top - 1); // 返 回 栈 顶 元 素 的 值 ， 栈 顶 指 针 不 变 
else 


return -1; 


3.2 


栈 可 以 用 顺序 存储 ， 也 可 以 用 链 式 存储 。 顺 序 栈 和 链 栈 如 图 3-12 所 示 。 

顺序 栈 是 分 配 一 段 连续 的 空间 ， 需 要 两 个 指针 : base 指 回 栈 底 ，top 指向 栈 项 。 而 链 栈 
每 个 节点 的 地 址 是 不 连续 的 ， 只 需要 一 个 栈 项 指针 即 可 。 

从 图 3-12 可 以 看 出 ， 链 栈 的 每 个 节点 都 包含 两 个 域 : 数据 域 和 指针 域 。 是 不 是 和 单 链 
表 一 侦 一 样 ? 可 以 把 链 栈 看 作 一 个 不 带头 市 点 的 单 链 表 , 但 只 能 在 头 部 进行 插入 、 删 除 、 取 
值 等 操作 ， 不 可 以 在 中 间 和 尾部 操作 。 

因此 ， 可 以 控 单 链表 的 方法 定义 链 栈 的 结构 体 ， 链 栈 的 结构 体 定 义 如 图 3-13 所 示 。 
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data next 


Ei 





顺序 栈 链 栈 
图 3-12 ”顺序 栈 和 链 栈 


元 素 类 型 ， 需 要 什么 
类 型 就 写 什么 类 型 


; typedef 将 结构 体 等 
: 价 于 类 型 名 Snode， 全 
' 指针 LinkStack。 


Coca-0000000000000000000202020- 


图 3-13” 链 栈 的 结构 体 定义 





链 栈 的 市 点 定义 和 蛙 链 表 一 样 ， 只 不 过 它 只 能 在 栈 顶 那 一 端 操作 而 已 。 

下 面 讲解 链 栈 的 初始 化 、 入 栈 、 出 栈 、 取 栈 项 元 素 等 基本 操作 (元素 以 int 类 型 为 例 )。 
1. 链 栈 的 初始 化 

初始 化 一 个 空 的 链 栈 是 不 需要 头 节 氮 的 ， 因 此 只 需要 让 栈 项 指针 为 空 即 可 。 

代码 实现 


bool Initstack (LinkStack &S) // 构 造 一 个 空 栈 s 
{ 














S=NULL.，; 
return true; 


} 


2. 入 栈 

入 栈 是 将 新 元 素 节 点 压 入 栈 顶 。 因 为 链 栈 中 第 一 个 节点 为 栈 顶 ， 因 此 将 新 元 素 节 点 插 到 
第 一 个 节点 的 前 面 ， 然后 修改 栈 顶 指针 指 问 新 节点 即 可 。 有 点 像 控盘 子 ， 将 狐 节 点 把 到 栈 顶 
之 上 ， 新 节点 成 为 新 的 栈 顶 。 
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完美 图 解 
1) 生成 新 节点 。 入 栈 前 要 创建 一 个 新 节点 , 将 元 素 e 存 人 p 
该 节点 的 数据 域 ， 如 图 3-14 所 示 。 











基体 操作 代 介 如 下 。 
p = new Snode; // 生 成 新 节点 ， 用 P 指针 指向 该 节点 图 3-14 ”新 节点 


p->data = e; ”// 将 元 素 e 放 在 新 和 点 数据 域 


2) 将 新 元 聚 市 点 插 到 第 一 个 市 点 的 前 面 ， 然 后 修改 栈 项 指针 指 问 新 节操 ， 如 图 3-15 
所 示 。 








p-~>next=s; 





入 栈 前 入 栈 后 
图 3-15 ” 链 栈 (入 栈 ) 


赋值 解释 
(D p->next=S: 将 5 的 地 址 赋值 给 p 的 指针 域 ， 即 新 节点 p 的 next 指针 指 问 SS。 
@ S=p: 修改 新 的 栈 项 指针 为 p。 


代码 实现 
bool Push (LinkStack &S，int e) // 在 栈 顶 搬入 元 素 e 
{ 
LinkStack p; 
Pp = new Snode; // 和 生成 新 节点 
p->data = e;  // 将 e 存 入 狐 市 点 数据 域 
p->next = S; // 将 新 和 点 P 的 next 指针 指向 S， 即 将 s 的 地 址 赋值 给 新 节点 的 指针 域 
S 三 Pp? / /修改 新 栈 顶 指针 为 p 


return true; 
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3. 出 材 
出 栈 就 是 把 栈 顶 元 系 删 除 ， 让 栈 顶 指针 指向 下 一 个 市 扣 , 然后 释放 该 市 扣 空 间 ， 如 图 3-16 
所 示 。 





Gdelete Ds 


os、2 
S=S->next; 





出 栈 前 
图 3-16 链 栈 (出 栈 ) 


赋值 解释 

(D p=S: 将 5 的 地 址 赋值 给 pp， 即 p 指向 栈 顶 元 素 节 后。 

@) S=S->next: 将 5 的 后 继 节 点 的 地 址 赋值 给 S$S， 即 5S 指向 它 的 后 继 节 点 。 
(3) delete p: 最 后 释放 p 指 回 的 市 点 空间 ， 妈 delete p。 

代码 实现 


bool Pop(LinkStack &S, int &e) / /删除 s 的 栈 顶 元 素 ， 用 e 保存 其 值 
{ 








LinkStack p; 
if (S==NULL) // 栈 空 
return false; 


e=S->data; // 用 e 暂 存 栈 顶 元 素数 据 





p=S; // 用 P 保存 栈 顶 元 素 地 址 ， 以 备 释放 
S=S->next; / /修改 栈 顶 指针 ， 指 向 下 一 个 节点 
delete p; / /释放 原 栈 顶 元 素 的 空间 


return true; 


} 


4. 取 栈 顶 元 素 
取 栈 顶 元 素 和 出 栈 不 同 ， 取 栈 顶 元 素 只 是 把 栈 顶 元 素 复 制 一 份 ， 栈 顶 指针 并 没有 改变 ， 





异步 社区 lazyren(13059738008) 专 享 请 尊重 版 权 


3.3 ”顺序 队列 | 87 


如 图 3-17 所 示 。 而 出 栈 是 指 删 除 栈 顶 元 素 ， 栈 顶 指针 指 癌 了 下 一 个 元 素 。 
I 





3-17 链 栈 ( 取 栈 硕 元 素 ) 


代码 实现 
int GetTop (LinkStack S) // 返 回 s 的 栈 顶 元 素 ， 不 修改 栈 顶 指针 
{ 
a A 
return S->data; // 返 回 栈 顶 元 素 的 值 ， 栈 项 指针 不 变 


else 





return -1; 


} 


顺序 栈 和 链 栈 的 所 有 基本 操作 部 只 需要 常数 时 间 ， 所 以 在 时 间 效 率 上 难 分 但 仲 。 在 空间 
效率 方面 ， 顺 序 栈 需 要 预先 分 配 固定 长 上 度 的 空间 ， 有 可 能 造成 空间 浪费 或 淤 出 ; 链 栈 每 次 只 
分 配 一 个 节点 ， 除 非 没 有 和 内存， 否则 不 会 出 现 洪 出 ， 但 是 每 个 节点 需要 一 个 指针 域 ， 结 构 性 
开销 增加 。 因 此 ， 如 果 元 又 个 数 变 化 较 大 ， 可 以 采用 链 栈 ， 反 之 ， 可 以 采用 顺序 栈 。 在 实际 
应 用 中 ， 顺 序 栈 比 链 栈 应 用 更 广泛 。 


3.3 [W717 


过 了 一 段 时 间 ， 小 张 受 不 了 这 种 “起 早 贪 黑 ” 的 有 车 生活 了 。 为 了 解决 胡同 停车 问题 ， 
小 张 跑 了 无 数 次 居委会 ， 终 于 将 挡 在 胡同 口 的 建筑 清除 ， 如 图 3-18 所 示 。 这 样 住 在 胡同 尽 
头 的 小 张 ， 束 可 以 早早 回 家 停 在 家 门口 ， 每 天 第 一 个 开车 上 班 去 了 。 




















步 社区 lazyren(13059738008) 专 享 请 尊重 版 权 


88 | 栈 和 队列 





图 3-18 胡同 


现在 胡同 虽然 打通 了 ， 但 仍然 很 罕 ， 只 能 通过 一 辆 车 。 小 汽车 呈 线 性 排列 ， 只 能 从 一 端 
进 ， 另 一 端 出 ， 先 进 先 出 ， 如 图 3-19 所 示 。 











图 3-19 ”先进 先 出 


这 种 先进 先 出 《First In First Out，EFIFO) 的 线性 序列 ， 称 为 “队列 ” 队列 也 是 一 种 

线性 表 ， 只 不 过 它 是 操作 受 限 的 线性 表 ， 只 能 在 两 端 操作 : 一 靖 进 ， 一 问 出 。 进 的 一 新 

称 为 队 尾 (rear)， 出 的 一 端 称 为 队 头 (front)。 队 列 可 以 用 顺序 存储 ,也 可 以 用 链 式 存储 。 
3.3.1 顺序 队列 的 定义 


队列 的 顺序 存储 采用 一 段 连 续 的 空间 存储 数据 元 素 , 并 用 两 个 整 型 变量 记录 队 头 和 队 尾 
元 素 的 下 标 。 顺 序 存 储 方式 的 队列 如 图 3-20 所 示 。 


队 头 队 尾 


front rear 


Y Y 
we TT Fe 


图 3-20 ”顺序 队列 
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顺序 队列 的 结构 体 定 义 ， 如 图 3-21 所 示 。 





元 素 类 型 ， 需 要 什么 
类 型 就 写 什么 类 型 CC 
typedef 将 结构 体 等 
价 于 类 型 名 SqQueue 队 头 和 队 尾 





图 3-21 顺序 队列 的 结构 体 定义 (动态 分 配 ) 
顺序 队列 定义 好 了 之 后 ， 还 要 先 定 义 一 个 最 大 的 分 配 空 间 ， 顺 序 结构 都 是 如 此 ， 需 要 预 
先 分 配 空间 ， 因 此 可 以 采用 宏 定 义 。 
/ /预先 分 配 空间 ， 这 个 数值 根据 实际 需要 预 估 确 定 








#define Maxsize 100 
上 面 的 结构 体 定义 采用 了 动态 分 配 的 形式 ， 也 可 以 采用 静态 分 配 的 形式 ， 使 用 一 个 定 长 
数组 存储 数据 元 素 ， 用 两 个 整 型 变量 记录 队 头 和 队 尾 元 素 的 下 标 。 静 态 分 配 的 顺序 队列 结构 


体 定义 如 图 3-22 所 示 。 
























类 型 就 写 什么 类 型 





typedef 将 结构 体 等 队 头 和 队 尾 队 尾 
价 于 类 型 名 SqQueue 
图 3-22 ”顺序 队列 的 结构 体 定义 (静态 分 配 ) 

注意 : 队列 只 能 在 一 端 进 、 一 端 出 ， 不 允许 在 中 间 碍 找 、 取 值 、 插 和 入、 删除 等 操作 ， 先 
进 先 出 是 人 为 规定 的 ， 如 果 人 破坏 此 规则 ， 束 不 是 队列 了 。 

完美 图 解 

假设 现在 顺序 队列 2 分 配 了 6 个 空间 ， 然 后 进行 入 队 和 出 队 操 作 。 

注意 : Q.front 和 Q.rear 都 是 整 型 下 标 。 

1) 开始 时 为 空 队 ，Q.front=Q.rear， 如 图 3-23 所 示 。 





front rear 


+t 


1 之 3 4 5 


图 3-23 ”顺序 队 列 ( 空 队 ) 
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2) 元 素 ql 进 队 ， 放 入 队 尾 Q.rear 的 位 置 ， 然 后 Q.rear 后 移 一 位 ， 如 图 3-24 所 示 。 


front rear 


0 ] 之 3 4 5 
1 


oe 


图 3-24 顺序 队列 (al 入 队 ) 
3) 元 素 gq; 进 队 ， 放 入 队 尾 Q.rear 的 位 置 ， 然 后 Q.rear 后 移 一 位 ， 如 图 3-25 所 示 。 
front rear 


0 ] 3 4 3 


图 3-25 ”顺序 队列 (as 入 队 ) 
4) 元 素 a3、a4、as 分 别 按 顺 友 进 队 ， 队 尾 Q.rear 依次 后 移 ， 如 图 3-26 所 示 。 
front rear 
0 1 2 3 4 5 
ae 
图 3-26 ”顺序 队列 (as 入 队 ) 


5) 元 取 al 出 队 ， 队 头 Q.font 后 移 一 位 ， 如 图 3-27 所 示 。 


front rear 
0 1 2 3 4 5 
LTeTeTsTeT 


图 3-27 顺序 队 列 (qi 出 队 ) 


6) 元 辫 o 出 队 ， 队 头 Q.font 后 移 一 位 ， 如 图 3-28 所 示 。 
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front rear 


0 1 2 3 4 S 
ao | 
图 3-28 ”顺序 队列 (qs 出 队 》 


7) 元 素 a6 进 队 ， 放 入 队 尾 Q.rear 的 位 置 ， 然 后 Q.rear 后 移 一 位 ， 如 图 3-29 所 示 。 


front rear 


0 ] 过 3 4 S ' 
oo | | 
图 3-29 ”顺序 队列 (ae 入 队 ) 

8) 元 素 jy 进 队 ， 此 时 队 尾 Q.rear 已 经 超过 了 数组 的 最 大 下 标 ， 无 法 再 进 队 ， 但 是 前 面 
有 2 个 空间 却 出 现 了 队 满 的 情况 ， 这 种 情况 称 为 “ 假 洪 出 ”。 

那么 如 何 解 决 该 问题 呢 ? 能 和 否 利用 前 面 的 空间 继续 入 队 呢 ? 

上 面 第 7 步 元 素 ak 进 队 之 后 ， 队 尾 Q.rear 要 后 移 一 个 位 置 ， 此 时 已 经 超过 了 数组 的 最 
大 下 标 ， 即 Q.rear+1=Maxsize〈 最 大 空间 数 6)， 那 么 如 果 前 面 有 衬 闲 ，Q.rear 可 以 转 癌 前 面 
下 标 为 0 的 位 置 ， 如 图 3-30 所 示 。 


rear "YY 
0 ] 2 3 4 S 
Qo | 
图 3-30 ”顺序 队列 ( 转 癌 前 面 ) 
元 素 dy 进 队 ， 放 入 队 尾 Q.rear 的 位 置 ， 然 后 Q.rear 后 移 一 位 ， 如 图 3-31 所 示 。 

















rear front 
0 1 2 4 5 
7 U3 Us 


3 
elo) el 


图 3-31 顺序 队列 (qay 入 队 ) 
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元 素 wag 进 队 ， 放 入 队 尾 Q.rear 的 位 置 ， 然 后 Q.rear 后 移 一 位 ， 如 图 3-32 所 示 。 


rear front 


0 1 2 3 4 | 
CICA EE, 
图 3-32” 顺序 队列 (ag 入 队 ) 


这 时 ， 虽 然 队 列 空间 存 满 了 ， 但 是 出 现 了 一 个 大 问题 ! 当 队 满 时 ，Q.front=Q.rear， 这 和 
队 衬 的 条 件 一 模 一 样 ， 无 法 区 分 到 底 是 队 室 ， 还 是 队 满 。 如 何 解决 呢 ? 有 两 种 办 法 : 一 种 办 
法 是 设置 一 个 标志 ,标记 队 空 和 队 满 ; 男 一 种 办 法 是 浪费 一 个 空间 ， 当 队 尾 Q.rear 的 下 一 个 
位 置 Q.front 时 ， 束 认为 是 队 满 ， 如 图 3-33 所 示 。 








rear front 


0 1 过 3 4 S 
加 加 加 可 四 
图 3-33 ”顺序 队列 ( 队 满 ) 


上 述 到 达 尾部 又 向 前 存储 的 队列 称 为 循环 队列 ， 为 了 避免 “ 假 溢出 ”顺序 队列 通常 采 
用 循环 队列 。 


3.3.2 ”循环 队列 的 定义 


首先 稍 述 循环 队列 队 至 、 队 满 的 判定 和 条件， 以 及 入 队 、 出 队 、 队 列 元 系 个 数 计算 等 基本 
识 作 方法 。 

1， 队 空 

无 论 队 头 和 队 尾 在 什么 位 置 ， 只 要 Q.rear 和 Q.front 指 回 同一 个 位 置 ， 束 认为 是 队 衬 。 
如 果 将 循环 队列 中 的 一 维 数组 画 成 环形 网 ， 队 至 的 情况 如 图 3-34 所 示 。 

循环 队列 队 空 的 判定 条 件 为 ，Q.front==Q.rear。 

2. 队 满 

在 此 采用 浪费 一 个 空间 的 方法 ， 当 队 尾 Q.rear 的 下 一 个 位 置 Q.front 时 ， 束 认为 是 队 满 。 
但 是 Q.rear 回 后 移动 一 个 位 置 〈Q.rear+1) 后 ， 很 有 可 能 超出 了 数组 的 最 大 下 标 ， 这 时 它 的 
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下 一 个 位 置 应 该 为 0， 如 图 3-35 所 示 。 


SD yr 





图 3-34 ” 队 室 





在 图 3-3$ 中 ， 队 列 的 最 大 空间 为 Maxsize， 当 Q.rear=Maxsize-]l 时 ，Q.rear+1=Maxsize。 
而 根据 循环 队列 的 规则 ，Q.rear 的 下 一 个 位 置 为 0 才 对 ， 怎 么 才能 变 成 0 呢 ? 可 以 考虑 取 余 
运算 ， 即 (Q.rear+1)%Maxsize=0。 而 此 时 Q.front=0， 即 (Q.rear+1)%Maxsize=Q.front， 此 时 为 
队 满 的 临界 状态 。 

队 满 的 一 般 状 态 是 否 也 适用 此 方法 呢 ? 例如 ， 循 环 队列 队 满 的 一 般 状 态 如 图 3-36 所 示 。 











图 3-3$ 队 满 《II 临界 状态 ) 图 3-36” 队 满 (一 般 状 态 )》 


在 图 3-36 中 ， 假 如 最 大 空间 数 Maxsize=100， 当 Q.rear=1 时 ，Q.rear+1=2。 取 余 后 ， 
(Q.rear+1)%Maxsize=2， 而 此 时 Q.front=2， 即 (Q.rear+1)%Maxsize=Q.front。 队 满 的 一 役 状 态 
也 可 以 采用 此 公式 判断 队 满 。 因 为 一 个 不 大 于 Maxsize 的 数 与 Maxsize 取 余 运算 ， 结 果 仍 然 
是 该 数 本 和 喘 , 所 以 一 般 状 态 下 , 取 余 运算 没有 任何 有 影响。 只 有 在 临界 状态 (Q.reart+1=Maxsize) 
下 ， 取 有 余 运 算 (Q.rear+1)%Maxsize 才 会 变 为 0。 

此 ， 循 环 队列 队 满 的 判定 条 件 为 : (Q.rear+1)%Maxsize==Q.front。 
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3. 入 队 


入 队 时 ， 首 先 将 元 素 x 放 入 Q.rear 所 指 空间 ， 然 后 Q.rear 后 移 一 位 。 
例如 ，a、b、c 依次 入 队 的 过 程 如 图 3-37 所 示 。 


41D3234 





图 3-37 入 队 

入 队 操作 ， 当 Q.rear 后 移 一 位 时 ， 为 了 处 理 临 界 状态 〈Q.rear+1=Maxsize)， 需 要 加 1 后 
取 余 运算 。 

代码 实现 

O.base[Q.rear|=x; 


/ /将 元 素 x 放 入 9.rear 所 指 空间 
0.rear=(Q.rear+1)%Maxsize;  //Q.rear 后 移 一 位 
4. 出 队 











先 用 变量 保存 队 头 元 素 ， 然 后 队 头 Q.front 后 移 一 位 。 
例如 ，a、5 依次 出 队 的 过 程 如 图 3-38 所 示 。 





图 3-38 出 队 


出 队 操 作 ， 当 Q.front 后 移 一 位 时 ， 为 了 处 理 临 界 状态 〈Q.front+1=Maxsize)， 需 要 加 ] 
后 取 余 运算 。 
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代码 实现 
= Dase[0., Frontls / /用 变量 记录 0.front 所 指 元 素 ， 


0O.front=(Q.front+l1)sMaxsize， // 0. front 问 后 移 一 位 


注意 : 循环 队列 无 论 是 入 队 还 是 出 队 ， 队 尾 、 队 头 加 1 后 都 要 取 余 运算 ， 主 要 是 为 了 处 
理 临 界 状 态 。 

5. 队列 元 素 个 数 计算 

循环 队列 中 到 底 存 了 多 少 个 元 素 呢 ? 循环 队列 中 的 内 容 实 际 上 为 Q.front 一 Q.rear-1l 这 
一 区 则 的 数据 元 素 , 但 是 不 可 以 直接 用 两 个 下 标 相 减 得 人 到。 因为 队列 是 循环 的 ， 所 以 存在 两 
种 情况 。 

1)Q.rear 宇 Q.front， 如 图 3-39 所 示 。 访 队列 中 元 素 个 数 为 : Q.rear-Q.front=4--1=3。 

2) Q.rear<Q.front， 如 图 3-40 所 示 。 

















图 3-39 ”循环 队列 〈Q.rear>=Q.front ) 图 3-40 ”循环 队列 〈Q.rear<Q.front ) 





此 时 ，Q:rear=4，Q.frfon 人 Maxsize-2，Q.rear-Q.frfontF=6-Maxsize。 但 是 我 们 可 以 看 到 笛 
环 队 列 中 的 元 素 实 际 上 为 6 个 , 那 怎 么 办 呢 ? 当 两 者 之 莽 为 负数 时 , 可 以 将 差 值 加 上 Maxsize 
计算 元 素 个 数 ， 即 Q.rear-Q.front+Maxsize=6-Maxsize+Maxsize=6， 元 素 个 数 为 6。 

因此 ， 在 计算 元 素 个 数 时 ， 可 以 分 两 种 情况 判断 。 

1)Q.rear 宇 Q.front: 元 系 个 数 为 Q.rear-Q.front。 

2) Q.rear<Q.front: 元 素 个 数 为 Q.rear-Q.front+Maxsize。 

也 可 以 采用 取 余 的 方法 把 两 种 情况 巧妙 地 统一 为 一 个 语句 。 

队列 中 元 素 个 数 为 : (Q.rear-Q.front+Maxsize)%Maxsize。 

队列 中 元 素 个 数 计算 公式 是 否 正 确 呢 ? 

假如 Maxsize=100, 在 图 3-39 中 , Q.rear=4, Q.front=1, Q.rear-Q.front=3, (3+100)%100=3， 
元 紊 个 数 为 3。 在 图 3-40 中 ，Q.rear=4，Q.ffont=98，Q.rear-Q.front=-94，(-94+100)%6100=6， 
元 素 个 数 为 6。 计算 公式 正确 。 

当 Q.rear-Q.front 为 正 数 时 ， 加 上 Maxsize 超过 了 最 大 衬 间 数 ， 取 余 后 正好 是 元 素 个 数 。 
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当 Q.rear-Q.front 为 负数 时 , 加 上 Maxsize 正好 是 元 双 个 数 , 因为 元 么 个 数 小 于 Maxsize， 
所 以 取 余 运算 对 其 无 影响 。 

因此 ，%Maxsize 是 为 了 防止 Q.rear-Q.front 为 防止 为 负数 防止 为 正 数 
正 数 的 情况 ，+Maxsize 是 为 了 防止 Q.rear-Q.front 人 
为 负数 的 情况 ， 如 图 3-41 所 示 。 








图 3-41 循环 队列 长 度 

6. 小 结 

队 空 

O.front==0O.rear; // Q.rear 和 0Q.front 指 癌 同 一 个 位 置 
队 满 : 

(O,.rear+1) SMaxsize==0, front: // Q.rear 问 后 移 一 位 正好 是 0. front 
入 队 : 

Q.base[Q.rear]=x; // 将 元 素 x 放 入 8.rear 所 指 空间 
O.rear= (0O.rear+l1) SMaxsize; // Q.rear 问 后 移 一 位 

出 队 : 

e=0,.base [0. front]|s // 用 变量 记录 0.front 所 指 元 素 
OQ.front=(Q.front+1) SMaxsize // Q. front 问 后 移 一 位 
队列 中 元 素 个 数 : 


(O.rear-OQ.front+Maxsize) $Maxsize 


3.3.3 ”循环 队列 的 基本 操作 


循环 队列 的 基本 操作 包括 初始 化 、 入 队 、 出 队 、 取 队 头 元 素 、 求 队列 长 度 。 

1. 初始 化 

初始 化 循环 队列 时 ， 首 先 分 配 一 个 大 小 为 Maxsize 的 容 间 ， 然 后 令 Q.front=Q.rear=0， 
即 队 头 和 队 尾 为 0， 队 列 为 罕 

代码 实现 


bool Initoueue (SqQueue &9o) // 注 意 使 用 引用 参数 ， 否 则 出 了 函数 ， 其 改变 无 效 
{ 























0O.base=new int [Maxsize];// 分 配 Maxsize 大 小 的 空间 
EtoO. bage) Telidrrn falses 1 分 配 空间 失败 
Q.front=Q.rear=0; // 队 头 和 队 尾 置 0， 队 列 为 空 


return true; 


} 


2. 入 队 
入 队 时 ， 首 先 判断 队列 是 否 已 满 ， 如 果 已 满 ， 则 入 队 失 败 ; 如 果 未 满 ， 则 将 新 元 系 插 入 
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队 尾 ， 队 尾 后 移 一 位 。 


代码 实现 
bool EnQueue (SqQueue &0,int e)// 将 元 素 e 放 入 Q 的 队 尾 
{ 
if((QO.reart+1)%sMaxsize==Q.front) // 队 尾 后 移 一 位 等 于 队 头 ， 表 明 队 满 
return false; 


Q.base[Q.rear]=e; // 新 元 素 插 入 队 尾 
OQ.rear=(0.reart+1)%Maxsize; // 队 尾 后 移 一 位 
return 七 YUeG ， 


3. 出 队 

出 队 时 ， 首 先 判 新 队列 是 否 为 衬 ， 如 果 队 列 为 空 ， 则 出 队 失 败 ;， 如 条 队列 不 空 ， 则 用 变 
量 保存 队 头 元 么 ， 人 然后 队 头 后 移 一 位 。 

代码 实现 


bool Deoueue (SqQueue &Q，int &e) // 删 除 o 的 队 头 元 素 ， 用 e 返回 其 值 
{ 





1If(O.front==O.rear) 
return false; // 队 空 
e=Q.base[Q.front]; // 保 存 队 头 元 素 
O .front=(O.front+1)gsMaxsize /7/ 队 关 后 移 一 位 
return true; 


} 


4. 取 队 头 元 素 
取 队 头 元 素 时 ， 只 是 把 队 头 元 素数 据 复制 一 份 即 可 ， 并 未 改变 队 头 位 置 ， 因 此 队列 中 的 
内 容 没 有 改变 ， 如 图 3-42 所 示 。 








图 3-42 取 队 类 
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代码 实现 
int GetHead (SqQueue 0Q) // 返 回 Q 的 队 头 元 素 ， 不 修改 队 头 
{ 
有 YYO 和 EPEISO eany 了 7 队列 非 至 
return oo.base[Q.front]，; 
return -1; 


} 

5. 求 队列 的 长 度 

通过 前 面 的 分 析 ， 我 们 已 经 知道 循环 队列 中 元 素 个 数 为 ，(Q.rear-Q.front+Maxsize)% 
Maxsize， 人 循环 队列 中 元 素 个 数 即 为 循环 队列 的 长 度 。 


代码 实现 
Int QueueLength (SqQueue O) 
| 


return (QO.rear-O.front+Maxsize) $Maxsize; 


} 


3.4 7 


队列 除了 用 顺序 存储 , 也 可 以 用 链 式 存储 。 顺序 队列 和 链 队 列 如 图 3-43 和 图 3-44 所 示 。 
队 头 队 尾 


front rear 


3-43 ”顺序 队列 


队 汰 指针 front 


队 尾 指针 rear 





3-44” 链 队列 


顺序 队列 是 分 配 一 段 连续 的 空间 ， 用 两 个 整 型 下 标 front 和 rear 分 别 指 癌 队 关 和 队 尾 。 
而 链 队 列 类 似 一 个 时 链表 ， 需 要 两 个 指针 front 和 rear 分 别 指 癌 队 头 和 队 尾 。 从 队 凑 出 队 ， 
从 队 尾 入 队 ， 为 了 出 队 时 删除 元 素 方便 ， 可 以 增加 一 个 头 节 点 。 


注意 : 链 队 列 需 要 头 节 点 。 
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因为 链 队 列 训 是 一 个 单 链表 的 形式 ， 因 此 可 以 借助 单 链表 的 定义 。 
链 队 列 中 市 点 的 结构 体 定义 如 图 3-45 所 示 。 


:元 素 类 型 ， 需 要 什么 : 









类 型 就 写 什么 类 型 入、 [TREE 上 a 
; typedef 将 结构 体 等 struct Qnode wihiexi] et a 
价 于 类 型 名 Qnode， onoae *Qpr。。 二 和 站 


色 3-45 节点 的 结构 体 定义 


链 队 列 的 结构 体 定义 如 图 3-46 所 示 。 





EE OATH sedet rt | 
大 天 指针 
typede 皇 绍 袍 体 -> 尾 指针 
等 价 于 类 型 名 Se 让 LinkQueue; 

:LinkQueue 


3-46 ” 链 队 列 的 结构 体 定义 
链 队 列 的 操作 和 单 链 表 一 样 ， 只 不 过 它 只 能 队 头 删除 ， 在 队 尾 插 入 ， 是 操作 受 限 的 单 
链表 。 
下 面 讲解 链 队列 的 初始 化 、 入 队 ， 出 队 ， 取 队 头 元 素 等 操作 (元 素 以 int 类 型 为 例 )。 
1. 初始 化 
链 队 列 的 初始 化 ， 即 创建 一 个 头 节点 ， 头 指针 和 尾 指针 指向 头 节 点 ， 如 网 3-47 所 示 。 














代码 实现 
void Initoueue (Linkoueue &Q0)// 注 意 使 用 引用 参数 ， 否 则 出 了 函数 ， 其 改变 无 效 
{ 


QO.front=Q.rear=new Qnode; // 创 建 头 节点 ， 头 指针 和 尾 指 针 指 同 头 节点 
O.front->next=NULL; 








} 
2. 入 队 
先 创建 一 个 新 节点 ， 将 元 聚 e 存 入 该 市 点 的 数值 域 ， 如 图 3-48 所 示 。 
头 指针 front 尾 指针 rear \ 
Eo 
图 3-47 和 链 队列 的 初始 化 图 3-48 ”新 节点 
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| BD = NW Snodey /7 生成 新 节点 
p->data = e; // 将 e 放 在 新 节点 数据 域 


然后 将 独 证 把 插 入 队 尾 ， 尾 指针 后 移 ， 如 图 3-49 所 示 。 





front rear rear 
“ © ¥ 
. WW 
3-49 入 队 


赋值 解释 

(CD Q.rear->next=s: 把 s 节点 的 地 址 赋值 给 队列 尾 贡 点 的 next 域 ， 即 尾 节 点 的 next 指针 
指 问 8。 

@ Q.rear=s: 把 s 节点 的 地 址 赋值 给 尾 指 针 ， 即 尾 指 针 指 问 s， 尾 指针 永远 指 问 队 尾 。 


代码 实现 
void EnQueue (LinkQueue &0,int el)// 将 元 素 e 放 入 队 尾 
{ 
QOptr s; 
s=new Qnode; 
s->data=e; 
s—->next=NULL; 
Q.rear->next=s; // 独 节点 插入 队 尾 
5 // 尾 指针 后 移 
} 


3. 出 队 
出 队 相 当 于 删除 第 一 个 数据 元 素 ,， 即 将 第 一 个 数据 元 素 和 点 跳 过 去 。 首 先 用 指针 指 回 
第 一 个 数据 节点 ， 然 后 跳 过 该 和 点 ， 即 Q.front->next=p->next， 如 图 3-50 所 示 。 











front p rear 


¥ 





图 3-50 出 队 


在 队列 中 只 有 一 个 元 隶 ， 删 除 后 需要 修改 队 尾 指针 ， 如 图 3-51 所 示 。 
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front rear front rear p rear 
¥ 、 3 
出 队 前 出 队 后 
图 3-51 出 队 前 后 《上 只 有 一 个 元 素 ) 








代码 实现 
bool DeQueue (Linkoueue &O，int &e) // 删 除 o 的 队 头 元 素 ， 用 es 返回 其 值 
{ 





Optr p; 
if(0.,.front==O,rear)}7/ 队 空 
return false; 
p=Q0.front->next; 
二 // 保 存 队 头 元 素 
O.front->next=p->next; 
if (Q.rear==p) // 帮 队列 中 只 有 一 个 元 素 ， 删 除 后 需要 修改 队 尾 指针 
O.rear=O.front; 
delete p; 
return true; 


} 


4. 取 队 头 元 素 
队 头 实际 上 是 Q.front->next 指向 的 节点 ， 即 第 一 个 数据 节点 ， 队 头 元 素 就 是 将 该 节点 的 
数据 域 存储 的 元 素 ， 如 图 3-52 所 示 。 


front 队 头 元 素 rear 


图 3-52 取 队 头 元 素 





代码 实现 
int GetHead (LinkQueue 0) // 返 回 Q 的 队 头 元 素 ， 不 修改 队 头 指针 
{ 
if(o.front1=0o.rear) // 队 列 非 空 
return O.front->next->data; 


return -1; 
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3.95 BEd: jv:: 


S00 





栈 和 队列 在 实际 编程 中 应 用 非常 广泛 ， 从 下 面 几 个 实例 及 后 面 的 章节 中 都 能 体会 其 用 法 。 


效 制 的 转换 
题目 ， 将 一 个 十 进 制 数 转换 为 二 进 制 数 。 
解 题 思路 


十 进 制 数 转 换 为 二 进 制 ， 可 以 采用 轧 转 相 除 、 取 余数 的 方法 得 到 。 例 如 十 进 制 数 11 转 








二 进 制 。 先 求 余 数 11%2=1， 求 商 11/2=5， 然 后 用 商 5 再 求 余 数 ， 求 商 ， 直 到 商 为 0， 结束 。 


11%2=1 11/2=5 

5%2=1 5/2=2 

2%2=0 2/2=1 

1%2=1 1/2=0 

先 求 出 的 余数 是 三 进 制 数 的 低位 ， 后 求 出 的 余数 是 三 进 制 数 的 而 位 ， 将 得 到 的 余数 逆序 


得 出 就 是 所 要 的 二 进 制 数 ， 即 11 的 二 进 制 数 为 1011。 如 何 将 余数 逆序 输出 呢 ? 逆序 输出 正 
好 符合 栈 的 先入 后 出 性 质 ， 因 此 可 以 借助 栈 来 实现 。 


算法 步骤 

1) 初始 化 一 个 栈 5。 

2) 如 果 n!=0， 将 n%2 入 栈 S， 更 新 n=n/2。 
3) 重复 运行 第 2 步 ， 直 到 n=0 为 止 。 

4) 如 末 栈 不 空 ， 弹 出 栈 顶 元 素 e， 输 出 e， 直 到 栈 空 。 
完美 图 解 

十 进 制 数 11 转 二 进 制 的 计算 步骤 如 下 : 

1) 初始 时 ，7=11; 

2) n%2=1，1 入 栈 ， 更 狐 n=11/2=5; 

3) 7. %2 =1，1 入 栈 ， 更 新 /一 9/2=2; 

4) 7 %2 =0，0 入 栈 ， 更 新 n=2/2=1; 

5) n %2 =1，1 入 栈 ， 更 新 n=1/2=0; 

6) n=0 时 ， 算 法 停止。 

入 栈 过 程 如 图 3-53 所 示 。 
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图 3-53 ”入 栈 过 程 
如 果 栈 不 衬 ， 则 一 直 出 栈 ， 出 栈 过 程 如 图 3-54 所 示 。 


1 出 栈 





图 3-$4 ”出 栈 过 程 





出 栈 结果 正好 是 十 进 制 数 11 转换 的 二 进 制 数 1011。 
代码 实现 


void binaryconversion (int n) 
{ 
Sastaek 72/7/ 定义 一 小 伐 8 
jnt e; 
InitSstack(S); // 初 始 化 一 个 空 栈 
while(n) /]n 不 为 0 时 ， 一 直 循 环 
{ 
Push (S,n%2); // 入 栈 
n=n/2; // 更 新 
while (!Empty (Ss) ) // 如 果 栈 不 空 
{ 
Pop (S,e);// 出 栈 
cout<<e<<"\t";// 输 出 栈 顶 元 素 
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算法 复杂 度 分 析 

每 次 取 余 后 除 以 2, n 除 以 2 多 少 次 变 为 1， 那么 第 一 个 while 语句 束 执 行 多 少 次 。 假 设 
执行 x 次， 则 n/2=1，x=logzn。 因 此 ,时间 复杂 上 度 为 O(log2n), 使 用 的 栈 空 间 大 小 也 是 logzn， 
空间 复杂 大 也 为 O(log2n)。 

思考 : 读者 可 以 参照 十 进 制 转换 二 进 制 的 方法 ， 写 出 将 十 进 制 转换 为 八进制 、 十 六 进 制 
的 程序 ， 也 可 以 写 出 进 制 转换 的 通用 程序 。 


3.5.2 ” 回 文 判定 


题目 : 回 文 是 指正 读 反 恋 均 相同 的 学 符 序 列 ， 如 “abba” 和 “abcscba” 均 是 回 文 ,也 束 
是 说 字符 串 沿 中心 线 对 称 ， 如 图 3-55 所 示 ， 但 “foot” 和 “bed” 不 是 回 文 。 试 写 一 个 算法 
判定 给 定 的 字符 串 是 否 为 回 文 。 

解 题 思路 

器 文 是 中 心 对 称 的 ， 可 以 将 字符 串 前 一 半 入 栈 ， 然 后 ， 栈 中 元 素 和 学 符 串 后 一 半 进 行 比 
较 。 即 将 第 一 个 出 栈 元 素 和 后 一 半 串 中 第 一 个 字符 比较 ， 大 相等 ， 则 再 将 出 栈 一 个 元 聚 与 后 
一 个 字符 比较 ……: 直到 栈 守 为 止 ， 则 字符 序列 是 回 文 。 在 出 栈 元 素 与 串 中 字符 比较 不 等 时 ， 
则 学 符 序 列 不 是 回 文 。 

算法 步骤 

1) 初始 化 一 个 栈 5。 

2) 求 字 符 串 长 度 ， 将 前 面 一 半 的 字符 依次 入 栈 5。 

3) 如 果 栈 不 空 ， 弹 出 栈 顶 元 素 e， 与 字符 串 后 一 半 元 素 比 较 。 辱 n 为 奇数 ， 则 跳 过 中 
心 点 ， 比 较 中 心 点 后 面 的 元 素 。 如 果 元 素 相 等 ， 则 继续 比较 直到 栈 空 ， 返 回 true; 如 果 元 素 
不 等 ， 返 回 false。 

完美 图 解 


假设 字符 串 str="abcscba"， 字 符 串 存储 数组 如 图 3-56 所 示 。 




































































对 称 对 称 人 
eae EdlEa sale- | | |。 
图 3-$$ 回 文 图 3-56 ”字符 串 存 储 数组 








字符 串 长 度 为 7， 将 字符 串 前 一 半 “〈7/2=3 个 元 素 ) 依次 入 栈 ， 如 图 3-57 所 示 。 
当 六 3 时 取 数 结束 ， 因 为 字符 串 长 度 为 奇数 ， 需 要 跳 过 中 心 点 ， 从 六 4 开始 ， 字 符 串 中 
的 字符 与 出 栈 元 素 比 较 ， 如 图 3-58 所 示 。 





异步 社区 lazyren(13059738008) 专 享 请 尊重 版 权 


3.5 ” 栈 和 队列 的 应 用 | 105 


str[0] 入 栈 str[1] 入 栈 str[2] 入 栈 


图 3-57 入 栈 过 程 


c 出 栈 与 str[4] 比 较 b 出 栈 与 str[5] 比 较 。” ”a 出 栈 与 str[6] 比 较 


| so 
S.10p —”> 
S.base S.base S.base 


图 3-58 ”出 栈 过 程 


代码 实现 
bool palindrome (char xstr)y// 判 断 字 符 串 是 否 为 回 文 
{ 





astack 327/7 Ee 

ijnt len,i; 

char e; 

len=strlen (str);// 返 回 学 符 串 长 度 

InitStack(S);// 初 始 化 栈 

for (i=0;i<len/2;i++) // 将 字符 串 前 一 半 依 次 入 栈 
Push(S,str[1i]); 

if (len%2==1)// 了 字符 串 长 度 为 奇数 ， 跳 过 中 心 点 
工 十 十 ， 

while(!Empty(S) )// 如 采 栈 不 衬 

{ 
Pop (S,e);// 出 栈 
if (e!=str[i])// 比 较 元 素 是 否 相 每 

return false; 








else 
工 十 十 ; 
} 


return true; 
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算法 复杂 度 分 析 

如 果 和 字符 串 长 度 为 x， 将 前 一 半 入 栈 ， 后 一 半 依 次 和 出 栈 元 素 比 较 ， 相 当 于 扫描 了 整个 
字符 串 ， 因 此 时 间 复 杂 上 度 为 O(n)， 使 用 的 栈 空间 大 小 是 w2， 空 间 复杂 上 度 也 为 O(n)。 

思考 : 判断 线性 表 对 称 是 售 都 可 以 采用 此 方法 ? 


3.5.3 ” 双 端 队列 
题目 :设计 一 个 数据 结构 ， 使 其 具有 栈 和 队列 两 种 特性 。 


解 题 思 路 

栈 是 后 进 先 出 ， 队 列 是 先进 先 出 ， 如 何 具 有 这 两 种 特性 呢 ? 

栈 是 在 一 站 进 出 ， 队 列 是 在 一 冰 进 、 态 一 靖 出 ， 能 人 否 设 计 两 站 都 可 以 进出 呢 ? 
允许 两 痕 都 可 以 进行 入 队 和 出 队 的 队列 ， 融 是 双 痕 队列， 如 疼 3-59 所 示 。 


front rear 








图 3-59” 双 端 队列 


双 问 队列 是 比较 特殊 的 线性 表 ， 共 有 栈 和 队列 两 种 性 质 。 

循环 队列 表示 的 双 跨 队列， 可 以 用 环形 形象 地 表达 出 来 。 双 问 队 列 和 普通 循环 队列 的 区 
列 如 图 3-60 所 示 。 双 闯 队 列 包 括 前 咒 和 后 站， 可 以 从 前 站 进入 、 前 中 出 队 、 后 端 进 队 、 后 
病 出 队 。 








双 疹 队列 普通 循环 队列 
图 3-60” 双 症 队列 和 普通 循环 队列 


1. 双 端 队列 结构 体 定 义 
双 端 队列 可 以 用 两 个 整 型 变量 front 和 rear 分 别 指 癌 队 头 和 队 尾 ， 采 用 顺序 存储 。 关 态 
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分 配 空 间 形 式 的 双 病 队列 ， 其 结构 体 定义 如 图 3-61 所 示 。 
















元 素 类 型 ， 需 要 什么 | 
类 型 就 写 什么 类 型 


| 一 维 数组 







typedef 将 结构 体 等 





价 于 类 型 名 、 
DuQueue 


图 3-61” 双 端 队 列 结构 体 定义 

注意 : 在 顺序 存储 中 ， 阐 态 分 配 空间 及 用 的 是 一 维 定 长 数组 存储 数据 ， 动 态 分 配 空间 是 
在 程序 运行 中 使 用 new 动态 分 配 空间 。 

完美 图 解 

1) 前 新 进 队 时 ， 先 令 Q.front 前 移 一 位 ， 再 将 元 系 放 入 Q.front 的 位 置 ， a、b、c 依次 从 
前 端 进 队 ， 如 图 3-62 所 示 。 











图 3-62 a、b、c 依 次 从 前 端 进 队 


2) 后 问 进 队 时 ， 先 将 元 系 放 入 Q.rear 的 位 置 ， 再 令 Q.rear 后 移 一 位 ，d 从 后 端 进 队 ， 
如 图 3-63 所 示 。 


3) 此 时 4 从 后 问 出 队 ， 先 令 Q.rear 前 移 一 位 ， 再 将 Q.rear 位 置 元 素 取 出 ， 如 图 3-64 所 示 。 


pay 
『 疹 后 端 前 端 co A 


六 


次 

<Y 

0 
= 


图 3-63 4 从 后 端 进 队 图 3-64 qd 从 后 端 出 队 
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4) 此 时 a 从 后 端 出 队 ， 先 令 Q.rear 前 移 一 位 ， 再 将 Q.rear 位 置 元 素 取 出 ， 如 图 3-65 所 示 。 
5) 此 时 c 从 前 端 出 队 , 先 将 Q.front 位 置 元 素 取 出 ， 再 令 Q.front 后 移 一 位 ， 如 图 3-66 所 示 。 
6) 此 时 忆 从 前 痪 出 队 , 先 将 Q.front 位 置 元 聂 取 出 , 再 令 Q.front 后 移 一 位 , 如 图 3-67 所 示 。 





图 3-65 a 从 后 端 出 队 图 3-66 c 从 前 端 出 队 图 3-67 了 从 前 端 出 队 


因此 ，a、b、c、d 依次 进 队 ， 可 以 通过 双 端 队列 得 到 4d、a、c、5 的 出 队 顺 序 。 
1) 如 果 a、b、c、d 依次 从 前 端 进 队 ， 从 后 端 出 队 会 得 到 什么 序列 ? 如 图 3-68 和 图 3-69 
所 示 。 





图 3-68 ”前端 进 队 (abcad) 图 3-69 ”后 端 出 队 (abcad) 


2) 如 果 a、b、c、qd 依次 从 后 中 进 队 ， 从 前 问 出 队 会 得 到 什么 序列 ? 如 网 3-70 和 图 3-71 
所 示 。 

3) 如 果 a、b、c、d 依次 从 前 端 进 队 ， 从 前 器 出 队 会 得 到 什么 序列 ? 如 网 3-72 和 图 3-73 
所 示 。 

4) 如 果 a、b、c、qd 依次 从 后 疾 进 队 ， 从 后 端 出 队 会 得 到 什么 序列 ? 如 图 3-74 和 图 3-75 
所 示 。 
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图 3-72” ”前端 进 队 (abcad) 





图 3-73 前端 出 队 (dcba) 图 3-74 后 端 进 队 (abcad) 图 3-75 后 端 出 队 (dcba) 


从 上 和 而 的 图 解 中 可 以 看 出 以 下 两 个 特 后 。 

1) 后 闪 进 、 前 闯 出 或 者 前 中 进 、 后 器 出 体现 了 先进 先 出 的 特点 ， 符 合 队列 的 特性 。 
2) 后 疹 进 、 后 站 出 或 者 前 中 进 、 前 端 出 体现 了 后 进 先 出 的 特点 ， 符 合 栈 的 特性 。 
所 以 访 ， 循 环 队列 实现 的 双 病 队列 ， 具 有 栈 和 队列 两 种 性 质 。 

2. 双 端 队列 的 基本 操作 

双 疹 队列 的 基本 操作 包括 初始 化 、 判 队 满 、 尾 进 、 尾 前 端 Yr 晤 























(1) 初始 化 
初始 化 时 ， 头 指针 和 尾 指 针 置 为 零 ， 双 端 队列 为 空 ， 
如 图 3-76 所 示 。 


代码 实现 

void Initoueue (DuQueue &0Q0) // 注 意 使 用 引用 参数 , 否则 
出 了 函数 ， 其 改变 无 效 

{ 











0.front=Q.rear=0; // 队 头 和 队 尾 置 为 零 ， 队 列 为 空 
} 
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(2) 判 队 满 

当 队 尾 后 移 一 位 等 于 队 头 ， 表 明 队 满 。 队 尾 后 移 一 位 即 Q.rear+1， 加 1 后 有 可 能 等 于 
Maxsize， 此 时 下 一 个 位 置 为 0， 因 此 为 处 理 临 界 状态 ， 需 要 与 Maxsize 取 余 运算 。 队 满 的 临 
界 状态 和 一 般 状 态 如 图 3-77 和 图 3-78 所 示 。 














图 3-77” 队 满 (临界 状态 )》 图 3-78” 队 满 ( 一 般 状 态 )》 


代码 实现 
bool isFull (DuQueue QO) 
{ 
if((Q.reart+1) $Maxsize==Q.front) // 队 尾 后 移 一 位 等 于 队 头 ， 表 明 队 满 
return true; 
else 
return false; 


} 


(3) 尾 进 

尾部 进 队 ， 即 后 端 进 队 时 ， 先 将 元 素 放 入 Q.rear 位 置 ， 然 后 Q.rear 后 移 一 位 ， 后 移 时 为 
处 理 边界 情况 ， 需 要 加 1 后 模 Maxsize 取 余 。 

例如 双 端 队列 如 图 3-79 所 示 ， 元 素 e 从 尾部 进 队 ， 进 队 后 如 图 3-80 所 示 。 


代码 实现 
bool Push back (DuQueue QQ; Plemlype 号 ) 
{ 








ijf (isFull (0O)) 
return false; 
Q.base[Q.rear]=e; // 先 放 入 尾部 
0.rear= (0.rear+1)%Maxsize;// 同 后 移动 一 位 


return true; 
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(4) 尾 出 

尾部 出 队 ， 即 后 器 出 队 时 ， 先 将 Q.rear 六 移 一 位 ， 然 后 取出 元 素 。 六 移 一 位 即 Q.rear-1， 
当 Q.rear 为 0 时 ，Q:rear-1 为 负 值 ， 因 此 加 上 Maxsize， 正 好 是 Maxsize-1l 的 位 置 。 那 么 ， 
Q:rear-1 为 正 值 时 ， 加 上 Maxsize 就 超过 了 下 标 防止 为 负数 防止 为 正 数 
范围 ， 需 要 模 Maxsize 取 余 。 可 参考 前 面 章节 循 a 
环 队 列 求 长 肛 的 图 解 a 

尾 出 时 ，Q.rear 前 移 一 位 的 处 理 ， 如 图 3-81 图 3-81 尾 出 《前 移 一 位 ) 
所 示 。 

例如 ， 双 端 队列 如 图 3-82 所 示 , 此 时 Q.rear 为 1, 现在 4 从 尾部 出 队 ，Q.rear 前 移 一 位 ， 
即 (Q.rear-1+Maxsize)%0Maxsize=0。 出 队 后 如 图 3-83 所 示 。 

接 看 a 从 尾部 出 队 , 此 时 Q.rear 为 0,Q:rear 前 移 一 位 ,Q.rear-1 为 -1, 因此 加 上 Maxsize， 
正好 是 Maxsize-1l 的 位 置 ， 取 余 后 还 是 它 目 己 ， 即 (Q.rear-1+Maxsize)%0Maxsize=Maxsize 一 1 。 
a 从 尾部 出 队 后 如 图 3-84 所 示 。 





前 端 后 站 





图 3-83 4d 从 尾部 出 队 后 图 3-84 a 从 尾部 出 队 后 





代码 实现 
bool Pop back (DuQueue &0, Elemlype &X) 
{ 
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if (1sEmpty (Q) ) 

return false; 
QO.rear=(0.rear-1+Maxsize)%$Maxsize;// 同 前 移动 一 位 
x=Q.base[Q.rear]; // 取 数据 


return true; 


} 


(5) 头 进 

头 部 进 队 ， 即 前 妆 进 队 时 ， 先 将 Q.front 前 移 一 位 ， 然 后 将 元 素 先 放 入 Q.front 位 置 。 队 
头 前 移 一 位 即 Q.front-1， 前 移 时 为 处 理 边 界 情 况 ， 需 要 加 Maxsize 再 模 Maxsize 取 余 。 具 体 
可 参考 尾 出 的 前 移 处 理 。 

例如 ， 双 并 队 列 如 图 3-85 所 示 ， 现 在 元 又 从 尖 部 进 队 ， 进 队 后 如 图 3-86 所 示 。 





前 端 后 端 





代码 实现 
bool Push front(DuQueue €0,ELlemType ee) 
{ 
if(isFull (QO)) 
return false; 
0O.front= (0.front-l1+Maxsize)%Maxsize;// 先 同 前 移动 一 位 
0.base[0.front]=é; // 上 后 放 入 
return true; 


} 

(6) 头 出 

头 部 进 队 ， 即 前 交 出 队 时 ， 先 取出 元 素 ， 然 后 Q.front 后 移 一 位 ， 即 Q.frontt1， 后 移 时 
为 处 理 边界 情况 ， 需 要 模 Maxsize 取 余 。 

例如 ， 双 端 队 列 如 图 3-87 所 示 ， 现 在 元 素 c 从 头 部 出 队 ， 出 队 后 如 图 3-88 所 示 。 
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图 3-87 头 部 出 队 前 


代码 实现 
bool pop tront (DuQueue &Q,FPlemlype g&x) 
{ 
if (isEmpty (0Q)) 
return false; 


X=0,.Baselo ront] > 7/772 


QO.front= (0.front+1) $sMaxsize;// 同 后 移动 一 位 


return true; 


} 


(7) 取 队 头 
取 队 头 是 指 将 Q.front 位 置 的 元 素 取 出 来 ， 
Q.front 未 改变 ， 如 图 3-89 所 示 。 


代码 实现 
bool get ront (DuQueue OQ,Elemlype &x) 
{ 





if (i1sEmpty (0Q)) 
return false; 
x=Q.base[Q.front]; // 取 队 头 数 据 


return 七 ZUG ， 


} 


(8) 取 队 尾 

因为 Q.rear 指针 永远 指 问 空 , 因此 取 队 尾 时 ， 
取 Q.rear 前 面 的 那个 位 置 ， 要 想得到 表面 位 置 ， 
为 处 理 边界 情况 ， 需 要 加 Maxsize 再 模 Maxsize 
取 余 。 注 意 : 取 队 尾 时 , 尾 指针 不 移动 , 如 图 3-90 
所 示 。 





front 
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月 2 队 尾 元 素 后 前 


忆 
D> > 
AN 





图 3-90 取 队 尾 
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代码 实现 
bool get back (DuQueue QElemlype &x) 


{ 
if (isEmpty (0Q)) 
return false; 
x=O .basel[ (QO.rear-l+Maxsize) $Maxsizel; 


return true; 


} 


(9) 求 长 度 

和 普通 循环 队列 求 长 度 的 方法 一 样 , 都 是 求 从 队 
头 到 队 尾 之 间 的 元 系 个 数 。 因 为 循环 队列 减法 有 可 能 
有 人 负 值 ， 因 此 需要 加 Maxsize 再 模 Maxsize 取 余 。 

如 图 3-91 所 示 ，Q.rear=2，Q.front=Maxsize-3， 
(Q.rear-Q.front+Maxsize)%Maxsize=$， 该 循环 队列 长 
度 为 5。 

代码 实现 


int length (DuQueue OO) 
{ 





return (OQ.rear-O.front+Maxsize) $Maxsize; 


} 

(10) 遍历 

双 闪 队列 的 壳 历 ， 即 从 头 到 尾 输 出 整个 队列 中 的 元 素 ， 在 输出 过 程 中 ， 队 头 和 队 尾 并 不 
移动 ， 因 此 借助 一 个 暂时 变量 即 可 。 

代码 实现 


void traverse (DuQueue OO) 


{ 











1 (Lopmty (0)) 
{ 
cout<<"DuQueue is empty"<<endl; 
return 7， 
} 
int temp=0.front;/ /设置 一 个 暂 存 变量 ， 头 指针 未 移动 
while (temp!=Q.rear) 
{ 
couUt<<O0O ,base[temp|<<™t"; 
temp= (temp+1) $Maxsize; 
} 


cout<<endl<<"traverse is over!l"<<endl; 
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} 














3. 小 结 

队 空 : 

O.front=O.rear; // Q.rear 和 0Q.front 指 问 同 一 个 位 置 
队 满 : 

(Orearil) SMaxsize=0, fronts // Q.rear 癌 后 移 一 位 正好 是 9. front 
后 中 入 队 : 

Q.base[Q.rear]=x; // 将 元 素 放 入 0Q.rear 所 指 空间 
O.rear= (0O.rear+l) SMaxsize; // Q.rear 同 后 移 一 位 

前 端 入 队 : 

0.front=(O.front-1+Maxsize)gsMaxsize; // 0. front 辣 前 移 一 位 
O.basel0O. front]=x? / /将 元 素 放 入 Q. front 所 指 空间 ， 
后 端 出 队 : 

rear.front=(Q.rear-l1+Maxsize)%sMaxsize // 0Q. rear 回 前 移 一 位 

e=0. basel0O. rearls / /用 变量 记录 Q.rear 所 指 元 素 

前 端 出 队 : 

e=O0.base [0O.front]; // 用 变量 记录 0.front 所 指 元 素 
O.front=(0.front+l1) $Maxsize // Q. front 回 后 移 一 位 


秘籍 后 移 时 ， 加 1 模 Maxsize; 前 移 时 ， 减 1 加 Maxsize 再 模 MIaxsize。 

还 可 以 见 到 另外 两 种 方法 。 

(1) 输出 受 限 的 双 病 队列 

允许 在 一 新 进 队 和 出 队 , 另 一 史上 只 允许 进 队 , 这样 的 双 闹 队列 称 为 输出 受 限 的 双 病 队列 ， 
如 图 3-92 和 图 3-93 所 示 。 








front rear 


有 0 ] ) 3 后 六 
出 人 < .…… 进 队 
a | | | | | 才 

图 3-92 ”输出 受 限 《后 端 ) 


(2) 输入 受 限 的 双 端 队列 
允许 在 一 端 进 队 和 出 队 , 另 一 端 具 允许 出 队 , 这 样 的 双 端 队列 称 为 输入 受 限 的 双 端 队列 ， 
如 图 3-94 和 图 3-95 所 示 。 


异步 社区 lazyren(13059738008) 专 享 请 尊重 版 权 


116 | 栈 和 队列 


front rear 


前 端 玫 后 站 


图 3-93 ”输出 受 限 《前 中) 


front rear 


3-94 输入 受 限 《后 端 ) 


front rear 


图 3-95 ”输出 受 限 《后 端 ) 


3.0 bd EE 


1， 本 章 内 容 小 结 
本 章 从 数据 结构 三 要 素 〈 罗 和 辑 结构 、 存 储 结构 、 运 算 ) 出 发 ， 讲 解 栈 和 队列 ， 具 体内 容 
如 图 3-96 和 图 3-97 所 示 。 





逻辑 结构 : 操作 受 限 的 线性 表 ， 后 进 先 出 

顺序 存储 : 顺序 栈 、 共 孚 栈 

链 式 存储 : 链 栈 

运算 : 初始 化 、 栈 衬 、 栈 满 、 入 栈 、 出 栈 、 取 栈 项 
图 3-96 ” 栈 的 主要 内 容 


栈 | 
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逻辑 结构 : 操作 受 限 的 线性 表 ， 先 进 先 出 

顺序 存储 : 循环 队列 、 双 器 队列 

链 式 存储 : 链 队 

运算 : 初始 化 、 队 空 、 队 满 、 入 队 、 出 队 、 取 队 尖 
图 3-97 ”队列 的 主要 内 容 


队列 丰 信 结构 


2. 栈 和 队列 的 比较 
栈 和 队列 都 属于 操作 受 限 的 线性 表 ， 各 有 所 长 ， 在 实际 中 应 用 广泛 。 两 者 之 间 除 了 运算 
的 规则 不 同 ， 其 他 的 均 类 似 。 栈 和 队列 的 比较 如 表 3-1 所 示 。 
表 3-1 栈 和 队列 的 比较 











逻辑 结构 操作 受 限 的 线性 表 ， 一 对 一 的 线性 关系 ”| 操作 受 限 的 线性 表 ， 一 对 一 的 线性 关系 
a 需 预先 分 配 空间 , 可 能 会 导致 空间 浪费 或 | 需 预先 分 配 空间 , 可 能 会 导致 空间 浪费 或 溢出 ， 

es 溢出 ， 存 储 密度 等 于 1 存储 密度 等 于 1 

子 俏 络 以 
人 动态 分 配 ， 不 会 导致 空间 浪费 或 溢出 , 存 | 动态 分 配 ， 不 会 导致 空间 浪费 或 溢出 ， 存 储 密 
储 密度 小 于 1 度 小 于 1 

运算 只 能 在 一 端 删除 和 插入 ， 后 进 先 出 只 能 在 一 端 插入 ， 另 一 端 删 除 ， 先 进 先 出 


3. 栈 解 题 秘籍 

栈 解 题 时 需要 注意 4 个 问题 。 

(1) 栈 顶 指针 所 指 位 置 

在 顺序 栈 中 ， 栈 项 指针 指 癌 的 是 栈 顶 
元 素 的 上 一 个 位 置 ， 即 空位 置 ， 取 栈 顶 元 
系 时 要 取 *(S.top-1) 才 可 以 ， 如 图 3-98 所 
人 钞 。 

入 栈 时 ， 先 把 元 素 放 入 栈 顶 位 置 ， 然 
后 栈 顶 指针 后 移 ， 即 *S.top++=e。 

出 栈 时 ， 栈 项 指针 前 移 ， 用 变量 和 暂 存 
栈 顶 元 素 ， 即 e=--S.top。 

(2) 出 栈 只 是 栈 顶 指针 移动 ， 空 间 元 
素 仍 然 存 在 ， 但 下 次 入 栈 时 会 覆盖 

如 图 3-99 所 示 ， 栈 顶 元 素 4 出 栈 ， 只 图 3-98 ”顺序 栈 (动态 分 配 ) 
需要 栈 顶 指针 前 移 一 位 ， 即 一 Stop。 元 素 
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4 仍 在 那个 位 置 ， 并 没有 被 销毁 ， 但 是 下 次 元 素 入 栈 时 会 覆盖 该 位 置 。 

(3) 本 书 以 动态 分 配 为 例 ， 静 态 分 配 的 情况 处 理 方式 不 同 

静态 分 配 是 使 用 一 个 固定 长 度 的 数组 存储 数据 ， 然 后 用 一 个 int 型 的 变量 top 指 癌 栈 顶 ， 
top 实际 上 是 数组 的 下 标 。 当 栈 空 时 ，S.top=0， 如 图 3-100 所 示 。 








栈 
内 栈 
元 内 
素 元 

素 

S.top=0 
datal | 
图 3-99 顺序 栈 〈 出 栈 ) 图 3-100 ”顺序 栈 ( 议 态 分 配 ) 


入 栈 时 ， 先 把 元 素 放 入 栈 顶 位 置 ， 然 后 栈 顶 指针 后 移 ， 即 S.data[S.top++]=e。 

出 栈 时 ， 栈 顶 指 针 前 移 ， 用 变量 暂 存 栈 顶 元 素 ， 即 e=S.data[ 一 S.top]。 

(4) 可 以 利用 栈 将 递归 程序 转换 为 非 递归 

递归 是 利用 栈 实 现 的 ， 因 此 可 以 利用 栈 将 递归 程序 转换 为 非 递归 程序 。 例 如 ， 第 6 章 二 
又 树 的 过 历 ， 都 可 以 用 栈 将 递归 过 有 历 转 换 为 非 递归 过 历 。 

4. 队列 解 题 秘籍 

为 了 避免 假 流出 ， 顺 序 队 列 一 般 采 用 循环 队列 。 循 环 队列 需要 注意 4 个 问题 。 

(1) 循环 队列 的 基本 操作 总 结 


























队 空 : 

O.front==O.rear， // Q.rear 和 0Q.front 指 回 同一 个 位 置 
队 满 : 

(QO.rear+l1) $Maxsize==0O.front,; // Q.rear 问 后 移 一 位 正好 是 90. front 
入 队 : 

Q.base[Q.rear]=x; // 将 元 素 x 放 入 8Q.rear 所 指 空间 
O.rear= (0O.rear+l1) SMaxsize; // Q.rear 问 后 移 一 位 

出 队 : 

e=0. Basel0O. fronkls // 用 变量 记录 0.front 所 指 元 素 
OQ.front=(0.front+1)%Maxsize // Q. front 辣 后 移 一 位 
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队列 中 元 素 个 数 : 

(Q.rear-0Q.front+Maxsize)sMaxsize 

(2) 为 什么 要 %Maxsize 

循环 队列 无 论 入 队 还 是 出 队 , 队 尾 、 队 头 加 1 
后 都 要 取 余 运算 ， 主 要 是 为 了 处 理 临界 状态 ， 如 
图 3-101 所 示 。 队 列 的 最 大 空间 为 Maxsize， 当 
Q.rear=Maxsize 一 1 时 ，Q.rear+1=Maxsize。 而 根据 
循环 队列 的 规则 ，Q.rear 的 下 一 个 位 置 为 0 才 对 ， 
怎么 才能 变 成 0 昵 ?” 可 以 考虑 取 余 运算 。 即 
(Q.rear+1)%Maxsize=0， 而 此 时 Q.front=0， 即 
(Q.rear+1)%Maxsize=Q.front。 此 时 为 队 满 的 临界 
状态 。 

入 队 或 出 队 时 ， 队 尾 后 队 头 加 1 后 都 有 可 能 
达到 临界 状态 ， 因 此 加 1 运算 后 要 %Maxsize， 使 
其 达到 临界 状态 时 ， 下 标 变 为 0。 

(3) 循环 队列 长 上 度 计算 公式 

在 计算 元 素 个 数 时 ， 可 以 分 两 种 情况 判断 。 

。 Q.rear 宇 Q.front: 元 素 个 数 为 Q.rear-Q.front。 

。 Q.rear<Q.front: 元 素 个 数 为 Qrear-Q.front+ Maxsize。 

也 可 以 采用 取 余 的 方法 把 两 种 情况 巧妙 地 统一 为 一 个 语句 。 

队列 中 元 素 个 数 为 : (QTrear-Q.front+Maxsize)%6 Maxsize。 

当 Q.rear-Q.front 为 正 数 时 ， 加 上 Maxsize 超过 了 最 大 空间 数 ， 取 余 后 正好 是 元 素 
个 数 。 

当 Q.rear-Q.front 为 负数 时 , 加 上 Maxsize 正好 是 元 系 个 数 , 因为 元 系 个 数 小 于 Maxsize， 
所 以 取 余 运算 对 其 无 影响 。 

此 ， %Maxsize 是 为 了 防止 防止 为 负数 防止 为 正 数 
Q.rear-Q.front 为 正 数 的 情况 , +Maxsize 是 | a a . 
为 了 防止 Qear-Q .front 为 负数 的 情况 , 如。 Qe QOS rn 和 
图 3-102 所 示 。 图 3-102 ”循环 队列 长 度 

(4) 双 端 队列 可 以 实现 栈 和 队列 两 种 特性 

双 曾 队列 和 普通 的 循环 队列 如 图 3-103 所 示 。 








外 


图 3-101 队 满 (临界 状态 》 
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双 闯 队列 


图 3-103 ” 双 问 队列 和 普通 队列 


。 后 疹 进 、 前 冰 出 或 者 前 病 进 、 后 中 出 具有 先进 先 出 的 特点 ， 符 合 队列 的 特性 。 

。 后 疹 进 、 后 端 出 或 者 前 站 进 、 前 中 出 具有 后 进 先 出 的 特点 ， 符 合 栈 的 特性 。 

5. 栈 和 队列 的 灵活 运用 

栈 和 队列 的 特性 可 被 灵活 利用 来 解决 实际 问题 。 

栈 具 有 后 进 先 出 的 符 性 ， 可 以 利用 此 特性 解决 如 逆序 输出 、 括 写 匹 配 等 问题 。 由 于 栈 只 
能 在 一 闹 操 作 ， 插 入 、 删 除 部 古 在 栈 项 进行 ， 不 需要 移动 元 素 ， 因 此 大 多 使 用 顺序 栈 。 

队列 具有 先进 先 出 的 特性 ， 可 以 利用 此 特性 解决 一 系列 排队 、 先 到 先 得 等 问题 。 在 确定 
队列 长 度 范 围 的 情况 下 ， 大 多 使 用 循环 队列 。 如 果 队 列 长 度 变 化 较 大 ， 则 使 用 链 队 。 
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4.1 


串 : 又 称 字 符 串 ， 是 由 零 个 或 多 个 字符 组 成 的 有 限 序列 。 

字符 串通 常用 双 引 号 插 起 来 ， 例 如 S=“abcdef”，S 为 字符 串 的 名 字 ， 双 引号 里 面 的 内 
容 为 字符 串 的 值 。 

串 长 : 串 中 字符 的 个 数 ， 例 如 8 的 串 长 为 6。 

空 串 : 零 个 字符 的 串 ， 串 长 为 0。 

子 串 : 串 中 任意 个 连续 的 字符 组 成 的 子 序列 ， 称 为 该 串 的 子 串 ， 原 串 称 为 子 串 的 主 串 。 
例如 7=“cde” 了 是 8 的 子 串 。 子 串 在 主 串 中 的 位 置 ， 用 子 串 的 第 一 个 字符 在 主 串 中 出 现 的 
位 置 表示 。 了 7 在 5S 中 的 位 置 为 3， 如 图 4-1 所 示 。 

注意 : 空格 也 算 一 个 字符 ， 例 如 咎 “abc fg” 蕊 的 串 长 为 6。 

空格 串 : 全 部 由 空格 组 成 的 串 为 空格 串 。 

注意 : 容 格 串 不 是 容 串 。 

字符 串 的 存储 可 以 使 用 顺序 存储 和 链 式 存储 两 种 方式 。 

1. 字符 串 的 顺序 存储 

顺序 存储 是 用 一 段 连续 的 空间 存储 字符 串 。 可 以 预先 分 配 一 个 固定 长 度 Maxsize 的 空间 ， 
在 这 个 空间 中 存储 字符 串 。 

顺序 存储 又 有 3 种 方式 。 

(1 ) 以 \0' 表 示 字 符 串 结束 

在 C、C++、Java 语言 中 ， 通 常用 \0' 表 示 凶 人 符 串 结束 ，"0' 不 算 在 学 符 串 长 上 度 内 ， 如 图 4-2 






















































































所 未 。 
J 
1234506 C \0 
主 串 S a b f ee 
子 串 了 Maxsize 
图 4-1 子音 在 主 串 中 的 位 置 图 4-2 学 符 串 的 顺序 存储 1 














这 样 做 有 一 个 问题 如果 想 知道 串 的 长 度 ， 需要 从 尖 到 尾 所 历 一 过 ， 如 果 经 常 需 要 用 到 
捉 的 长 有 度 ， 每 次 所 历 一 授 复 杂 性 较 高 ， 因 此 可 以 考虑 将 字符 串 的 长 度 存 储 起 来 以 便 使 用 。 

(2) 在 0 空间 存储 字符 串 的 长 度 

下 标 为 0 的 空间 不 使 用 ， 因 此 可 以 预先 分 配 Maxsize+l 的 空间 ， 在 下 标 为 0 的 空间 中 存 
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储 字符 串 长 度 ， 如 图 4-3 所 示 。 


一 一 一 一 


字符 串 长 Maxsize+l1 
加 4-3 ”字符 串 的 顺序 存储 2 
(3) 结构 体 变 量 存储 字符 串 的 长 度 
除 上 述 方法 之 外 ， 也 可 以 将 字符 串 长 度 存储 在 结构 体 中 。 














typedef struct { 
char ch[lMaxsize]; // 字 符 型 数组 
int length; // 字 符 串 的 长 度 








}SStTrInG; 
例如 ， 字 符 串 S=“abdefgc”， 其 存储 结构 如 图 4-4 所 示 。 
0 1 2 3 4 5 6 “… Maxsize—l 
chl | 
实际 的 元 素 个 数 
length="7 


4-4 ”字符 串 的 顺序 存储 3〈 静 态 分 配 ) 


这 样 做 也 有 一 个 问题 ， 串 的 运算 如 合并 、 插 入 、 蔡 换 等 操作 ， 容 易 超 过 了 最 大 长 度 ， 出 现 
洲 出 。 为 了 解决 这 个 问题 ， 可 以 采用 动态 分 配 空间 的 方法 ， 其 结构 体 定义 如 下 。 





typedef struct { 
char *ch;  ”// 指 向 学 符 串 指针 
int length; // 字 符 串 的 长 度 
}SString; 


例如 ， 子 符 串 S=“abcdef”， 其 存储 结构 如 图 4-5 所 示 。 





4-5 ”了 字符 串 的 顺序 存储 3 动态 分 配 ) 
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2， 字 符 串 的 链 式 存储 
和 顺序 表 一 样 ， 顺 序 存储 的 串 在 插入 和 删除 操作 时 ， 需 要 移动 大 量 元 素 ， 因 此 也 可 以 采 
用 链表 的 形式 存储 ， 如 图 4-6 所 示 ， 








NULL 


图 4-6 子 符 串 的 链 陈 存储 1 











单 链表 存储 字符 串 时， 虽然 插入 和 删除 非常 容易 ， 但 是 这 样 做 也 有 一 个 问题 : 一 个 市 反 
只 存储 一 个 子 往 ,如 果 需 要 存储 的 子 符 特别 多 ,会 浪费 很 多 空间 。 因 此 也 可 以 考虑 一 个 节点 
存储 多 个 字符 的 形式 ， 例 如 一 个 节操 存储 3 个 字符 ， 最 后 一 个 节 扣 不 够 3 个 时 用 # 代 蔡 ， 如 


图 4-7 所 示 。 


0 NULL 


图 4-7 了 字符 串 的 链 式 存储 2 








但 是 这 样 做 也 有 一 个 大 问题 : 如 在 第 2 个 字符 之 前 插入 一 个 元 系 ， 束 需要 将 b 和 c 后 移 ， 
那么 这 种 后 移 还 要 跨 到 第 二 个 节点 ， 如 同 “ 期 帕 仇 应 ， ” 一直 波及 最 后 一 个 节点 ， 采 煤 束 大 了 了! 
因此 字符 站 很 少 使 用 链 陈 存储 结构 ， 还 是 使 用 顺序 存储 结构 更 灵活 一 些 。 


4.2 模式 匹配 BF 算法 


模式 匹配 : 子 串 的 定位 运算 称 为 串 的 模式 匹配 或 串 匹 配 。 

假设 有 两 个 串 S、7,， 设 $ 为 主 串 ， 7 为 子囊 ， 也 称 模 式 。 在 主 串 9 中 查找 
与 模式 了 相 匹 配 的 子囊 ， 如 果 碍 找 成 功 ， 返 回 匹 配 的 子 串 第 一 个 字符 在 主 串 中 的 位 置 。 

最 容 的 办 法 就 是 穷人 淮 所 有 5 的 所 有 子囊 ， 判 断 是 否 与 了 罗 配 ， 该 算法 称 为 BF (Brute 
Forcet1) 算法 。 

算法 步骤 

1) 从 5S 第 1 个 字符 开始 ， 与 7 第 1 个 字符 比较 ， 如 果 相 等 ， 继 续 比 较 下 一 个 字符 ， 否 

















力 穷 举 。 


[1] Brute Force 的 意思 是 蛋 力 ， 
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则 转 癌 下 一 步 ; 

2) 从 8 第 2 个 字符 开始 ， 与 了 第 工人 个 字符 比较 ， 如 果 相 等 ， 继 续 比 较 下 一 个 字符 ， 否 
则 转 问 下 一 步 ; 

3) 从 5 第 3 个 字符 开始 ,与 7 第 1 个 字符 比较 ， 如 果 相 等 ， 继 续 比 较 下 一 个 字符 ， 合 
则 转 癌 下 一 步 ; 

4) 如 果 了 比较 完毕 ， 则 返回 了 在 S 中 第 一 个 字符 出 现 的 位 置 ; 

5) 如 果 S 比较 完毕 ， 则 返回 0， 说 明了 在 $ 中 未 出 现 。 

完美 图 解 

例如 : S=“abaabaabeca”，7=“abaabe”， 求 子 串 7 了 在 主 串 5S 中 的 位 置 。 

1) 从 S 第 1 个 字符 开始 : 二 1, 广 1， 如 图 4-8 所 示 。 比 较 两 个 字符 是 否 相 等 ， 如 果 相 等 ， 
则 计 +， 天 +; 如 果 不 等 ， 则 转 网 下 一 步 ， 如 图 4-9 所 示 。 








I 7 
y 
9 baabaabeca S 二 baabaabeca 
abaabe abaabe 
人 人 
J J 
图 4-8 第 1 次 匹配 开始 图 4-9 第 1 次 匹配 不 相等 


2) i 回 退 到 并 7+2 的 位 置 ，j 回 退 到 1 的 位 置 ， 即 i-j+2=6-6+2=2， 即 i 从 S 第 2 个 字符 
开始 ，j 从 了 第 1 个 字符 开始 。 比 较 两 个 字符 是 否 相 等 ， 如 果 相 等 ， 则 计 +， 六 +; 如 果 不 等 
则 转 问 下 一 步 ， 如 图 4-10 所 示 。 

解释 : 为 什么 i 要 回 退 到 i-j+2 的 位 置 呢 ? 如 果 本 趟 开始 位 置 是 a， 那么 下 一 赵 开 始 的 
位 置 就 是 a 的 下 一 个 字符 5 的 位 置 ， 这 个 位 置 正好 是 ij+2， 如 图 4-11 所 示 。 


1 本 直 开 妈 ij+2 i 
S | aabaabeca ‘baa baabeca 
T abaabe 下 abaabie 
人 
J J 
图 4-10 串 的 第 2 次 匹配 不 相等 图 4-11 串 的 匹配 回 退位 置 


3) 六 回 退 到 ij+2 的 位 置 ， 关 2-1+2=3， 即 从 8 第 3 个 字符 开始 ,六 1， 如 图 4-12 所 示 。 
比较 两 个 字符 是 否 相 等 ， 如 果 相 等 ， 则 夺 +， 片 +;， 如 果 不 等 ， 则 转向 下 一 步 ， 如 图 4-13 
所 示 。 
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I 7 
ee A 
T abaabe T abaabe 

外 1 

J 7 
图 4-12 第 3 次 匹配 开始 图 4-13 第 3 次 死 配 不 相等 


4) i 回 退 到 计 j 并 2 的 位 置 ，i=4-2+2=4， 即 从 5S 第 4 个 字符 开始 ，j=1， 如 图 4-14 所 示 。 
比较 两 个 字符 是 否 相 等 ， 如 果 相 等 ， 则 计 +， 入 +; 此 时 了 比较 完了 ， 执 行 下 一 步 ， 如 图 4-15 
所 示 。 


I [一 10 
9 abaaQibaabeca Ss ababaabeca 
T abaabe T abaabe 
I t 
J J 
图 4-14 第 4 次 匹配 开始 图 4-15 第 4 次 匹配 成 功 





5) 了 比较 完毕 ， 返 回 子 串 了 在 主 串 SS 中 第 1 个 字符 出 现 的 位 置 ， 即 i-m=10-6=4，m 为 
了 的 长 度 。 

因为 串 的 模式 罗 配 没有 插入 、 合 并 等 操作 ， 不 会 发 生 淤 出 ， 因 此 可 以 采用 第 2 种 学 符 串 
顺序 存储 方法 ， 用 0 空间 存储 字符 串 长 度 。 例 如 ,了 7 的 顺序 存储 方式 如 图 4-16 所 示 。 














图 4-16 了 的 顺序 存储 


代码 实现 
全 ie = 家 法 
{ ”// 求 I 在 主 串 s 中 第 pos 个 字符 之 后 第 一 次 出 现 的 位 置 
/7 其 中 工 提 年 ， 工 芭 5og 二 ss[0]，s 记 1 存放 有 囊 的 长 度 
int 1I=pDos，，]=1，Sum=0 
while(i<=S[0]&&]j]<=T[0]) 
{ 
SUm 十 十 7 
if (S[i]==T[j]) / /如 果 相 等 ， 则 继续 比较 后 面 的 字符 
{ 
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工 十 十 
了 十 十 
} 
else 
1 
i=i-j+2; //i 回 退 到 上 一 轮 开始 比较 的 下 一 个 字符 
j=1; ”//j 回 退 到 第 1 个 字符 


} 
} 
ut<<"— 寺 绪 议 "xs0mz< Tzendl: 
if (j>T[0]) // 匹配 成 功 
return i-T[0]; 
else 
return 0; 


} 


算法 复杂 度 分 析 


设 S，T 串 的 长 度 分别 为 n、m， 则 BF 算法 的 时 间 复 杂 度 分 


(1) 最 好 情况 
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为 以 下 两 种 情况 。 


在 最 好 情况 下 ， 每 一 次 匹配 都 在 第 一 次 比较 时 发 现 不 等 ， 如 图 4-17 一 图 4-20 所 示 。 


图 


i 
Ss 忆 b@ abaec S cb 
T aba 7 
1 
J 
图 4-19 第 3 次 匹配 
假设 第 i 座 匹配 成 功 ， 则 机 计 1 次 匹配 都 进行 了 1 次 比较 ， 


.6 
d 
人 
J 
4- 


eabaec 
b 


18 第 2 次 匹配 


7 


aba 


J 


图 4-20 第 4 次 匹配 


一 共计 1 次 ， 第 i 亿 匹 配 成 


功 时 进行 了 m 次 比较 ， 则 总 的 比较 次 数 为 计 1+m。 在 匹配 成 功 的 情况 下 ， 最 多 需要 n-m+1 





次 匹配 ， 
Pi=1/n-m+1)， 则 在 最 好 情况 下 ， 匹 配 成 功 的 平均 比较 次 数 为 : 
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即 模式 串 正好 在 主 串 的 最 后 端 。 假 设 每 一 次 匹配 成 功 的 概率 均等 ， 概 率 
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n—m+l 1 n—m+l 1 


>》 pi(i-l+m)= 2 (1+m)==(n+tm) 


nm+l] 之 





最 好 情况 下 的 平均 时 间 复 杂 度 为 O(ntm)。 

(2) 最 坏 情 况 

在 最 坏 情 况 下 ， 每 一 次 匹配 都 比较 到 了 的 最 后 一 个 字符 发 现 不 等 ， 回 退 重 新 开始 ， 这 样 
每 次 岂 配 都 需要 比较 m 次 ， 如 图 4-21 一 图 4-23 所 示 。 


7 7 7 

| J J 
S 外 4aaac S aa ac S aa 过 ao 
T aac 7 adac 7 adac 

1 ' l 

J J J 
图 4-21 第 1 次 匹配 图 4-22 第 2 次 匹配 图 4-23 第 3 次 匹配 


假设 第 i 次 匹配 成 功 ， 则 前 天 1 次 匹配 都 进行 了 m 次 比较 ， 第 i 次 匹配 成 功 时 也 进行 m 
次 比较 ， 则 总 的 比较 次 数 为 ixm。 在 区 配 成 功 的 情况 下 ， 最 多 和 圾 要 n-mt+1 次 罗 配 ， 即 模式 蝇 
正好 在 主 串 的 最 后 端 。 假 设 每 一 次 还 配 成 功 的 概 识 均等 ， 概 这 p 闫 1/n-m+1)， 则 在 最 坏 情况 
下 ， 死 配 成功 的 平均 比较 次 数 为 : 
17 一 1 十 ] 1 n—m+l 


>》 pi(ixm)= DGxm) = mn m+) 


n—m+l] °° 








最 坏 情 况 下 的 平均 时 间 复 杂 度 为 O(nxm)。 


4.3 模式 匹配 KMP 算法 


实际 上 ， 完 全 没 必要 从 5 的 每 一 个 字符 开始 穷 举 每 一 种 情况 ，Knuth、Morris 和 Pratt 对 
该 算法 进行 了 改进 ， 提 出 了 KMP 算法 。 

再 回头 看 4.2 节 中 的 例子 。 

从 5S 第 1 个 字符 开始 : 六 1， 广 1， 如 图 4-24 所 示 。 比 较 两 个 字符 是 否 相等 ， 如 果 相 等 ， 
则 i 计 +， 坟 +; 第 一 次 匹配 不 相等 ， 如 图 4-25 所 示 。 

按照 BF 算法 ， 如 果 不 等 ， 则 i 回 退 到 i 并 2，j 回 退 到 1， 即 i=2，j=1， 如 图 4-26 
所 示 。 

其 实 i 不 用 回 退 ， 让 j 回 退 到 第 3 个 位 置 ， 接 看 比较 即 可 ， 如 图 4-27 所 示 。 











异步 社区 lazyren(13059738008) 专 享 请 尊重 版 权 


4.3 模式 匹配 KMP 算法 | 129 


I 
y 
S baabaabeca Sbaabaabeca 
Tr abaabe T abaabe 
| | 
J J 
图 4-24 第 1 次 匹配 开始 图 4-25 第 1 次 匹配 不 相等 
7 7 
Ss aaabaabeca Sabaabaabeca 
T abaabe FA abaabe 
1 1 
J J 


图 4-26 第 1 次 匹配 不 等 回 退 位 置 (BF 算法 ) 图 4-27 第 1 次 匹配 不 等 回 退 位 置 (KMP 算法 ) 
是 不 是 像 了 问 右 滑动 了 一 段 距离 ? 
为 什么 可 以 这 样 ? 为 什么 让 j 回 退 到 第 3 个 位 置 ? 而 不 是 第 2 个? 或 第 4 个 ? 
因为 了 串 中 开头 的 两 个 字符 和 i 指 问 的 刍 符 表面 的 两 个 字符 一 模 一 样 ， 如 图 4-28 所 示 。 
这 样 7 束 可 以 回 退 到 第 3 个 位 置 继 续 比 较 了 , 因为 前 面 两 个 字符 已 经 相等 了 , 如 图 4-29 所 示 。 

















/ 7 
os abalhlabeca so abalhlabeca 
T lbilaabe 7 {abaabe 
1 人 
y J 
图 4-28 7T 开 头 和 i 前 面 两 个 学 符 相 等 图 4-29 7 从 第 3 个 字符 开始 


那 怎么 知道 了 中 开头 的 两 个 字符 和 i 指 问 的 学 符 前 耐 的 两 个 学 符 一 模 一 样 ? 难道 还 要 比 
较 ? 我 们 发 现 i 指 癌 的 字符 表面 的 两 个 字符 和 7 中 j 指 问 的 字符 前 面 两 个 学 符 一 模 一 样 ， 
为 它们 一 直 相等 ， 计 +、 计 + 才 会 走 到 当前 的 位 置 ， 如 图 4-30 所 示 。 

也 就 是 说 ， 我 们 不 必 判 断 开 头 的 两 个 字母 和 指向 的 字符 前 面 的 两 个 字符 是 否 一 样 ， 只 
需要 在 7 了 本 里 比较 就 可 以 了 。 假设 了 中 当前 二 指 同 的 宇和 人 符 前 面 的 所 有 字符 为 有 ， 只 需要 比较 
T' 的 本 级 和 了 TT' 的 后 级 即 可 ， 如 图 4-31 所 示 。 




















1 1 
ld a 
a S abaiablaabeca 
7 lablalable 5 b 
下 
J 
图 4-30 i 了 前 面 两 个 字符 相等 图 4-31 7T' 的 前 级 和 后 级 
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前 绥 是 从 前 癌 后 取 知 干 个 字符 , 后 级 是 从 后 同 前 取 夺 干 个 
字符 。 注 意 : 前 级 和 后 缀 不 可 以 取 字 符 吕 本身。 如 果 串 的 长 
度 为 x， 前 级 和 后 缀 长度 最 多 达到 n-1， 如 图 4-32 所 示 。 

判断 T=“abaab” 的 前 级 和 后 级 是 耕 相 等 ， 并 找 相 等 前 级 
后 绥 的 最 大 长 度 。 

1) 长 度 为 1 前 级 “a”， 后 级 “b” 不 等 ”XX 

2) 长 度 为 2: 前 级 “ab” 后 级 “ab” 相等 ”六 
3) 长 度 为 3:， 前 级 “aba”， 后 级 “aab”， 不 等 Xx 
4) 长 上 度 为 4: 前 级 “abaa”， 后 级 “baab”， 不 等 ”X 

相等 前 级 后 级 的 最 大 长 度 为 三 2， 则 j 束 可 以 回 退 到 第 片 1=3 个 位 置 继 续 比 较 了 。 因 此， 
当 六 了 了 指 同 的 字符 不 等 时 ， 只 需要 求 出 办 的 相等 前 绥 后 缀 的 最 大 长 度 1, i 不 变 , j 回 退 到 +1 
的 位 置 继续 比较 即 可 ， 如 图 4-33 和 图 4-34 所 示 。 


7 [ajb a alb) 
一 -> 过 -一 一 
前 缀 后 缀 


图 4-32 ”前 级 和 后 级 








L L 
S abaabaabeca ee pn 
Tr @baabe 7 abaabe 
到 ll 
J J 
图 4-33 第 1 次 匹配 不 相等 图 4-34 第 1 次 匹配 回 退位 置 








现在 可 以 与 出 通用 公式 ，7zext[ 门 表示 了 7 需要 回 退 的 位 置 ，7 二 “六 1 ， 则 : 





0, | 
7exf[ 门 =1 和 +1， 了 的 相等 前 绥 和 后 缀 的 最 大 长 度 为 人， 

1 没有 相等 的 前 级 后 级 

根据 公式 很 容易 求 出 “abaabe” 的 next[] 数 组 ， jij 1234556 
如 图 4-35 所 示 。 a baa be 

刀 乎 又 
解释 如 下 。 nextj] 0 1 1 2 23 
1) 三 1; 根据 公式 next[1]=0。 I 
2) 三 2: T= “a”， 没有 前 级 和 后 级，next[2]=1。 图 4.35 nex 由 数组 


3) 三 3: 7T 三 “ab”， 前缀 为 “a”， 后 缀 为“b”， 不 等 ，next[3]=1。 

4) j=4: T=“aba”， 前 级 为 “a”， 后 级 为 “a”， 相 等 日 二 1; 前 缀 为 “ab” 后 级 为 “ba”， 
不 等 ;因此 next[4]= 舍 1=2。 

5) 三 5: 7 二 “abaa”， 前 级 为 “a”， 后 级 为 “a”， 相 等 且 三 1; 前 级 为 “ab”， 后 级 为 “aa”， 
不 等 ;前 级 为 “aba”， 后 级 为 “baa”， 不 等 ， 因 此 next[5]=1+1=2。 
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六 6: T= “abaab”, We “a”， 后缀 为 “a”， 相 等 且 三 1， 前 级 为 “ab”， 后 级 为 “ab”， 
相等 且 三 2; 前 级 为 “aba”， 后 级 为 “aab”， 不 等 ;前 级 为 “abaa”， 后 级 为 “baab”， 不 等 ; 
取 最 大 长 度 2， 因 此 pe 

这 样 找 所 有 的 前 缀 和 后 缀 比较 ， 是 不 是 也 是 暴力 穷 举 ? 那 怎 么 办 呢 ? 

可 以 用 动态 规划 递 推 。 

首先 大 胆 假设 ， 我 们 已 经 知道 了 next[=k，7T 三 “tb...f-1”， 那 么 7 的 相等 前 级、 后 绥 最 
大 长 度 为 1， 如 图 4-36 所 示 。 

那么 next[j+1]=? 

考查 以 下 两 种 情况 。 

1) = 那么 nextlj+1]=k+1， 即 相等 前 级 和 后 级 的 长 上 度 比 next 四 多 1， 如 图 4-37 所 示 。 





66 93 
tb te = pt A tly = Dpt1d-kt2. i 
| | | [| 


长 度 大 1 长 度 拓 1] 相等 
图 4-36 7T' 的 相等 前 级 、 后 级 图 4-37 w=t 的 情况 











2) 1 好 六 当 两 者 不 相等 时 ， 我 们 又 开始 了 这 两 个 串 的 模式 匹配 ， 回 退 找 zexl[ 忆 = 的 位 
置 ， 比 较 灵 与 少 是 否 相 等 ， 如 图 4-38 所 示 。 

如 果 太 与 相等， 则 next[j+1]=K+1。 

如 果 妇 与 不 相等 ， 则 继续 回 退 找 next[K]=K'"， 比 较 tw 与 5 是 否 相 等 ， 如 图 4-39 所 示 。 





™ 


fkt1b kt2... -OD bptibkt2 DE 
“pit... By “tit .. 0 .. fy ... OQ 
next[k] next[k'] 
图 4-38 ”好 的 情况 图 4-39 twz#t 的 情况 


如 果 tw 与 # 相等， 则 next[j+1]=k'+1。 
如 果 tw 与 5 不 相等 ， 继 续 同 前 找 ， 直 到 找到 next[1]=0 停止 


代码 实现 
求解 next[] 的 代码 实现 如 下 。 


void get next (SString T，int next[]) // 求 模式 串 了 的 next 函数 值 
{ 

int J=1, k=0; 

next[1]=0; 

while(j<T[0])  // TI0] 为 模式 串 T 的 长 度 
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if (k==0||T[j]1==T[k]) 
next [++]j]=++k; 
else 
k=next [kl]; 
， 


用 上 述 方 法 再 次 求解 求 出 T=“abaabe” 的 next[] 数 组 ， 一 
如 图 4-40 所 示 。 4 

解释 如 下 。 7 ab aa be 

1) 初始 化 时 mext[H=0， 广 1， 计 0， 进 入 循环 ， 判 断 mex 0 112 2 3 
满足 大 =0， 则 执行 代码 next[++Hjj=++k， 即 zext[2]=1， 此 
2 ls 

2) 进入 循环 ， 判 断 满 足 7[ 四 ==T[，T[2] 关 T[1]， 则 执行 代码 k=next[k]， 好 fnext[1]=0， 
此 时 j=2、 丘 0。 

3) 进入 循环 ,判断 满足 三 =0， 则 执行 代码 next[++j=++k， 即 next[3]=1， 此 时 二 3、 厂 1。 

4) 进入 循环 , 判断 满足 7[==71 和 ,713] 王 7[1], 则 执行 代码 next[+ 二 j++k, 好 next[4]=2， 
此 时 二 4、 所 2。 

5) 进入 循环 ， 判 断 满 足 7T[]==7[，714]7[2]， 则 执行 代码 k=next[k]， 妈 三 zext[2]=1， 
此 时 二 4、 厂 1。 

6) 进入 循环 , 判断 满足 T==7[ 有 各 ，7[T4]=7T1]， 则 执行 代码 next[++j]=++k, 即 mext[S]=2， 
tN 5. 2 

7) 进入 循环 , 判断 满足 ZT]==71 和 ;ZT5]=7T2]， 则 执行 代码 next[+Hj]=++k， 即 next[6]=3， 
此 果 注 6 了 3 

8) 产 帮 0]， 循 环 结 

是 不 是 和 穷 举 前 级 后 级 的 结果 一 模 一 样 ? 

有 了 next[] 数 组 ， 束 很 容易 进行 模式 罗 配 了 ， 当 5S[i 妖 7[] 时 ，i 不 动 ，j 回 退 到 zext[ 刀 的 
位 置 继续 比较 即 可 。 


代码 实现 
KMP 算法 的 代码 实现 如 下 。 


ike Ldew ‘KMD (SoOLrInNng Bp"Sotrlreo T, NE BOS. LNt hextlly 
{ ”// 利 用 模式 串 工 的 next 函数 求 Tf 在 主 串 Ss 中 第 pos 个 字符 之 后 的 位 置 
// 其 中 , 了 非 宇 ，1 和 pos 委 S[0]，S [0] 为 模式 串 s 的 长 度 
int i=pos,J=1; 
while(i<=S[0]&&]j<=T[0]) 
{ 








图 4-40 next 站 数组 





if (j==0||1S[i]==T[j]) // 继续 比较 后 面 的 字符 
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else 


j=next [j]; // 模式 串 癌 右 移动 





} 
有 (3 TD] 部 他 配 戌 功 
return i-T[0]; 
else 
return 0; 


} 


算法 复杂 度 分 析 

设 S，、7T 串 的 长 度 分 别 为 n、m。KMP 算法 的 特点 是 : i 不 回 退 ， 当 S[i]#7U] 时 ,j 回 退 
到 zexl[ 门 ， 重 新 开始 比较 。 最 坏 情况 下 扫 摘 整个 8 串 ， 其 时 间 复 杂 上 度 为 O(n)。 计 算 next[] 数 
组 需要 扫描 整个 7 了 串 ， 其 时 间 复 杂 度 为 O(m)， 因 此 总 的 时 间 复 杂 度 为 O(ntm)。 

需要 注意 的 是 ， 尺 省 BF 算法 最 坏 情况 下 时 间 复 匠 度 为 Onxm)，KMP 算法 的 时 间 复 杂 
度 为 Ontm)。 但 是 在 实际 运用 中 ，BF 算法 的 时 间 复 杂 度 一 般 为 Ontm)， 因 此 仍然 有 很 多 
地 方 用 BF 算法 进行 模式 匹配 。 只 有 在 主 串 和 和子 串 有 很 多 部 分 匹配 的 情况 下 , KMP 才 显 得 更 
优越 。 














4.4 ENT: 


在 KMP 算法 中 ，next[] 求 解 非 党 方便、 迅速 ， 但 是 也 有 一 个 问题 ; 当 sj#t; 时 ，j 回 退 
到 next[ 衣 (k=next[ 站 )， 然 后 si 与 灰 比 较 。 这 样 的 确 没 铺 ， 但 是 如 采 =， 这 座 比较 束 没 
必要 了 ,因为 刚才 束 是 因为 sj#t; 才 回 退 的 , 那么 肯定 sj#t， 完全 没 必 要 再 比 了 ,如 图 4-41 
所 示 。 

再 问 前 回 退 ， 找 下 一 个 位 置 next[ 和 有， 继续 比较 就 可 以 了 。 当 sj#t 时 ， 本 来 应 该 j 回 退 到 
next[j] (k=next[); si; 与 妇 比 较 。 但 是 如 果 w=t, 则 不 需要 比较 , 继续 回 退 到 下 一 个 位 置 next[ 有 0， 
减少 了 一 次 无 效 比 较 ， 如 图 4-42 所 示 。 

















“8S182 SF 的 ”8S18S2 ... Si 是 
人 “ib tie... ta 
nextl] next[k] 
图 4-41 sz 的 情况 图 4-42 w=t 的 情况 
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修改 程序 
求解 aex 如 的 改进 代码 实现 如 下 。 


void get _ next2 (SString T，int next[]) // 求 模式 串 T 的 next 函数 值 
{ 
int j=1,k=0; 
next [11=0; 
while(j<T[0])  // TI[0] 模 式 串 T 了 的 长 度 
{ 
Tf (== | | 的 相生 二 业 下 全] ] 
中 引 > 
K 十 十 ， 
If (T[Jj]==T[k]) 
next [Jj ]=next [k]; 


算法 复杂 度 分 析 

设 S、T 的 长 度 分 别 为 xn、m。 改 进 的 KMP 算法 只 是 在 求解 zex 旭 从 常数 上 的 改进 ， 并 
没有 降 阶 ， 因 此 其 时 间 复 杂 度 仍 为 Ont+m)。 

3 种 算法 的 运行 结果 比较 如 下 。 


S: a a b a a a b a a a a be a 








TT: aaa ab 

BF 算法 运行 结果 : 

一 共 比 较 了 21 次 。 主 串 和 子 串 在 第 8 个 字符 处 首次 匹配 。 
KMP 算法 运行 结果 : 





0 1 2 3 4 
一 共 比 较 了 19 次 。 主 串 和 子 串 在 第 8 个 字符 处 首次 匹配 。 
改进 的 KMP 算法 运行 结果 : 





0 0 0 0 4 
共 比 较 了 14 次 。 主 串 和 子 串 在 第 8 个 字符 处 首次 匹配 。 
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4.5 字符 串 的 应 用 一 一 病毒 检测 


题目 : 疫情 暴 友 ， 专 家 发 现 了 一 种 狐 型 环 状 病毒 ， 这 种 病毒 的 DNA 序列 是 环 状 的 ， 而 
人 类 的 DNA 序列 是 线性 的 。 专 家 把 人 类 和 病毒 的 DNA 表示 为 字母 组 成 的 字符 串 序 列 ， 如 
果 在 东 个 患者 的 DNA 中 发 现 这 种 环 状 病毒 ， 说 明 该 患者 已 被 感染 病毒 ， 人 否则 没有 感染 。 

例如 : 病毒 的 DNA 为 “aabb” 患者 的 DNA 为 “eabbacab”， 说 明 访 患者 已 被 感染 。 
为 病毒 是 环 状 的 ， 因 此 “abba” 也 是 该 病毒 序列 ， 它 在 患者 的 DNA 中 出 现 了 。 

解 题 思路 

该 问题 属于 字符 串 的 模式 匹配 问题 ， 可 以 使 用 表面 讲 的 BF 或 KMP 算法 求解 。 这 里 需 
要 对 环 状 病 毒 进行 处 理 ， 然 后 调用 模式 匹配 算法 即 可 。 

如 何 处 理 环 状 病毒 呢 ? 

(1) 环形 处 理 

使 用 循环 存储 的 方式 ， 类 似 循环 队列 或 循环 链表 的 处 理 方式 。 假 设 病毒 的 DNA 长 度 为 
m， 依 次 从 环 状 存储 空间 中 每 一 个 下 标 开 始 ， 取 m 个 字符 作为 病毒 序列 ， 如 图 4-43 所 示 。 

例如 ， 病 毒 序列 为 aabb， 如 图 4-44 所 示 。 从 每 个 下 标 开始 取 4 个 字符 。 

1) 从 0 下 标 取 4 个 字符 : aabb。 

2) 从 1 下 标 取 4 个 字符 : abba。 

3) 从 2 下 标 取 4 个 字符 : bbaa。 

4) 从 3 下 标 取 4 个 字符 : baab。 

这 4 个 序列 都 是 病毒 序列 的 变种 。 

从 每 一 个 下 标 开 始 取 m 个 字符 


全 A 
a Go 


图 4-43 环形 处 理 图 4-44 环形 处 理 (aabb) 


(2) 线性 处 理 
将 病毒 序列 扩大 两 倍 ， 依 次 从 每 个 下 标 开 始 ， 取 m 个 字符 ， 作 为 病毒 序列 。 
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例如 ， 病 毒 序列 : aapp， 如 图 4-45 所 示 。 将 该 病毒 序列 扩大 两 倍 ， 如 图 4-46 所 示 。 从 


每 个 下 标 (1、2、3、4) 开始 取 4 个 字符 ， 分 别 为 aabb、abba、bbaa、baab， 这 4 个 序列 都 
是 病毒 序列 的 变种 。 


图 4-45 线 Ey Coa 图 4-46 ”线性 处 理 ( 扩 大 两 倍 ) 








算法 步骤 

1) 首先 对 环 状 病毒 进行 处 理 〈 环 形 处 理 或 线性 处 理 )。 

2) 依次 把 每 一 个 环 状 病毒 变种 作为 子 串 ， 把 患者 DNA 序列 作为 主 串 ， 进 行 模式 匹配 。 
一 旦 罗 配 成 功 ， 立 即 结束 ， 返 回 已 感染 病毒 。 

3) 重复 运行 第 2 步 。 

4) 如 有 末 检 测 所 有 病毒 变种 都 未 匹配 成 功 ， 返 回 未 感染 病毒 。 

美 图 解 
例如 : 患者 的 DNA 序列 为 eabbacab， 病 毒 DNA 序列 为 aabb， 检测 患者 是 否 感染 病毒 。 
1) 至 先 末 用 线性 处 理 ， 将 该 病毒 序列 扩大 两 倍 ， 如 图 4-47 所 示 。 


图 4-47 线性 处 理 ( 扩 大 两 倍 ) 























2) 从 下 标 1 开始 取 4 个 字符 ， 为 aabb， 与 患者 的 DNA 序列 eabbacab 进行 模式 匹配 ， 


3) 从 下 标 2 开始 取 4 个 字符 ， 为 abba， 与 患者 的 DNA 序列 eabbacab 进行 模式 匹配 ， 
匹配 成 功 : eabbacab， 返 回访 患者 已 感染 该 病毒 。 

代码 实现 

bool Virus detection (SString S，SString T)// 病 毒 检测 

{ 








i 
SString temp;//temp 记录 病毒 变种 
for (i=T[0]+1,j=1; j<=T[0]; i++,j++)// 将 fT 扩大 一 倍 ，T[0] 为 病毒 长 度 


T[i]=T[j]; 
for (i=0;i<T[0] ;i++) // 依 次 检测 T[0]1 个 病毒 变种 


{ 
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temp [0]=T[0] ;7// 病 毒 变 种 长 度 为 了 [0] 
for (Jj=173<=T[0]7;J++)/ /取出 一 个 病毒 变种 
temp[j]=T[i+j]; 
if (Indqex_KMP(S,temp,1) ) // 检 训 到 病毒 
return 1; 
} 
return 0; 


} 


算法 复杂 度 分 析 

假设 病毒 DNA 序列 长 度 为 m， 则 一 共有 m 个 变种 ， 需 要 进行 m 次 模式 匹配 ， 每 次 模式 
匹配 如 果 使 用 KMP 算法 ， 其 时 间 复 杂 度 为 O(ntm)， 则 总 的 时 间 复 杂 拔 为 O(mx(ntm))。 

思考 

读者 可 以 尝试 环形 处 理 的 方法 , 或 者 使 用 BF 模式 匹配 算法 , 也 可 以 将 病毒 和 患者 DNA 
存储 在 文件 中 ， 读 取 文 件 进 行 病毒 检测 ， 动 手 试 一 试 。 














“局 字符 串 学 习 秘籍 


1. 本 章 内 容 小 结 
子 符 串 是 内 容 受 限 的 线性 表 ， 限定 线 性 表 中 的 元 素 必 须 为 子 符 型 。 字符 蝇 一 般 玉 用 顺序 
存储 。 本 草 讲 解 了 字符 串 以 及 两 个 串 的 模式 匹配 算法 ， 具 体内 容 如 图 4-48 和 图 4-49 所 示 。 

















逻辑 结构 ， 内 容 受 限 的 线性 表 ， 元 素 为 字符 型 

顺序 存储 

链 式 存储 

运算 : 比较 、 合 并 、 插 入 、 删 除 、 将 换 、 求 子囊 、 匹 配 
图 4-48 字符 串 的 主要 内 容 


字符 串 在 信 结 和 | 














人 
算法 ”KMP 算 法 :效率 高 ， 时 间 复 杂 度 为 Olm+n) 
图 4-49 ”模式 匹配 算法 


2. 字符 串 顺 序 存储 

字符 串 的 顺序 存储 有 3 种 方式 。 

(1〉 以 \0' 表 示 字 符 串 结束 

在 C、C++、Java 语言 中 ,， 通 凋 用 \0' 表 示 字 符 串 结束 ，\AO' 不 算 在 字符 串 长 度 内 ， 如 图 4-50 
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所 未 。 

(2) 在 0 空间 存储 字符 串 的 长 度 

下 标 为 0 的 空间 不 使 用 ， 因 此 可 以 预先 分 配 Maxsize+l 的 空间 ， 在 下 标 为 0 的 空间 中 存 
储 字 符 串 长 度 ， 如 网 4-51 所 示 。 


lelol | Dlr|e| | 
RE Ne 


Maxsize 字符 串 长 度 Maxsize+l 
图 4-50 ”字符 串 的 顺序 存储 1 图 4-51 字符 串 的 顺序 存储 2 


(3) 结构 体 变量 存 储 字 符 串 的 长 度 
除 上 述 方法 之 外 ， 也 可 以 将 字符 串 长 度 存 储 在 结构 体 中 。 人 例如， 字符 串 S=“abdefgce”， 
其 存储 结构 如 图 4-52 所 示 。 





























0 ] 2 3 4 3 6 …: Maxsize —l 
+] > | | 
gi 
实际 的 元 素 个 数 
Le1zgtp=7 


图 4-52 ”字符 串 的 顺序 存储 3《〈 毅 态 分 配 ) 


3， 串 解 题 秘 籍 

串 解 题 时 需要 注意 几 个 问题 。 

1) 空格 也 算 一 个 字符 。 空 串 是 指 没 有 任何 字符 ， 空 格 串 不 是 空 串 。 

2) 串 中 位 序 和 下 标 之 间 的 关系 。 如 果 下 标 从 0 开始 ， 则 第 i 个 字符 的 下 标 为 二 1。 
3) 充分 理解 KMP 算法 中 的 mex 如 求解 方法 。 

4) 熟练 利用 罕 符 串 模 式 匹配 解决 实际 问题 。 
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局 1 EET 


数组 是 由 相同 类 型 的 数据 元 素 构成 的 有 限 集合 。 
一 维 数 组 可 以 看 作 一 个 线性 表 ， 如 图 5-1 所 示 。 


0 ] 2 3 4 S 6 7 8 9 
ool lo Telol.l "lo 
5-1 一 维 数 组 


二 维 数组 也 可 以 看 作 一 个 线性 表 外 (加 , 大, 石 ,…, 大 ,1), 只 不 过 每 一 个 数据 元 素 名 也 是 
一 个 线性 表 ， 如 图 5-2 所 示 。 


图 5-2 二 维 数组 ( 按 列 序 ) 


于 是 ， 二 维 数组 也 可 以 看 作 一 个 线性 表 天 (7, 妃 , 万 ，… ,1)， 只 不 过 每 一 个 数据 元 素 
六 也 是 一 个 线性 表 ， 如 图 5-3 所 示 。 





5-3 ”二 维 数组 〈 按 行 序 ) 


数组 一 般 采 用 顺序 存储 结构 ， 因 为 存储 单元 是 一 维 的 ， 而 数组 可 以 是 多 维 的 ， 如 何 用 一 
组 连续 的 存储 单元 来 存储 多 维 数 组 呢 ? 以 二 维 数组 为 例 ， 可 以 按 行 序 存 储 ， 即 先 存 第 一 行 ， 
再 存 第 二 行 …… 也 可 以 按 列 序 存储 ， 先 存 第 一 列 ， 再 存 第 二 列 …… 现 在 比较 流行 的 C 语言 ， 
Java 都 是 按 行 序 存储 的 。 
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1. 按 行 序 存储 
如 果 按 行 序 存储 ， 怎 么 找到 wz 的 存储 位 置 呢 ? 
先 看 看 存储 由 之 前 ， 前 面 已 经 存储 了 多 少 个 元 素 ， 如 图 5-4 所 示 。 





共 ixnti 个 元 系 





m—l,n—l | mxn 


图 5-4 ”二 维 数组 ( 按 行 序 存储 ) 














从 图 5-4 可 以 看 出 ， 在 四 之 前 一 共有 ixntj 个 元 素 ， 如 果 每 个 元 素 占 用 工 字 节 ， 那 么 共 
需要 (ixn+j)xL 字 节 ， 只 需要 用 基地 址 加 上 这 些 字 节 就 可 以 得 到 ww 的 存储 地 址 了 。 
按 行 序 存储 ，aj 的 存储 地 址 为 : 


LOC(a; )= LOC(aw ) + (ixn+))xL 














LOC(ao0) 表 示 第 一 个 元 素 的 存储 地 址 ， 即 基地 址 ，LOC(a) 表 示 qj 的 存储 地 址 。 
2. 按 列 序 存储 


如 果 按 列 序 存储 ， 怎 么 找到 qj 的 存储 位 置 呢 ? 
先 看 看 存储 中 之 前 ， 前 面 已 经 存储 了 多 少 个 元 票 ， 如 图 5-5 所 示 。 





ng 








$d ra) RO JO/ / | We WW ， Oi i mxn 


图 5-5 二 维 数组 《 按 列 序 存储 ) 











从 图 5-5 可 以 看 出 , 在 aj 之 前 一 共有 jxmti 个 元 素 ， 如 果 每 个 元 素 占用 工 仓 节 ， 那么 共 
需要 (Gjxmti)xL 子 广 ， 内 需要 用 基地 址 加 上 这 些 和 市 就 可 以 得 到 qj 的 存储 地 址 了 。 
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按 列 序 存储 ，a; 的 存储 地 址 为 ; 
LOC(a; )= LOC(ao ) + (jxXm+i)xL 








LOC(ao0) 表 示 第 一 个 元 素 的 存储 地 址 ， 即 基地 址 ，LOC(a) 表 示 qj 的 存储 地 址 。 
注意 : 如 果 二 维 数组 的 下 标 是 从 1 开始 的 ， 那 么 情形 就 变 了 。 
先 看 看 存储 qj 之 前 ， 前 面 已 经 存储 了 多 少 个 元 素 ， 如 图 5-6 所 示 。 








图 5-6 二 维 数 组 ( 按 行 序 存储 ， 下 标 从 1 开始 ) 





从 图 5-6 可 以 看 出 , 行 数 和 个 数 都 少 1, 在 qj 之 前 一 共有 (i1)xntj-1 个 元 素 ， 如 采 每 个 
元 到 占用 工 仓 市, 那么 共和 需要 ((i-1)xntj-1)xL 子 市 , 只 需要 用 基地 址 加 上 这 些 字 市 束 可 以 得 
到 qj 的 存储 地 址 了 。 

如 果 二 维 数组 下 标 从 1 开始 ， 按 行 序 存储 ，aj 的 存储 地 址 为 : 


LOC(a,)=LOC(a) +((i-1)xnti—l)xL 














LOC(al1) 表 示 第 一 个 元 素 的 存储 地 址 ， 即 基地 址 ，LOC(aj) 表 示 aj 的 存储 地 址 。 
如 果 二 维 数组 下 标 从 1 开始 ， 按 列 序 存储 ，aij 的 存储 地 址 为 : 


LOC(a,)=LOC(a )+(0 -Dxmti-l)xL 


也 束 是 说 ， 如 果 下 标 是 从 1 开始 的 ， 相 应 的 公式 需要 行 减 1， 列 减 1。 
“ 授 人 以 鱼 ， 不 如 授 人 以 渔 ” 告诉 你 记 住 公式 ， 束 像 送 你 一 条 鱼 ， 不 如 人 交 给 你 捕 鱼 的 
秘籍 ! 
存储 地 址 计算 秘籍 : wy 的 存储 地 址 等 于 第 一 个 元 素 的 存储 地 址 ， 加 上 南面 的 元 素 个 数 乘 
以 每 个 元 素 占用 的 字 市 数 。 计 算 公 式 为 : 
LOC(a;)= LOC( 第 一 个 元 系 )+ (4; 前 面 的 元 系 个 数 )x 每 个 元 么 鼎 的 凶 刷 
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局 2 E23 a 


在 很 多 科学 工程 计算 问题 中 ， 经 帝 遇 到 一 些 特殊 的 矩阵 ， 这 些 和 矩阵 的 很 多 值 是 相同 的 ， 
有 的 很 多 元 素 是 0， 为 了 省 空间 ， 可 以 对 这 类 算 阵 进行 压缩 存储 。 

e 什么 是 压缩 存储 ? 给 多 个 相同 的 元 素 分 配 一 个 存储 空间 ， 元 素 为 0 的 不 分 配 空间 。 

e 什么 样 的 矩阵 能 够 压缩 ? 一 些 特殊 和 滤 阵 ， 如 对 称 沧 阵 、 三 角 和 矩阵 、 对 角 和 矩阵 、 稀 更 
乍 阵 等 。 

e 什么 叫 稀 中 矩 阵 ? 矩阵 中 非 零 元 素 的 个 数 较 少 ， 怎 样 才 算 是 较 少 呢 ? 一 般 认 为 非 零 
元 系 个 数 小 于 5% 的 和 窃 阵 为 稀 踪 窃 阵 。 

下 面 介绍 几 种 特殊 算 阵 的 压 贿 存储 方式 。 


5.2.1 对称 和 矩阵 
对 称 和 矩阵 比较 特殊 ， 其 数据 元 素 治 看 对 角 线 对 称 ， 即 : 











那么 ， 因 为 上 三 角 和 下 三 角 是 一 样 的， 因此 只 存储 其 中 的 一 个 束 可 以 了 。 如 采用 一 维 数 
组 存储 下 三 角 ， 则 只 需要 n(nt+1)/2 个 空间 ， 比 全 部 存储 需要 ww 个 空间 少 了 很 多 。 
例如 ， 图 5-7 的 对 称 和 矩阵 以 对 角 线 为 对 称 轴 ， 上 三 角 和 下 三 角 是 对 称 的 ， 例 qa23=a32。 











图 5-7” 对 称 和 矩阵 








对 称 和 矩阵 根据 其 对 称 性 ， 只 存储 其 下 三 角 或 上 三 角 就 可 以 了 。 如 果 图 5-7 中 的 对 称 窃 阵 
只 存储 其 下 三 角 ， 环 将 其 按 行 序 存储 在 一 维 数 组 s[] 中 《下 标 从 0 开始)， 如 图 5-8 所 示 。 


k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
A 


图 5-8 ”对 称 和 所 阵 的 压缩 存储 
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如 果 按 行 序 存 储 下 三 角 ， 那 么 怎么 找到 必 的 存储 位 置 呢 ? 
先 看 看 存储 下 三 角 中 的 qj 之 前 ， 前 面 已 经 存储 了 多 少 个 元 素 ， 如 图 5-9 所 示 。 





1 
7 一] 
] 











5-9 ”对 称 矩 阵 ( 按 行 序 存储 下 三 角 ) 
如 采 将 对 称 窍 阵 的 下 三 角 (i 三 让 存储 在 一 维 数组 s[] 中 ， 那 么 下 三 角 中 ay 的 下 标 就 是 
i(i 一 1)/2+j--1， 如 图 5-10 所 示 。 


kx 0 1 2 3 ii1)2+744 n(n+1)/2-1 





图 5-10 ”对 称 窍 阵 的 压缩 存储 





而 上 三 角 的 元 素 (i<j)， 根 据 对 称 性 ，ay=an， 可 以 直接 读 取 下 三 角 中 的 w， 因 此 按 行 序 
存储 下 三 角 时 ，ay 的 下 标 为 : 
+ ;过 } 


Mi i<j 


存储 下 标 计算 秘籍 : 如 果 用 一 维 数组 s[] 存 储 (下 标 从 0 开始 )， 则 a 的 存储 下 标 等 于 
ay 前 面 的 元 素 个 数 。 





=a, 前 面 的 元 素 个 数 


如 条 一 维 数组 的 下 标 从 1 开始 呢 ? 一 一 公式 后 面 再 加 1 就 行 了 。 
上 和 面 的 公式 是 计算 一 维 数 组 存储 的 下 标 ， 如 下 给 了 基地 址 (al 的 存储 地 址 )， 那 么 oz 
的 存储 地 址 为 : 
LOC(a; )= LOC(a1)+kxL 


即 LOC(ay)=LOC( 第 一 个 元 素 )+(aj 前 面 的 元 素 个 数 )x 每 个 元 素 占 用 的 字 节 。 
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5.2.2 ”三角 矩阵 


三 角 和 矩阵 比较 特殊 ， 分 为 下 三 角 和 矩阵 和 上 三 角 和 矩阵 ， 下 三 角 和 矩阵 是 指 矩 阵 的 下 三 角 有 
数据 ， 而 其 余 的 都 是 常数 c 或 者 为 0， 如 图 5-11 所 示 。 上 三 角 和 矩阵 也 是 如 此 ， 如 图 5-12 
所 示 。 





站 第 数 c 或 0 


常数 c 或 0 





-4x4 


图 5-11 下 三 角 和 矩阵 图 5-12 ”上 三 角 和 矩阵 


在 下 三 角 和 矩阵 存储 时 ， 只 需要 存储 其 下 三 角 中 的 元 素 ， 最 后 一 个 空间 存储 常数 c 即 可 。 
如 果 上 面 全 为 0， 则 不 需要 存储 ; 下 三 角 也 是 如 此 。 
例如 图 5-11 中 所 示 的 下 三 角 和 矩阵 按 行 存储 在 一 维 数组 s[] 中 ， 如 图 5-13 所 示 。 


k 0 ] 2 3 4 S 6 7 8 9 10 
a i 




















下 三 角 中 的 元 素 
n(n+1)/2 个 


图 5-13 下 三 角 和 矩阵 存储 


下 三 角 算 阵 如 果 按 行 序 存储 ， 怎 么 找到 wy 的 存储 位 置 呢 ? 

先 看 看 存储 qj 之前， 前 面 已 经 存储 了 多 少 个 元 素 ， 如 图 5-14 所 示 。 

如 果 一 维 数组 的 下 标 从 零 开 始 ， 那 么 下 三 角 中 aj 的 下 标 就 是 i(i-1)/2 攻 -1。 而 上 三 角 的 
元 素 因 为 全 是 常数 c 或 者 为 0, 最 后 一 个 空间 (下 标 为 n(n+1)/2) 存储 常数 c 即 可 , 如 果 是 0， 
则 不 需要 存储 。 因 此 下 三 角 和 矩阵 按 行 序 存储 时 ，aj 的 下 标 为 : 

















ii—l) 
十 ]， 1 
_ 7 1 J 
nntb) es 
2 


上 三 角 和 矩阵 如 果 按 行 序 存储 ， 怎 么 找到 必 的 存储 位 置 呢 ? 
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Ad eects CR 小 








图 5-14 下 三 角 和 矩阵 ( 按 行 序 存储 下 三 角 ) 





表面 已 经 存储 了 多 少 个 元 系 ， 如 图 5-15 所 示 。 








图 5-15 ”上 三 角 和 矩阵 ( 按 行 序 存储 上 三 角 ) 


如 果 一 维 数 组 的 下 标 从 0 开始 ， 那 么 上 三 角 中 aj 的 下 标 束 是 (i-1)(2n-i+2)/2+j-i。 而 下 





三 角 的 元 到 全 是 第 数 c 或 者 为 0， 最 后 一 个 空间 (下 标 为 n(n+1)/2) 存储 常数 c 即 可 


上 三 角 算 阵 控 行 序 存储 时 ，aj 的 下 标 为 : 


(| 有 
三 本 
La )， 1>]J 


2 


5.2.3 ”对 角 和 矩阵 























。 因 此 


对 角 窍 阵 又 称 为 带 状 矩阵 ， 是 指 在 nxn 的 矩阵 中 非 零 元 系 集 中 在 主 对 角 线 及 其 两 侧 ， 共 


了 《奇数 ) 条 对 角 线 的 带 状 区 域内 ， 称 为 工 对 角 和 矩阵， 如 网 5-16 所 示 。 


很 明显 ， 工 对 角 和 矩阵 的 带宽 为 L， 半 带宽 4q=(L-1)/2。 例 如 ，5 对 角 和 矩阵 的 半 带 宽 4d=2。 
当 |i-j| 三 4d 时 ，aj#0， 为 对 角 和 矩阵 的 带 状 区 域 元 素 。 当 |i-j|>4 时 ，aj=0， 为 对 角 和 窍 阵 的 带 状 区 








域 之 外 的 元 么 。 
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以 对 角 线 
为 中 心 向 
两 边 辐射 


图 5-16 5 对 和 角 和 矩阵 


1. 4 对 角 和 矩 阵 非 零 元 素 个 数 

L 对 角 和 矩阵 一 共有 多 少 个 非 零 元 素 呢 ? 

首先 将 每 一 行 以 对 角 线 为 中 心 进行 补 零 ， 让 每 一 行 都 达到 工 个 元 素 ， 如 图 5-17 所 示 。 
一 共 补 了 多 少 个 零 呢 ?第 一 行 补 d 个 0， 第 二 行 补 q-1 个 0 左上 角 补 零 个 数 为 4 (d+1)/2。 同 
理 ， 右 下 角 补 零 个 数 也 为 dd+1X2， 总 的 补 零 个 数 为 d(4q+1)。 那 么 每 行 按 工 个 元 素 计 算 ， 青 
减 去 补 零 元 素 个 数 即 可 ， 即 市 状 区 域 元 到 个 数 为 Lxn-d(q+1)。 因 为 q=(L-1)/2， 即 L=24+1， 
所 以 带 状 区 域 元 素 个 数 也 可 以 表达 为 (24+1)xn-d(d+1)。 




















i 
补 零 4 一 8 Qt 3.2000 
个 数 二 一 一 82 4 5700 
7 9 2 6 80 
1 和 
0 0 3 9 所 站 一 一 二 
000%45 110 09—a 


图 5-17 5 对 和 角 和 矩阵 
2. 按 行 序 存储 
补 零 后 每 行 部 有 工 个 元 素 ， 需要 Lxn 个 空间 。 为 了 市 省 空间 ， 第 一 行 前 面 和 最 后 一 行 后 
面 的 dq 个 0 可 以 不 存储 ,“ 抬 头 去 尾 ”， 需 要 Lxn-24 个 空间 。 如 图 5-18 所 示 ， 阴 影 部 分 就 是 
要 存储 的 元 系 。 














补 零 4 一 0 下 HS 0 0 

个 数 二 一 一 顾 2 0 0 
0 
0 二 
0 0 06 4a 


人 
‘ 
’ 
人 
‘ 
机 


0 0 0 ee—4 
图 5-18 5 对 角 和 矩阵 (抬头 去 尾 ) 
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如 果 按 行 序 ， 用 一 维 数组 s[] 《下 标 从 0 开始 ) 存储 图 5-18 中 的 5 对 角 窍 阵 ， 如 图 5-19 
所 示 。 





5-19 5 对 角 窍 阵 的 压缩 存储 


怎么 找到 wy 的 存储 位 置 呢 ? 

首先 找到 a; 的 存储 位 置 ， 因 为 aj; 是 对 角 线 上 的 元 素 ， 以 对 角 线 为 中 心 ， 左 右 两 侧 都 是 
d 个 元 素 ， 如 图 5-20 所 示 。 迪 之 前 有 天]1 行 ， 每 行 工 个 元 素 ，ai; 所 在 行 左 侧 有 4 个 元 素 ， 
此 gj; 之 前 有 (i=-1)xL+td 个 元 素 。 因 为 第 一 行 前 面 的 4 个 0“ 拘 头 去 尾 ” 没 有 存储 ， 所 以 qi 之 
前 有 (六 Dxz 个 元 素 。a;; 的 存储 位 置 为 : (i-1)xL。 而 qj 和 ai; 相差 ji 个 元 素 ， 也 就 是 说 ，a; 
的 存储 位 置 为 : (i-1)xL+j-i。 





个 一 "人 aa 0 0 0 
0 .… la, ‘x, a 人 
21 次 23 共 (i-1)xL 个 
ee Ce 
0 00... 大兴 | 


_ 


0 0 0 | 0—d 个 
图 5-20 ”对 角 和 矩阵 存储 〈 按 行 序 ) 


在 图 5-20 中 , gj 在 qj 的 右 侧 (i<7), 它们 之 间 相 差 六 i 个 元 系 。 如 有 果 @j 在 qi 的 左 侧 (> 站 
呢 ? 它们 之 间 相 差 三 个 元 素 。 只 需要 计算 出 a;; 的 存储 位 置 , 减 去 它们 之 间 的 差 值 就 可 以 了 。 
即 ww 的 存储 位 置 为 (1)xL-(i- 站 (1)xL+j-i。 也 就 是 说 qj 在 qi 的 左 侧 或 右 侧 ， 存 储 位 置 计 
算 公 式 是 一 样 的 。 
公式 总 结 
按 行 序 ， 用 一 维 数组 (下 标 从 0 开始 ) 存储 L 对 角 和 矩阵 ，qj 的 存储 位 置 为 : 
[GG-DxL+j-i, li-j&a 
-| 零 元 素 不 存储 ，1i-7>d 
3 对 角 和 矩阵 中 wy 的 存储 位 置 为 夺 3(i-1)+j-i=2i+j-3。 
5 对 角 和 窍 阵 中 wy 的 存储 位 置 为 本 5(i-1)+j-i=4i+j-5。 
如 果 一 维 数组 的 下 标 从 1 开始 ， 公 式 后 面 再 加 1 即 可 。 
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3. 按 对 角 线 存储 








对 角 和 矩阵 还 有 一 种 按 对 角 线 的 顺序 存储 方 uu UD 
式 ， 如 图 5-21 所 示 。 
即 对 角 线 作为 0 行 ， 左 侧 分 别 为 1, 2, …, da 、6、8、0 | 以 对 角 线 
行 ， 右 侧 分 别 为 -1, -2, …, -4d 行 。 相 当 于 行 转 交趾 加 
换 为 =i-j， 列 值 j 不 变 ， 把 nxn 的 工 对 角 算 阵 J 
转换 为 Lxn 的 矩阵 ， 如 图 5-22 所 示 。 在 图 5-22 et 
中 ，(a) 和 矩阵 中 的 中 对 应 Cb) 拢 阵 中 的 7， 其 ee 
中 注 交 /。 
jl - 3 4 3 6 
i i320 0 
| 
5|0 0 3 964 
6|0 0 0 4 $1 
(a) 








图 5-22 5 对 角 窍 阵 存 储 〈 按 对 角 线 ) 


在 图 5-22 (b) 所 示 的 矩阵 中 ， 将 其 他 位 置 补 零 ， 如 图 5-23 所 示 。 用 一 维 数 组 s[] (下 
标 从 0 开始 ) 按 行 序 存储 ， 仍 然 采 用 “的 头 去 尾 ” 第 一 行 前 面 和 最 后 一 行 后 面 的 @& 个 0 不 
存储 ， 如 图 5-24 所 示 。 








0 个 -一 [em 2 7 8 5 
0336062 4 
142361 共 LXn-24 个 元 素 
2 9 7 9 3 0 
7 2 3 4 :一 6=| 一 4 个 





图 5-23 5 对 角 和 矩阵 存储 


k 0 | 2 3 二 Lxn—2d-—l 
|2|7|s|s|sl-| sl) 


图 5-24 5 对 角 宅 阵 的 压缩 存储 
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怎么 找到 ww 的 存储 位 置 呢 ? 

首先 看 nxn 的 工 对 角 和 矩阵 按 对 角 线 转换 后 的 Lxn 的 和 矩阵, 如 图 5-25 所 示 。az 之 前 有 2d 
行 ， 每 行 有 个 元 素 ，ay; 所 在 行 左 侧 有 六 1 个 元 素 ， 因 此 qj; 之 前 有 (i'+q)xnt-1 个 元 素 。 因 
为 第 一 行 前 面 的 4 个 0“ 拘 头 去 尾 ” 没 有 存储 ， 所 以 or 之 前 有 (i'+q)xntj-1-4 个 元 素 。az 
的 存储 位 置 为 : (i'+qd)xn+j-1-q。 














个 
ED La Coaxkar2) 
0 有 有 i 十 d 行 
共 (i'+q)xn 个 元 素 
ee ee ee Cd 
OO 1 7 
wa a 0 


图 5-25 ”对 角 线 存储 的 Lxn 的 矩阵 
如 采用 一 维 数组 〈 下 标 从 0 开始 ) 按 行 序 存储 ，azr 的 下 标 为 : 
k=(i+d)xnti—l—d 
又 因为 i 请)， 因 此 对 角 和 矩阵 中 的 ay 下 标 为 : 
k=(i—-j+d)xntij—l—d 
公式 总 结 
按 对 角 线 存储 ， 对 角 和 矩阵 中 的 qj 下 标 为 : 
enet i-jl 忆 a 
零 元 系 不 存储 ， |i-j|l>a 





5.2.4 稀 跑 矩阵 


稀 玖 矩阵 是 指 非 零 元 素 个 数 较 少 ， 且 分 布 没 有 规律 可 言 ， 那 么 少 到 什么 程度 才 算 兢 琉 
呢 ? 一 般 认 为 非 零 元 素 小 于 $% 时 ， 属 于 黎 芷 矩阵 。 当 然 也 没 那 么 绝对 ， 只 要 非 零 元 素 个 数 
远 远 小 于 算 阵 元 又 个 数 ， 束 可 以 认为 是 入 玩 和 矩阵 ， 如 图 5-26 所 示 。 

稀 牙 矩阵 如 何 存储 呢 ? 

为 了 节省 空间 ， 只 需要 记录 每 个 非 零 元 素 的 行 、 列 和 数值 即 可 ， 这 驳 是 三 元 组 存储 法 ， 
如 图 5-27 所 示 。 
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| 
DD 


OO OO OO OO OO OO OO OO Oo So 
OO OO OO OO OO OP OO Oo So 
OO OO OO OO EO OO OO OO Oo So 
OO OO OO OO OO EO OO Oo SO 
OO OO OO OO EO OO OO Oo SO 
OO OO OO % OO OO OO SO SO So 
OO OO OO OO OO OO © 
OO OO OO OO OO OO OO OO Oo So 
OO OO OO OO OO OO OF 避 O 
OO OO OO OO OO OO EO OO Oo So 





lam 
© 


图 5-26 黎 朴 矩阵 图 $-27” 黎 朴 扎 阵 三 元 组 存储 


5.3 


广义 表 是 线性 表 的 推广 ， 也 称 为 列表 。 它 是 n(n 三 0) 个 表 元 素 组 成 的 有 限 序列 ， 记 作 LS 
= (ao, al 02，…, 4n-1)。LS 是 表 名 ，ai 是 表 元 素 ， 它 可 以 是 表 〈 称 为 子 表 )， 也 可 以 是 数据 元 
素 ( 称 为 原子 )。n 为 表 的 长 度 ，n=0 的 广义 表 为 空 表 。 

厂 义 表 最 常见 的 操作 束 是 求 表 尖 和 表 尾 。 

e 表 头 GetHead(L): 非 衬 广义 表 的 第 一 个 元 素 ， 可 以 是 一 个 单元 素 ， 也 可 以 是 一 个 

了 
e 表 尾 GetTail(L): 删除 表 头 元 素 后 余下 的 元 素 所 构成 的 表 。 表 尾 一 定 是 一 个 表 。 
例如 ，D=(a(b),(a(b,c,d)))， 表 长 为 3， 表 头 为 a， 表 尾 为 ((b),(a(bc,d))， 如 网 5-28 所 示 。 


表 尾 


删除 表 头 
D=l(b)(a(b,e.d))) Dasoy) > DA((b)abcd 
1 2 3 


图 5-28 广义 表 


5 4 ET 


题目 : 一 个 3 阶 的 数 季 和 窍 阵 如 下 。 
L223 
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894 

765 

现在 给 定数 字 n(1<n 三 20)， 输 出 4 阶 数字 矩阵。 

解 题 思 路 

这 是 螺旋 状 的 分 布 ， 有 点 像 棒 棒 糖 上 面 的 圆圈 ， 如 图 5-29 ， 
所 示 。 

那么 怎么 解 呢 ? 

一 种 思路 ， 先 填 外 围 一 圈 ， 然 后 把 内 部 看 作 一 个 子 问题 ， 
继续 填充 。 

即 前 面 的 4n-4 个 元 素 顺 时 针 填 充 外 围 ， 剩 下 的 问题 变 成 用 
后 面 的 元 素 填充 一 个 规模 为 n-2 的 子 问 题 。 | 





再 用 剩余 元 取 的 前 面 4(n-2)-4 个 元 素 顺 时 针 填 充 规模 为 n-2 的 子 问 题 外 围 ， 剩 下 的 问 
题 变 成 用 后 面 的 元 又 填充 一 个 规模 为 n-4 的 更 小 的 子 问题 。 

依次 类 推 。 

ee 

换 一 种 思路 : 放出 一 条 好 玩 的 贫 吃 蛇 ， 按 照 右 下 无 上 的 顺序 吧 抹 糙 ， 一 边 吃 香料 ， 一 边 
ee te 


一 RNRRRR SEA 















图 5-30” 仙 吃 蛇 吃 梨 娄 


当 贪 吃 蝶 把 小 香料 吃 完 的 时 候 ,“ 男 风 ” 就 变 成 了 图 5-31 所 示 的 样子 。 

算法 设计 

那么 程序 设计 怎么 做 呢 ? 

因为 贪 吃 蛇 出 动 按照 右 、 下 、 左 、 上 4 个 方向 ， 因 此 先 定义 一 个 方向 偶 移 数组 。 
1) 问 右 : 行 +0， 列 +1。 偏 移 量 : DIR[0].x=0; DIR[0].y=1。 
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2) 问 下 : 行 +1， 列 +0。 偏 移 量 : DIR[1].x=1; DIR[1].y=0。 
3) 回 左 : 行 +0， 列 -1。 侦 移 量 : DIR[2].x=0; DIR[2].y=-1。 
4) 问 上 : 行 -1， 列 +0。 偶 移 量 : DIR[3].x=-1; DIR[3].y=0。 
4 个 方 回 的 偏 移 量 如 图 5-32 所 示 。 


上 偏 移 量 (4,0) 






在 


偏 移 量 (0,-1) 
(x+1,y) 


下 偏 移 量 (1,0) 
图 5-31 ”数字 和 矩阵 图 5-32 4 个 方 癌 偏 移 量 


定义 了 仿 移 数组 后 ， 束 可 以 从 左上 角 开 始 ， 先 同 右 走 ， 只 要 有 和 借 娄 或 未 到 边界 碌 继 续 前 
进 ， 否 则 选择 下 一 个 方向 ( 右 下 左上 顺序 )， 一 直 走 下 去 ， 直 到 拉 出 的 数字 达到 最 大 值 性， 
算法 停止。 

需要 考虑 以 下 两 个 问题 。 

(1) 怎么 知道 有 没有 和 蛋 灯 ? 

因为 吃 了 重 烷 后 ， 这 个 方 格 束 变 成 了 一 个 
大 于 零 的 数字 ， 因 此 可 以 设置 为 0 时 有 重 糕 ， 
否则 没有 香料 。 初 始 状态 全 部 为 0， 如 图 5-33 
所 示 。 

(2) 怎么 知道 有 没有 到 达 边 界 ? 

边界 问题 通常 采用 封锁 的 办 法 ， 本 题 因 为 
不 可 以 超出 四 周边 界 ， 因 此 采用 四 周 封锁 。 议 
置 一 个 无 法 行进 的 数值 ， 即 可 达到 封锁 目的 。 
在 第 0 行 和 第 n+l 行 设 置 数字 -1, 第 0 列 和 第 
n+1 列 设置 数字 -1， 标 识 四 周 无 法 行进 。 四 周 图 5-33 “初始 状态 
封锁 如 图 5-34 所 示 。 


右 
偏 移 量 (0,1) 
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图 5-34 四周 封锁 





做 了 封锁 之 后 ， 再 也 不 用 担心 小 贫 吃 蛇 跑 出 边界 了 ， 它 只 需要 按照 右 下 左上 的 方向 ， 只 
吃 有 香 糕 的 格子 〈 数 值 为 0) 束 可 以 了 。 


代码 实现 


#incljude <iostream> 





#include <algorithm> 


using namespace staqd; 


typedef struct 
{ 
int x; 
int y; 
下 二 症状 下 下 


图 
Position here,next;// 当 前 位 置 ， 下 一 个 位 置 
OSTtiom. TAI=10 1 0 Or 二 和 二 有、 方向 数组 


void Init (int n) 
{ 
for(int i=1; 1i<=nNn; I++) 
{ 
for (int j=1; j<=n; j++) // 方 格 阵列 初始 化 为 0 
WO 
| 
for(int j=0; j<=n+1; j++) // 方 格 阵 列 上 下 围墙 
| 小 下 可可 二 上 交 本 二 本 开光 可 这 二 二 
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for (int ji=0; ji<=n+1; i++) // 方 格 阵列 左右 围墙 
m[i] [0]=m[i] [n+1]=-1; 


void Print (int start,int endi)//start, endi 为 开始 和 结束 下 标 
{ 
for(int i=start; i<=endi; j++) 
{ 
cout<<m[il] [startl]; 
for(int j=start+l; Jj<=endi; JJ++) 
{ 
COUMELe "TNE Tm [1 
} 
cout<<endil;} 
} 
cout<<endgdil;} 


Ly. 原 问题 规模 
void Solve (Int n) 
{ 
here.x=1;// 左 上 角 有 和 蛋 糙 的 位 置 
here .y=1; 
int QIrInadqex=0 ， 
int Pum=1， 
WL 
while (num<n*n) 
{ 
next .x=here.x+DIR[dirIindex| .x; 
next .y=here.y+DIR[dirIindex] .y; 
if (m[next.x] [next.y]==0) // 判 断 下 一 个 位 置 是 否 有 和 集 料 
{ 





m[next.x] [next.y]=++num; // 吃 了 重 糕 ， 拉 出 的 数字 加 1 
here=next; // 以 next 为 当前 位 置 ， 继 续 走 





} 
else 
qirIndqex=(dqirIndqex+1)gs4; 7// 换 下 一 个 方向， 按 丰 下 左上 的 顺序 继续 吃香 糕 





int main() 


{ 


int n=0; 
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区 可 通 二 过 这个 表 生 六 大 于 1 小 于 等 于 20 的 整数 n:"<<endl，; 
Cin>>n; 
while (n<1||n>20) 


{ 
cout<<" 请 输入 大 于 1 小 于 等 于 20 的 整数 n:"<<endl; 


cin>>n; 
} 
Init (n); 
Print (0,n+1); 
Solve (n); 
Print (1,n); 


return 0， 


5D.5 数组 与 广义 表 学 习 秘 籍 


1. 本 章 内 容 小 结 
数组 和 广义 表 都 可 以 看 作 线 性 表 的 推广 。 本 章 讲解 了 数组 、 特 殊 定 阵 的 压缩 存储 以 及 广 
义 表 ， 具 体内 容 如 图 5-35 和 图 5-36 所 示 。 


逻辑 结构 :数组 是 由 相同 类 型 的 数据 元 素 构 成 的 有 限 集合 
以 行 序 为 主 
以 列 序 为 主 


对 称 和 矩阵 
三 角 和 矩阵 
对 角 和 矩阵 
稀 下 和 矩阵 


图 5-35 ”数组 的 主要 内 容 








/存储 结构 :顺序 存储 
数组 


ea 





逻辑 结构 ， 广义 表 是 n 个 表 元 素 组 成 的 有 限 序列 
广义 表 仓储 结构 ， 链 式 存 储 





运算 : 取 表 头 、 取 表 尾 、 求 表 长 
图 5-36 ”广义 表 的 主要 内 容 





2. 和 珑 阵 讨 缩 存储 公式 
虽然 矩阵 压缩 有 多 种 ， 但 存储 地 址 计算 有 一 个 通用 公式 。 
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存储 地 址 计算 秘籍 : aj 的 存储 地 址 等 于 第 一 个 元 素 的 存储 地 址 ， 加 上 前 面 的 元 素 个 数 乘 
以 每 个 元 素 占 用 的 字 市 数 。 计 算 公 式 为 : 
LOC(a, )=LOC( 第 一 个 元 素 )+ (a, 前面 的 元 素 个 数 )x 每 个 元 素 占 的 学 市 


LOC( 第 一 个 元 素 ) 表 示 第 一 个 元 素 的 存储 地 址 ， 即 基地 址 ，LOC(a;) 表 示 qj 的 存储 地 址 。 
存储 下 标 计算 秘籍 ， 如 果 用 一 维 数 组 s[] 存 储 ( 下 标 从 0 开始 )， 则 gj 的 存储 下 标 k 等 于 
qay 前 面 的 元 素 个 数 。 计 算 公 式 为 : 
=a, 朋友 的 元 素 个 数 


如 果 一 维 数组 的 下 标 从 1 开始 ， 公 式 后 面 再 加 1 束 行 了 。 

本 章 讲 了 那么 多 公式 ， 都 跳 不 出 这 两 个 计算 秘籍 ， 所 以 完全 没 必要 死记 公式 ， 除非 记忆 
力 超 强 。 只 需要 掌握 这 两 个 计算 秘籍 ， 结 合 画 图 ， 很 快 就 可 以 计算 出 来 。 

3. 广义 表 运 算 

广义 表 最 常见 的 操作 束 是 求 表 头 和 表 尾 。 

e 表 头 GetHead(D): 非 空 广义 表 的 第 一 个 元 素 , 可 以 是 一 个 单元 素 , 也 可 以 是 一 个 子 表 。 

e 表 尾 GetTail(L): 删除 表 头 元 素 后 余下 的 元 素 所 构成 的 表 。 

例如 ，D=(a(b),(a(b,c,d)))， 表 长 为 3， 表 头 为 a， 表 尾 为 ((b),(a(b,c,d))， 如 网 5-37 所 示 。 


删除 表 头 
D=(@(b),(a,(b,c,d))) po-Qoe (b,c,d))) > DA((b),(a,(b,c,d 
1 2 3 


图 5-37 广义 表 
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前 面 儿 章 讲 的 线性 表 、 栈 、 队 列 、 数 组 、 广 义 表 和 字符 串 ， 都 是 一 对 一 的 线性 关系 。 本 
革 介 绍 的 树 形 结构 是 一 对 多 的 非 线 性 关系 。 无 论 是 顺序 存储 ,还 是 链 式 存储 ,线性 表 均 有 其 
优 缺 点 。 顺 序 存储 可 以 在 OG) 时 间 内 找到 特定 次 序 的 元 素 , 但 是 插入 和 删除 元 么 需要 移动 大 
量 元 素 ， 需 要 O(n) 时 间 ; 而 链 陈 存储 插入 和 删除 元 素 需 要 O(D) 时 间 ， 找 到 特定 次 序 的 元 素 
需要 从 链表 头 部 癌 后 查找 ， 需 要 OU0D) 时 间 。 树 形 结构 络 合 了 两 着 的 优 氮 ， 可 以 在 O(logn) 的 
时 间 内 完成 答 找 、 更 新 、 插 入 、 删 除 等 操作 。 在 实际 应 用 中 ， 很 多 算法 可 以 借助 于 树 形 结构 
高 效 地 实现 。 

树 形 结构 吏 像 一 樟 倒 立 的 树 ， 有 唯一 的 树 根 ， 树 根 可 以 发 出 多 个 分 文 ， 每 个 分 文 也 可 以 
继续 发 出 分 支 ， 树枝 和 树 校 之 间 是 不 相交 的 ， 如 图 6-1 所 示 。 
































图 6-1 树 形 结构 


那么 如 何 定义 树 呢 ? 
可 以 从 集合 论 和 图 论 两 个 角度 定义 树 。 本 章 从 集合 论 的 角度 递归 定义 树 ， 在 第 7 章 将 从 
图 论 的 角度 再 次 定义 树 ， 读 者 可 以 体会 两 种 定义 的 不 同 之 处 。 


0. 1 这 到 是 是 时 时 


6.1.1 树 的 定义 


树 (tree) 是 n(n 三 0) 个 节点 的 有 限 集合 ， 当 n=0 时 ， 为 空 树 ; n>0 时 ， 为 非 空 树 。 任 
意 一 棵 非 空 树 ， 满 足以 下 两 个 条 件 : 

1) 有 且 仅 有 一 个 称 为 根 的 节点 ; 

2) 除根 节点 以 外 ， 其 余 节点 可 分 为 m (并 >0) 个 互 不 相交 的 有 限 集 万 , , …, 7,， 其 
中 每 一 个 集合 本 映 义 是 一 棵 树 ， 并 且 称 为 根 的 子 树 (subtree)。 

例如 ， 一 棵 树 如 图 6-2 所 示 。 该 树 除了 树 根 之 后 ， 又 分 成 了 3 个 互 不 相交 的 集合 TI、 蕊 
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和 77， 这 3 个 集合 本 吴 义 各 是 一 析 树 ， 称 为 根 的 子 树 。 

该 定义 是 从 集合 论 的 角度 给 出 的 树 的 递归 定义 ， 即 把 树 的 布 扣 看 作 一 个 集合 。 除 了 树 根 
以 外 ， 其 余 届 点 分 为 m 个 互 不 相交 的 集合 ， 每 一 个 集合 义 是 一 棣 树 。 

与 树 相关 的 术语 较 多 ， 以 下 一 一 介绍 。 

e 市 太一 一 习 扩 包含 数据 元 素 太 夺 干 指 问 子 树 的 分 文 信息 。 

e 市 点 的 度 一 一 节 扣 拥有 的 子 树 个 数 。 

e 树 的 度 一 一 树 中 节点 的 最 大 度数 。 

e 终端 市 点 一 一 度 为 0 的 市 尽 ， 义 称 为 叶子 。 

e 分 文 放 太一 一 度 大 于 0 的 市 反 。 除 了 叶子 痢 是 分 文 市 反 。 

e 内 部 市 咏 一 一 除了 树 根 和 叶子 部 是 内 部 广 上 所。 

例如 ， 一 棵 树 如 图 6-3 所 示 ， 该 树 的 度 为 3， 其 内 部 节点 和 终端 节点 《叶子 ) 均 用 虚线 
痢 了 起 来 。 




















树 根 


度 为 3 





图 6-2 树 图 6-3 和 树 的 度 





e 市 扩 的 层次 一 一 从 根 到 该 广 点 的 层 数 根 市 后 为 第 1 层 )。 

e 树 的 深度 或 高 度 ) 一 一 指 所 有 市 尽 中 最 大 的 层 数 。 例 如 ， 一 榜 树 如 图 6-4 所 示 ， 
根 为 第 1 层 ， 根 的 子 节点 为 第 2 层 …… 该 树 的 最 大 层次 为 4， 因 此 树 的 深度 为 4。 

e 路 径 一 一 树 中 两 个 市 反之 间 所 经 过 的 市 点 序列 。 

e 路 径 长 度 一 一 购 广 反之 间 路 人 径 上 经 过 的 边 数 。 例 如 ， 一 标 树 如 图 6-5 所 示 ，D 到 A 
的 路 径 为 D 一 B 一 A，D 到 A 的 路 径 长 度 为 2。 由 于 树 中 没有 环 ， 因 此 树 中 任意 两 个 
万 反 之 间 的 路 径 部 是 唯一 的 。 

如 果 把 树 看 作 一 个 族 详 ， 就 成 了 一 棣 家族 树 ， 如 图 6-6 所 示 。 

e 双 杀 、 孩 子 一 一 节点 的 子 树 的 根 称 为 该 节点 的 孩子 ， 反 之 ， 该 节点 为 其 孩子 的 双 杀 。 

e 兄 第 一 一 双 杀 相同 的 季 氮 互 称 元 腊 。 

e 壮 兄 第 一 一 双 茉 是 兄 腊 的 入 氮 互 称 间 元 腊 。 
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e 祖先 一 一 从 该 节点 到 树 根 经 过 的 所 有 节点 称 为 该 节点 的 祖先 。 
e 子孙 一 一 节 扣 的 子 树 中 的 所 有 市 反 邦 称 为 该 市 反 的 子孙 。 








6-5 市 反 的 路 径 


A 是 B、C 的 双亲 








本 本 生硬 
ds 


} B、C 是 A 的 孩子 


bd ed 
-= 
ee 
2 7 
-” - 
mm 


a 


- er- 
四 - 
i 


6-6 家族 树 


但 和 完 和 子孙 的 关系 ， 如 图 6-7 所 示 。D 的 祖先 为 B、A，A 的 于 孙 为 B、C、D、E、F、G。 
e 有 序 树 一 一 市 点 的 各 子 树 从 左 全 右 有 序 ， 不 能 互 换 位 置 ， 如 图 6-8 所 示 。 
e 无 序 树 一 一 证 点 各 子 树 可 互 换 位 置 。 








A 的 子孙 第 2 个 孩子 


,第 3 个 孩子 





a 
wm 


~ 
i 
四 四 四 


第 1 个 孩子 


mw 
ee ”em 


D 的 祖先 为 B、A 
6-7 家 族 树 (祖先 和 子孙 ) 6-8 ”有 序 树 


。 森林 一 由 mm 宇 0) 棵 不 相交 的 树 组 成 的 集合 。 


~ 4 
’ 


异步 社区 lazyren(13059738008) 专 享 请 尊重 版 权 


162 | Eeeitz 古村 





例如 ， 图 6-8 中 的 树 在 删除 树 根 A 后 ， 余 下 的 3 个子 树 构成 一 个 森林 ， 如 图 6-9 所 示 。 
站 
Fs 
图 6-9 ”和 森林 


6.1.2 ” 树 的 存储 结构 


树 形 结构 是 一 对 多 的 关系 ， 除 了 树 根 之 外 ， 每 一 个 节 扣 有 唯一 的 下 接 前 驱 〈 双 亲 )， 除 
本 叶 子 之 外 ， 每 一 个 节 反 有 一 个 或 多 个 直接 后 继 ( 孩 子 )。 那 么 如 何 将 数据 以 及 它们 之 间 的 
逻辑 关系 存储 起 来 呢 ? 

仍然 可 以 采用 顺序 存储 和 和 链 式 存储 两 种 形式 。 

1. 顺序 存储 











顺序 存储 采用 一 段 连 续 的 存储 空间 ,因为 树 @ 
中 节点 的 数据 关系 是 一 对 多 的 逻辑 关系 , 不 仅 要 
存储 数据 元 素 ， 还 要 存储 它们 之 间 的 逻辑 关系 。 ‘B 6G (二 
顺序 存储 分 为 双亲 表示 法 、 孩子 表示 法 和 双亲 孩 
本 表示 庆 ; @ @ (© CD 全 
以 图 6-10 为 例 ， 分 别 讲 述 3 种 存储 方法 。 
(1) 双亲 表示 法 @ 
双亲 表示 法 , 除了 存储 数据 元 素 之 外 ， 还 存 图 6-10 树 





储 其 双亲 节点 的 存储 位 置 下 标 ， 其 中 “--1” 表 示 
不 存在 。 每 一 个 节点 有 两 个 域 ， 即 数据 域 data 和 双 杀 域 parent， 如 图 6-11 (a) 所 示 。 

树 根 A 没有 双亲 ， 双 亲 记 为 -1，B、C、D 的 双亲 为 A， 而 A 的 存储 位 置 下 标 为 0， 
此 ，B、C、D 的 双 杀 记 为 0。 同样 ，E、F 的 双 杀 为 B， 而 了 的 存储 位 置 下 标 为 1， 因此 ，E、 
F 的 双亲 记 为 1。 同 理 ， 其 他 节点 也 这 样 存储 。 

(2) 孩子 表示 法 

孩子 表示 法 是 指 除 了 存储 数据 元 素 之 外 ， 还 存储 其 所 有 和 孩子 的 存储 位 置 下 标 ， 如 图 6-11 
(b) 所 示 。 

A 有 3 个 护 子 B、C 和 D， 而 B、C 和 DD 的 存储 位 置 下 标 为 1、2 和 3， 因 此 将 1、2 和 
3 存 入 A 的 孩子 域 。 同样 ，B 有 2 个 孩子 E 和 FF, 而 E 和 下 的 存储 位 置 下 标 为 4 和 5， 因 此 ， 


























异步 社区 lazyren(13059738008) 专 享 请 尊重 版 权 


6.1 树 | 163 


将 4 和 5 人 存 入 B 的 孩子 域 。 因 为 本 题 中 每 个 节点 都 分 配 了 3 个 孩子 域 ( 想 一 想 ,， 为 什么 ? )， 
B 只 有 两 个 孩子 ， 为 一 个 孩子 域 记 为 -1， 表 未 不 存在 。 同 理 ， 其 他 市 点 也 这 样 存储 。 

(3) 双 节 孩子 表示 法 

双 杀 孩子 表示 法 是 指 除了 存储 数据 元 素 之 外 ， 还 存储 其 双 杀 和 所 有 和 孩子 的 存储 位 置 下 
标 ， 如 图 6-11 (ec) 所 示 。 此 方法 其 实 就 是 在 孩子 表示 法 的 基础 上 增加 了 一 个 双 莱 域 ， 其 他 
的 部 和 孩子 表示 法 相同 ， 是 双 羔 表示 法 和 孩子 表示 法 的 结合 体 。 


data parent data child child child data parent child child child 
































(a) 双亲 表示 法 (b) 孩子 表示 法 (c) 双亲 孩子 表示 法 
图 6-11 树 的 顺序 存储 


以 上 3 种 表示 法 的 优 缺 点 如 下 。 

双亲 表示 法 只 记录 了 每 个 节点 的 双亲 ， 无 法 直接 得 到 该 节点 的 孩子 ; 孩子 表示 法 可 以 得 
到 该 节点 的 孩子 , 但 是 无 法 直接 得 到 该 节点 的 双亲 ,而 且 由 于 不 知道 每 个 节点 到 底 有 多 少 个 
孩子 ， 因 此 只 能 按照 树 的 上 度 ( 树 中 节点 的 最 大 上 度 ) 分 配 孩 子 空间 ， 这 样 做 可 能 会 当 费 很 多 至 
间 。 双 亲 孩 子 表示 法 是 在 孩子 表示 法 的 基础 上 ， 增 加 了 一 个 双亲 域 ， 可 以 快速 得 到 节点 的 双 
亲 和 和 孩子， 其 缺点 和 孩子 表示 法 一 样 ， 可 能 浪费 很 多 空间 。 

2. 链 式 存储 

由 于 树 中 每 个 节点 的 孩子 数量 无 法 确定 ， 因 此 在 使 用 链 式 存储 时 ,孩子 指针 域 不 确定 分 
配 多 少 个 合适 。 如 末末 用 “ 措 构 型 ”数据 结构 ， 每 个 市 点 的 指针 域 个 数 按照 节点 的 孩子 数 分 
配 ， 则 数据 结构 描述 困难 ;如 果 采 用 每 个 节点 都 分 配 固定 个 数 〈 如 树 的 度 ) 的 指针 域 ， 则 浪 
费 很 多 空间 。 可 以 考虑 两 种 方法 存储 : 一 种 是 采用 邻接 表 的 思路 ， 将 和 点 的 所 有 护 子 存储 在 
一 个 单 链表 中 ， 称 为 孩子 链表 表示 法 ; 男 一 种 是 及 用 二 义 链表 的 思路 ， 左 指针 存储 第 一 个 孩 
子 ， 石 指针 存储 右 兄 第 ， 称 为 孩子 兄 贡 表示 法 。 

(1) 孩子 链表 表示 法 

芒 子 链表 表示 法 类 似 于 邻 技 表 ， 表 头 包 含 数 据 元 素 并 指 同 第 一 个 孩子 指针 ， 将 所 有 护 子 
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放 入 一 个 单 链 表 中 。 在 表 头 中 ，data 存储 数据 元 素 ，first 为 指 问 第 1 个 孩子 的 指针 。 单 链表 
中 的 节点 记录 该 节点 的 下 标 和 下 一 个 节点 的 地 址 。 仍 以 图 6-10 为 例 ， 其 孩子 链表 表示 法 如 
图 6-12 所 示 。 








data first 








6-12 ”孩子 链表 表示 法 


A 有 3 个 孩子 B、C 和 D， 而 B、C 和 D 的 存储 位 置 下 标 为 1、2 和 3， 因 此 将 1、2 和 
3 放 入 单 链表 中 链接 在 A 的 first 指针 域 。 同样，B 有 2 个 孩子 E 和 F, 而 E 和 下 的 存储 位 置 
下 标 为 4 和 5， 因 此 , 将 4 和 5 放 入 单 链表 中 链接 在 B 的 first 指针 域 。 同 理 ， 其 他 节点 也 这 
样 存储 。 

孩子 链表 表示 法 中 ， 如 果 在 表 头 中 再 增加 一 个 双 杀 域 parent， 则 为 双亲 孩子 链表 表 
示 法 。 

(2) 护卫 元 冲 胡 不 法 第 一 个 孩子 数据 右 兄 弟 

I 除了 存储 数据 元 素 之 外 ， 还 有 两 个 指针 域 lchild ] data : rchild 
lchild 和 rchild， 被 称 为 二 叉 链 表 。1child 存储 第 一 个 EE 
孩子 地 址 ，rchild 存储 右 兄 第 地 址 。 其 市 点 的 数据 结 
构 如 图 6-13 所 示 。 图 -6:13”， 二 义 侵 下 

仍 以 图 6-10 为 例 ， 其 孩子 兄弟 表示 法 如 图 6-14 所 示 。 

A 有 3 个 孩子 B、C 和 DD， 其 长 子 (第 一 个 孩子 ) B 作为 A 的 左 孩 子 ，B 的 右 指针 存储 
其 右 兄 第 C，C 的 右 指 针 存 储 其 右 兄 第 D。 

B 有 2 个 孩子 E 和 F， 其 长 子 E 作 为 B 的 左 孩子 ，E 的 右 指针 存储 其 右 兄弟 下 。 

C 有 1 个 孩子 G， 其 长 子 G 作为 C 的 左 孩子 。 

D 有 2 个 孩子 也 和 I， 其 长 子 互 作为 D 的 左 孩 子 ，H 的 右 指 针 存 储 其 右 兄弟 I。 

G 有 1 个 孩子 J， 其 长 子 J 作 为 G 的 左 孩 子 。 
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图 6-14 ”孩子 兄 第 表示 法 





孩子 兄 第 表示 法 的 秘诀: 长子 当 作 左 孩 子 ， 匈 第 关系 癌 右 冬 。 


6.1.3 树 、 条 林 与 二 又 树 的 转换 


根据 树 的 孩子 兄 脂 表示 法 ,任何 一 棵 树 都 可 以 根据 秘诀 转换 为 二 又 链表 来 存储 。 二 又 链 
表 和 存储 法 中 ， 每 个 市 点 都 有 两 个 指针 域 ， 也 称 为 二 又 树 表示 法 。 这 样 ， 任 何 的 树 和 条 林 都 可 
以 转换 为 二 叉 树 ， 其 存储 方式 简单 多 了 。 这 残 完 类 地 解决 了 树 中 孩子 数量 无 法 确定 ， 难 以 分 
配 空 间 的 问题 。 

树 转 换 为 二 又 树 的 秘诀 : 长 子 当 作 左 孩子 ， 见 第 关系 辣 石 斜 。 

1. 树 和 二 叉 树 的 转换 

根据 树 转换 为 三 又 树 的 秘诀 ， 可 以 把 任何 一 标 树 转换 为 二 又 树 ， 如 图 6-15 所 示 。 
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6-15 树 转换 为 二 又 树 


A 有 3 个 孩子 B、C 和 了 D， 其 长 子 B 作为 A 的 左 孩子 ， 三 兄弟 B、C 和 D 在 右 斜 线 上 。 
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B 有 2 个 孩子 E 和 F， 其 长 子 E 作 为 B 的 左 孩 子 ， 两 兄弟 E 和 下 在 右 斜 线 上 。 

D 有 2 个 孩子 G 和 HH， 其 长 子 G 作为 D 的 左 孩 子 ， 两 兄弟 G 和 HH 在 右 斜 线 上 。 

G 有 1 个 孩子 I， 其 长 子 I 作为 G 的 左 孩子 。 

那么 二 叉 树 怎 么 还 原 为 树 呢 ? 

仍然 根据 树 转换 二 又 树 的 秘诀 : 长 子 当 作 左 孩子 ,兄弟 关系 向 右 斜 。 反 操作 即 可 ， 如 网 6-16 
所 示 。 


CA) 
二 又 树 还 原 机 外 @ 风 
. 和 的 6 
全 





图 6-16 二叉树 还 原 为 树 
B 是 A 的 左 孩 子 ， 说 明 B 是 A 的 长 子 : B、C 和 DD 在 右 斜 线 上 ,说明 B、C 和 DD 是 见 


和 脂 ， 它 们 的 父 杀 都 是 A。 
E 是 B 的 左 孩 子 ， 说 明 E 是 B 的 长 子 ;，E 和 下 在 右 斜 线 上 ， 说 明 EE 和 下 是 兄 革 ,它们 





的 父 杀 都 是 B。 
G 是 DD 的 左 孩 子 ， 说明 G 是 DD 的 长 子 ; G 和 HH 在 右 斜 线 上 ,说明 G 和 HH 是 兄弟 ， 它 
们 的 父 杀 都 是 D。 


I 是 G 的 左 孩子 ， 说 明 I 是 G 的 长 子 。 

是 不 是 有 点 像 孙悟空 火眼金睛 的 感觉 ? 一 看 B、C、D 在 右 斜 线 上 ， 束 知道 它们 是 亲 
见 第 。 

2. 和 森林 和 二 叉 树 的 转换 

森林 是 由 m (m 宇 0) 标 不 相交 的 树 组 成 的 集合 。 

可 以 把 森林 中 的 每 棵 树 的 树 根 看 作 兄 第 关系 ， 因 此 3 棵 树 的 树 根 B、C 和 了 D 是 兄弟 ， 兄 
第 关系 在 右 斜 线 上 ， 其 他 的 转换 和 树 转 二 又 树 一 样 ， 长 子 当 作 左 孩子 ， 兄 弟 关 系 向 右 斜 。 或 
者 把 森林 中 的 每 一 标 树 转换 成 二 叉 树 , 然后 把 每 标 树 的 根 节 点 连接 在 右 斜 线 上 即 可 , 如 图 6-17 
所 示 。 
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6-17 和 森林 转换 为 二 叉 树 
同 理 ， 二 义 树 也 可 以 还 原 为 森林 ， 如 图 6-18 所 示 。 






XK .、 二 叉 树 还 原 为 森林 





. - 
Ey 
-= 


首先 看 到 B、C 和 DD 在 右 斜 线 上 ， 说 明 它 们 是 兄弟 ， 将 其 断 开 ， 那 么 B 和 其 子孙 是 第 1 
株 二 又 树 ，C 是 第 2 柠 二 又 树 ， 那 么 D 和 其 子孙 是 第 3 柠 二 又 树 ， 再 按照 二 又 树 还 原 树 的 规 
则 ， 将 这 3 株 二 又 树 分 别 还 原 为 树 即 可 。 

由 于 普通 的 树 每 个 和 节点 的 子 树 个 数 不 同 ， 存 储 和 运算 都 比较 困难 ， 因 此 在 实际 应 用 中 ， 
可 以 将 树 或 秩 林 转换 为 二 又 树 ， 然 后 进行 存储 和 运算 。 二 者 存在 唯一 的 对 应 关系 ， 因 此 不 影 
响 其 结果 。 


AN 一 品 








G6.2 Pskovh;y 


本义 树 (binary tree) 是 n(n 三 0) 个 节点 构成 的 集合 ， 它 或 为 裕 树 (n=0)， 或 满足 以 下 
两 个 条 件 : 

1) 有 且 仅 有 一 个 称 为 根 的 和 点 ; 

2) 除根 市 点 以 外 ， 其 余 节 点 分 为 两 个 互 不 相交 的 子 集 了 和 了 且 ， 分 别称 为 了 的 左 子 树 和 
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右 子 树 ， 且 TI 和 了 D 本 映 痢 十 二 义 树 。 

二 叉 树 是 一 种 特殊 的 树 ， 它 最 多 有 两 个 子 树 ， 分 别 为 左 子 树 和 右 子 树 ， 二 者 是 有 序 的 ， 
不 可 以 互 换 。 也 束 是 说 ， 二 文 树 中 不 存在 度 大 于 2 的 节 操 。 

二 义 树 一 共有 5 种 形态 ， 如 图 6-19 所 示 。 


I 


空 树 只 有 根 只 有 左 子 树 只 有 右 子 树 左右 子 树 都 有 
图 6-19 二 又 树 的 5 种 形态 


二 叉 树 的 结构 最 简单 ， 规 律 性 最 强 ， 因 此 通常 被 作为 重点 讲解 。 
6.2.1 ”二叉树 的 性 质 


性 质 1: 在 二 又 树 的 第 i 层 上 至 多 有 2” 个 节点 。 

例如 ， 一 棵 二 又 树 如 图 6-20 所 示 。 由 于 二 叉 树 每 个 节点 最 多 有 2 个 孩子 ， 第 一 层 树 根 
为 1 个 节点 ， 第 二 层 最 多 为 2 个 节点 ， 第 三 层 最 多 有 4 个 节点 ， 因 为 上 一 层 的 每 个 节点 最 多 
有 两 个 孩子 ， 因 此 当前 层 最 多 是 上 一 层 节 点 数 的 2 倍 。 


















































90 


2! 个 节 凡 





2 个 节 扩 





图 6-20 二 义 树 每 层 的 最 大 节 扣 数 





使 用 数学 归纳 法 证 明 如 下 。 

j=1 时 : 只 有 一 个 根 节点 ，2 一 =2 =1。 

i>1 时 : 假设 第 天 1 层 有 2“ 个 节点 ， 而 第 i 层 节点 数 最 多 是 第 -1 层 的 2 倍 ， 即 第 i 层 
节点 数 最 多 有 2X2 一 -2 。 

性 质 2: 深度 为 k 的 二 又 树 至 多 有 2-1 个 节点 。 

证 明 : 如 果 深 夏 为 的 二 叉 树 ， 每 一 层 都 达到 最 大 厄 点 数 ， 如 图 6-21 所 示 ， 把 每 层 的 
节点 数 加 起 来 就 是 整 棵 二 义 树 的 最 大 市 点 数 。 
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Kk 
>》2” =2 +2+…+2 =2* -1 


i=] 


第 1 层 ”20 个 节点 


第 2 层 ”2! 个 节点 


- 第 3 层 22 个 节点 





EE 和 Se 第 此 层 2 个 节点 
图 6-21 深度 为 k 的 二 又 树 最 大 市 点 数 


性 质 3: 对 于 任何 一 棵 二 又 树 ， 知 叶子 数 为 no。， 度 为 2 的 布 态 数 为 n2， 则 no=n2+1。 

证 明 : 二 又 树 中 的 市 点 大 数 不 超过 2， 因此 一 共有 3 种 市 点 ， 即 度 为 0、 度 为 1、 上 度 为 2。 
设 二 又 树 总 的 节点 数 为 m， 度 为 0 的 市 点 数 为 m， 度 为 1 的 市 点 数 为 m1， 用 为 2 的 市 点 数 为 
n2， 忆 市 反 数 等 于 3 种 布 皮 数 之 和 ， 即 n=notnitn2。 

而 总 节点 数 又 等 于 “分 支 数 b+1”， 即 n=b+1。 为 什么 昵 ? 如 图 6-22 所 示 ， 从 下 向 上 看 ， 
每 一 个 节点 对 应 一 个 分 文 ， 只 有 树 根 没有 对 应 分 文 ， 因 此 总 的 节点 数 为 “分 文 数 b+1 ”。 

而 分 文 数 5 怎么 计算 呢 ? 

如 图 6-23 所 示 ， 从 上 向 下 看 ， 每 个 度 为 2 的 市 点 产生 2 个 分 文 ， 度 为 1 的 市 把 产生 1 
个 分 文 ， 度 为 0 的 市 扩 没 有 分 文 ， 因 此 分 文 数 b=n1+2n2， 则 n=b+1=m1+2n2+1。 而 前 而 已 经 


得 到 n=notni1tn,, 两 式 联 合 得 : no=n2+1]。 


el 


图 6-22 二 又 树 节点 数 (从 下 向上 看 ) 图 6-23 ”二 又 树 节点 数 (从 上 疝 下 看 ) 
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可 杏 玫 区 








有 两 种 比较 特殊 的 二 又 树 ， 满 二 又 树 和 完全 二 又 树 。 
。 满 二 又 树 ， 一 要 深度 为 上 且 有 2* -1 个 节点 的 二 又 树 。 满 二 又 树 每 一 层 都 “充满 ” 
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了 克 点 ， 达 到 最 大 世 氮 数 ， 如 图 6-24 所 示 。 

e 完全 二 义 树 : 除了 最 后 一 层 外 ， 每 一 层 都 是 满 的 《达到 最 大 节点 数 )， 最 后 一 层 布 所 
古 从 左 回 右 出 现 的 。 深度 为 的 完全 二 又 树 , 当 且 仅 当 其 每 一 个 市 上 部 与 深度 为 的 
满 二 又 树 中 编写 1~n 的 市 反 一 一 对 应 。 例 如, 完全 二 叉 树 如 图 6-25 所 示 , 它 和 图 6-24 
的 满 二 又 树 编号 一 一 对 应 。 完 全 二 又 树 除 了 最 后 一 层 ， 前 和 面 每 一 层 都 是 满 的 ， 最 后 一 
屋 必 须 从 左 问 右 排 刚 。 也 束 古 说 ， 如 果 2 没有 左 孩 子 ， 束 个 可 以 有 右 护 子 ， 如 来 2 没 
有 右 孩 子 ，3 不 可 以 有 元 孩子 。 



































图 6-24 满 二 又 树 图 6-2$ ”完全 二 又 树 


性 质 4: 具有 n 个 节点 的 完全 二 叉 树 的 深度 必 为 Llogzn| +1。 

证 明 : 假设 完全 二 叉 树 的 深度 为 £， 那么 除了 最 后 一 层 外 ， 前 -1 层 都 是 满 的 ， 最 后 一 层 
最 少 有 一 个 节点 ， 如 图 6-26 所 示 。 最 后 一 层 最 多 也 可 以 充满 节点 ， 即 2 外 个 节点 ， 如 图 6-27 
所 示 。 








第 1 层 ”20 个 节点 


第 2 层 ”31 个 节点 





”第 3 层 “22 个 节点 “ 广 2 和 个 节 后 


下 汪 第 1 层 2 个 节 走 
€ ee 第 t 层 1 个 节点 


图 6-26 ”完全 二 又 树 〈 最 后 一 层 最 少 有 1 个 节操 ) 





因此 ，2 生 入 1 和 膛 2 生 1， 右边 放大 后 ，2 和 过 pm<2， 同 时 取 对 数 ， 有 1 受 log2z<Kk， 所 以 
[logyn4+1。 其 中 ,| | 表示 取 下 限 ，|xj 表 示 小 于 x 的 最 大 整数 ， 如 |L3.6 上 3。 
例如 ， 一 棵 完全 二 又 树 有 10 个 节点 ， 那 么 该 完全 二 又 树 的 深度 为 flogs10+1=4。 
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第 1] 层 “20 个 节点 
第 2 层 ”2! 个 节点 


第 3 层 ”2 个 节点 2 个 节 所 





i ee 第 大 1 层 242 个 节点 


A Cl. hh det tnt seeeee 第 k 层 2 所 个 节点 
图 6-27 完全 二 义 树 (最 后 一 层 最 多 有 2” 个 节点 ) 








性 质 $: 对 于 完全 二 叉 树 ， 若 从 上 至 下 、 从 左 至 右 编 号 ， 则 编号 为 i 的 节点 ， 其 左 孩子 
编号 必 为 2?， 其 右 孩 子 编号 必 为 2i +1， 其 双亲 的 编号 必 为 i/2。 

完全 二 叉 树 的 编号 ， 如 图 6-28 所 示 。 

例如 ， 一 棵 完全 二 叉 树 ， 如 图 6-29 所 示 。2 号 节点 的 双亲 节点 为 1， 左 孩子 为 4， 碳 和 孩 
子 为 5; 3 号 节点 的 双亲 节点 为 1， 左 孩 子 为 6， 石 护 子 为 7。 


~ A 


图 6-28 ”完全 二 又 树 编号 图 6-29 ”完全 二 叉 树 


例题 1: 一 棵 完全 二 又 树 有 1 001 个 节点 ， un 点 的 个 数 是 多 少 ? 

解 题 思路 : 首先 找到 最 后 一 个 节点 1001 的 双亲 节点 ， 其 双亲 节点 编写 为 1 001/2=500， 
该 廊 点 是 最 后 一 个 拥有 护 子 的 节点 ， 其 后 看 全 是 叶子 ， We 500=501 个 叶子 ， 如 图 6-30 
所 示 。 

例题 2: 一 棵 完全 二 叉 树 第 6 层 有 8 个 叶子 ， 则 该 完全 二 叉 树 最 少 有 多 少 节 点 ， 最 多 有 
多 少 个 节点 ? 


PAAA) 
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解 题 思路 : 完全 二 又 树 的 叶子 分 布 在 
最 后 一 层 或 倒数 第 二 层 ， 因 此 该 树 有 可 能 
为 6 层 或 7 层 。 

节点 最 少 的 情况 (6 层 ): 8 个 叶子 在 
最 后 一 层 ， 即 第 6 层 ， 前 5 层 是 满 的 。 如 
图 6-31 所 示 ， 最 少 有 2 -1+8=39 个 节点 。 

节点 最 多 的 情况 (7 层 ): 8 个 叶子 在 
倒数 第 二 层 ， 即 第 6 层 ， 前 6 层 是 满 的 ， 
第 7 层 最 少 缺失 了 8X2 个 节点 ， 因 为 第 6 
层 的 8 个 叶子 如 果 生 成 孩子 的 话 ， 会 有 16 
个 节点 。 如 图 6-32 所 示 ， 最 多 有 2 一 1-16 
=111 2 人 局。 








图 6-30 “完全 二 又 树叶 子 数 
pd Wa 


2! 个 节 凡 


25--1 个 节操 
2 个 节 扩 


第 5 层 24 个 节点 
仿 第 6 层 。 8 个 叶子 节点 


图 6-31 完全 二 又 树 (最 少 情况 ) 


2° 个 节 凡 








2! 个 节 扣 


22 个 节点 271=16 个 节点 





不 时 这 = 
Ee— 


四 jo 第 6 层 25 个 节点 
ie . 人 第 7 层 。 26-16 个 节点 


图 6-32” 完全 二 义 树 (最 多 情况 ) 
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6.2.2 二叉树 的 存储 结构 


1. 顺序 存储 

二 又 树 也 可 以 采用 顺序 存储 ， 按 完全 二 又 树 的 节点 层次 编号 ， 依 次 存放 二 又 树 中 的 数据 
元 素 。 完 全 二 又 树 很 适合 顺序 存储 方式 ， 图 6-29 所 示 的 完全 二 又 树 的 顺序 存储 结构 如 网 6-33 
所 不。 








图 6-33 ”完全 二 又 树 的 顺序 存储 











而 伍 通 二 又 树 (如 图 6-34 所 示 ) 在 顺序 存储 时 需要 补充 为 完全 二 又 树 ， 在 对 应 完全 二 
又 树 没 有 孩子 的 位 置 补 0， 如 图 6-35 所 示 。 其 顺序 存储 结构 如 图 6-36 所 未。 





图 6-34 ”普通 二 又 树 图 6-35 ”普通 二 又 树 〈 补 0) 


国 目 面 因 加 加 本 国 轨 国 


图 6-36 “普通 二 又 树 的 顺序 存储 








显然 ， 兽 通 二 又 树 不 适合 顺序 存储 方式 ， 因 为 有 可 和 
能 在 补充 为 完全 二 义 树 过 程 中 ， 补 充 太 多 的 0， 而 浪费 
大 量 空间 ， 因 此 普通 二 又 树 可 以 使 用 链 式 存储 。 BB ;© 
2. 链 式 存储 D) 外 全 
二 叉 树 最 多 有 两 个 “又 ”， 即 最 多 有 两 棵 子 树 ， 如 
图 6-37 所 示 。 (3 
二 又 树 采用 链 式 存储 方式 : 每 个 节点 包含 一 个 数据 图 6-37 二 又 树 
域 ， 存 储 节 点 信息 ; 还 包含 两 个 指针 域 ， 指 问 左 右 两 个 孩子 。 这 种 存储 方式 称 为 二 叉 链 表 ， 
其 结构 如 图 6-38 所 示 。 
本义 链表 节点 的 结构 体 定义 如 图 6-39 所 示 。 
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元 素 类 型 ， 需 要 什么 : 











typedef jstruct Bnod : ! 
类 型 就 写 什 么 类 型 “ 交 、 [PEEE "PU 和 车 孩子 指针 
左 孩 了 数据 右 孩 了 
lchild | data | rchil ; 用 typedef 将 结构 体 E 
ee 2 等 价 于 类 型 名 梁 -… | 
:Bnode， 指 针 Btree pee 
图 6-38 ”二 又 链表 的 结构 图 6-39 二 又 链表 的 结构 体 





于 是 ， 图 6-37 中 的 二 叉 树 就 可 以 存储 为 二 又 链表 的 形式 ， 如 网 6-40 所 示 。 

一 般 情 况 下 ， 二 又 树 采 用 二 又 链表 存储 即 可 ， 但 是 在 实际 问题 中 ， 如 宋 经 种 需要 访问 双 
菜 广 把 ， 二 又 链 表 存 储 则 必须 从 根 出 友 俘 找 其 双亲 扩 点 ， 这 样 做 非常 琴 焕 。 例如， 在 图 6-40 
中 ， 如 果 想 找 F 的 双亲 ， 就 必须 从 根 市 点 A 出 发 ， 先 访问 C， 再 访问 F， 此 时 才能 返回 下 的 
双 莱 为 C。 为 了 解决 这 一 问题 ， 可 以 增加 一 个 指 问 双 莱 市 扣 的 指针 域 ,这样 每 个 市 点 束 包含 
3 个 指针 域 ， 分 别 指 问 两 个 孩子 市 点 和 双 莱 市 皮 ， 还 包含 一 个 数据 域 ， 用 来 存储 市 点 信息 。 
这 种 存储 方式 称 为 三 义 链表 ， 三 又 链 表 结 构 如 图 6-41 所 示 。 



































左 孩 子 数据 久 双 灯 右 孩 子 





图 6-40 ”二 又 链表 图 6-41 三 又 链表 的 结构 


三 义 链 表 市 点 的 结构 体 定义 如 图 6-42 所 示 。 


元 素 类 型 ， 需 要 什么 
类 型 就 写 什么 类 型 


:用 typedef 将 结构 体 
等 价 于 类 型 名 二 于 
: Bnode， 指 针 Btree ; 右 孩 子 指针 ;; 双亲 指针 


Lemo--000000020000200 oo-0200000000--= 





图 6-42 三 义 链 表 的 结构 体 





于 是 ， 图 6-37 中 的 三 叉 树 也 可 以 存储 为 三 又 链表 的 形式 ， 如 图 6-43 所 示 。 
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图 6-43 ”三叉 链 表 


6.2.3 ”二叉树 的 创建 


如 果 对 二 又 树 进 行 操 作 ， 必 须 先 创建 一 标 二 又 树 。 如 何 创建 一 哥 二 又 树 呢 ? 

从 二 叉 树 的 定义 殉 可 以 看 出 ， 它 是 递归 定义 的 〈 除 了 根 忆 外 ， 左 、 右 子 树 也 是 一 标 二 又 
树 )， 因 此 可 以 用 递归 来 创建 二 又 树 。 

递归 创建 二 叉 树 有 两 种 方法 ， 分 别 是 询问 法 和 补 空 法 。 

1. 询问 法 

每 次 输入 节点 信息 后 ， 询 问 是 否 创建 该 节点 的 左 子 树 ， 如 果 是 ， 则 递归 创建 其 左 子 树 ， 
否则 其 左 子 树 为 空 ; 询问 是 人 否 创建 该 节点 的 右 子 树 ， 如 果 是 ， 则 递归 创建 其 右 子 树 ， 人 否则 其 
石子 树 为 容 。 

算法 步骤 

1 ) 输入 节点 信息 ， 创 建 一 个 节点 7。 

2) 询问 是 否 创 建 7 的 左 子 树 ， 如 果 是 ， 则 递归 创 
建 其 左 子 树 ， 人 否则 其 左 子 树 为 NULL。 

3) 询问 是 售 创 建 了 的 右 子 树 ， 如 末 是 ， 则 递归 创 
建 其 右 子 树 ， 人 否则 其 右 子 树 为 NULL。 

完美 图 解 

例如 ， 一 棵 二 叉 树 如 图 6-44 所 示 。 该 二 又 树 的 创 
建 过 程 如 下 。 图 6-44 ”二 又 树 

1) 请 输入 节点 信息 : 

A 

输入 后 创建 节点 A， 如 图 6-45 所 示 。 

2) 是 否 添 加 和 A 的 左 孩 子 ? (Y/N) 

Y 

3) 请 输入 节点 信息 : 
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B 
输入 后 创建 节点 B， 作 为 A 的 左 孩 子 ， 如 图 6-46 所 示 。 





图 6-45 ”二 又 树 的 创建 过 程 1 图 6-46 ”二叉树 的 创建 过 程 2 


4) 是 否 添 加 B 的 左 孩 子 ? (Y/N) 


Y 
S ) 请 输入 节 点 信息 : 
D 


输入 后 创建 闻 点 D， 作 为 B 的 左 孩 子 ， 如 图 6-47 所 示 。 
6) 是 否 添 加 D 的 左 孩 子 ? (Y/N) 


N 
7) 是 否 添加 D 的 右 孩 子 ? (Y/N) 
N 


输入 后 D 的 左右 孩子 均 为 定 ， 如 图 6-48 所 示 。 





图 6-47 二 又 树 的 创建 过 程 3 图 6-48 二叉树 的 创建 过 程 4 


8) 是 否 添加 B 的 右 孩 子 ” (YAN) 


Y 
9 ) 请 输入 节 电信 县 。 
上 


输入 后 创建 节点 EE， 作为 B 的 右 孩 子 ， 如 图 6-49 所 示 。 
10) 是 否 添 加 E 的 左 孩 子 ? (Y/N) 

N 

11) 是 否 添加 EE 的 右 孩 子 ? (Y/N) 
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N 
输入 后 EE 的 左右 孩子 均 为 宇 ， 如 图 6-50 所 示 。 





图 6-49 二叉树 的 创建 过 程 $ 图 6-50” 二 又 树 的 创建 过 程 6 


12) 是 否 添 加 A 的 右 孩 子 ? (Y/N) 

Y 

13) 请 输入 方 点 信息 : 

C 

输入 后 创建 节点 C， 作 为 A 的 右 孩 子 ， 如 图 6-51 所 示 。 
14) 是 否 添 加 C 的 左 孩子 ? (Y/N) 


Y 
] ) 请 输入 广 je 县 。 
F 


输入 后 创建 节点 fF， 作为 C 的 左 孩 子 ， 如 图 6-52 所 示 。 





图 6-51 二 又 树 的 创建 过 程 7 图 6-52 ”二叉树 的 创建 过 程 8 
16) 是 否 添加 下 的 左 孩 子 ? (Y/N) 


N 
皮下 的 左 孩 子 为 定 ， 如 图 6-53 所 示 。 
17) 是 否 添加 F 的 右 孩 子 ” (Y/N) 


Y 
] 8 ) 请 输入 贡 过 入 县 。 
G 
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输入 后 创建 节点 G， 作 为 F 的 右 孩 子 ， 如 图 6-53 所 示 。 
19) 是 否 添加 G 的 左 孩 子 ? (Y/N) 


N 
20) 是 否 添加 G 的 右 孩 子 ? (Y/N) 
N 


输入 后 G 的 左右 孩子 均 为 宇 ， 如 图 6-54 所 示 。 





图 6-53 二叉树 的 创建 过 程 9 图 6-54 ”二叉树 的 创建 过 程 10 


21) 是 否 添加 C 的 右 孩 子 ? (Y/N) 


N 
输入 后 C 的 右 孩 子 为 定 ， 如 图 6-55 所 示 。 











图 6-55 二叉树 的 创建 过 程 11 


22) 二 叉 树 创建 完毕 。 


代码 实现 
vold createtree (Btree grT) / /创建 二 叉 树 函数 (询问 法 ) 
{ 
char check; / /判断 是 否 创建 左右 孩子 
T=new Bnode; 
cout<<" 请 输入 节点 信息 :"<xendl， // 输 入 根 节 点 数据 


Cin>>T->data; 
cout<<" 是 否 添加 "<<T->data<<" 的 左 孩 子 ? (Y/N)"<<endl; // 询 问 是 否 创建 工 的 左 子 树 


Cin>>check; 
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ijf (check=="'Y'") 

createtree (T->lchild);) 
else 

T->lchild=NULL; 
cout<<" 是 否 添 加 "<<T->data<<" 的 右 孩 子 ? (Y/N)"<<endl; // 询 问 是 否 创建 工 的 右 子 树 
cin>>check; 
ijf (check=="'Y'") 

createtree (T->rchild);) 
else 

T->rchild=NULL; 

} 


2， 补 空 法 

补 衬 法 是 指 如 和 果 左 子 树 或 右 子 树 为 空 时， 则 用 特殊 字符 人 补 宇 ， 如 “# >”， 然 后 按照 根 、 磊 
子 树 、 右 子 树 的 顺序 ， 得 到 先 序 壳 历 序列 ， 根 据 该 序列 递归 创建 二 又 树 。 

算法 步骤 

1) 输入 补 空 后 的 二 叉 树 先 序 过 有 历 序 列 。 

2) 如 果 ch==- 如 ，T=NULL; 否则 创建 一 个 狐 节 点 T， 令 工 >data=ch; 递归 创建 工 的 左 
子 树 ; 递归 创建 的 右 子 树 。 

完美 图 解 

例如 ， 一 棣 二叉树 如 图 6-56 所 示 。 

首先 将 该 二 叉 树 补 至 ， 和 孩子 为 空 时 补 上 特殊 符号 “# >”， 如 图 6-57 所 示 。 














图 6-56 二叉树 图 6-57 ”二叉树 补 空 


二 又 树 补 空 后 ( 见 图 6-57〉 的 先 序 裔 历 序列 为 : ABD##E##CF#G###。 

该 二 又 树 的 创建 过 程 如 下 。 

1) 首先 读 取 第 1 个 字符 A， 创 建 一 个 新 节点 ， 如 图 6-58 所 示 ， 然 后 递归 创建 A 的 左 
子 树 。 

2) 读 取 第 2 个 字符 B， 创 建 一 个 新 节点 ， 作 为 A 的 左 子 树 ， 如 图 6-59 所 示 ， 然 后 递归 
创建 B 的 左 子 树 。 
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图 6-58” 二叉树 的 创建 过 程 1 图 6-59 二叉树 的 创建 过 程 2 


3) 读 取 第 3 个 字符 D， 创 建 一 个 新 节点 ， 作 为 了 B 的 左 子 树 ， 如 图 6-60 所 和 示 ， 然 后 递归 
创建 DD 的 左 子 树 。 

4) 读 取 第 4 个 字符 #， 说 明 D 的 左 子 树 为 空 ， 如 图 6-61 所 示 ， 然 后 递归 创建 了 D 的 右 
子 树 。 





图 6-60 “二叉树 的 创建 过 程 3 图 6-61 二叉树 的 创建 过 程 4 


5) 读 取 第 5 个 字符 #， 说 明了 的 右 子 树 为 室 ， 如 
图 6-62 所 示 ， 然 后 递归 创建 B 的 右 子 树 。 

6) 读 取 第 6 个 字符 E， 创建 一 个 新 节点 ， 作 为 B 
的 右 子 树 , 如 图 6-63 所 示 , 然 后 递归 创建 三 的 左 子 树 。 

7) 读 取 第 7 个 字符 #， 说 明正 的 左 子 树 为 定 ， 如 
图 6-64 所 示 ， 然 后 递归 创建 瑟 的 右 子 树 。 








图 6-63” 二叉树 的 创建 过 程 6 图 6-64 ”二叉树 的 创建 过 程 7 
8) 读 取 第 8 个 字符 #， 说 明 E 的 右 子 树 为 室 ， 如 图 6-65 所 示 ， 然 后 递归 创建 A 的 右 
子 树 。 
9) 读 取 第 9 个 字符 C， 创 建 一 个 新 节点 ， 作 为 A 的 右 子 树 ， 如 图 6-66 所 示 ， 然 后 递归 
创建 C 的 左 子 树 。 
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图 6-6$ 二叉树 的 创建 过 程 8 图 6-66 ”二叉树 的 创建 过 程 9 


10) 读 取 第 10 个 字符 F， 创 建 一 个 新 节点 ， 作 为 C 的 左 子 树 ， 如 图 6-67 所 示 ， 然 后 化 
归 创建 下 的 左 子 树 。 





图 6-67 二叉树 的 创建 过 程 10 


11) 读 取 第 11 个 字符 #， 说 明正 的 左 子 树 为 宇 ， 如 图 6-68 所 示 ， 然 后 递归 创建 下 的 右 


子 树 。 
12) 读 取 第 12 个 字符 G， 创 建 一 个 新 节点 ， 作 为 F 的 右 子 树 ， 如 图 6-69 所 示 ， 然 后 递 


归 创 建 G 的 无 子 树 。 


列 西 
入 国 和 ^ 人 


图 6-68 ”二 义 树 的 创建 过 程 11 图 6-69 ”二 又 树 的 创建 过 程 12 





13) 读 取 第 13 个 字符 #， 说 明 G 的 左 子 树 为 宇 ， 如 图 6-70 所 示 ， 然 后 递归 创建 G 的 右 


子 树 。 
14) 该 取 第 14 个 字符 #， 说 明 G 的 右 子 树 为 空 ， 如 图 6-71 所 示 ， 然 后 递归 创建 C 的 右 


子 树 。 
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图 6-70 二叉树 的 创建 过 程 13 图 6-71 二叉树 的 创建 过 程 14 








1$) 读 取 第 15 个 字符 #， 说 明 C 的 右 子 树 为 室 ， 如 图 6-72 所 示 ， 序 列 读 取 完毕 ， 二 叉 
树 创 建成 功 。 





图 6-72 ”二 叉 树 的 创建 过 程 15 


代码 实现 
void Createtree (Btree &T) // 创 建 二 又 树 困 数 〈 补 空 法 ) 
{ 





// 二 叉 树 补 空 后 ， 按 先 序 蜗 历 序列 输入 字符 ， 创 建 二 又 树 
char ch; 
cin>>ch; 
ijf (ch=="'#") 
T=NULL; // 建 空 树 
elsel 
T=new Bnode; 
T->data=eh; // 生 成 根 季 点 
Createtree Te) // 递 归 创 建 左 子 树 
Createtree (T->rehildy: // 递 归 创建 右 子 树 
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0.3 二 又 树 的 遍历 


二 叉 树 的 过 历 束 是 按 某 条 搜索 路 径 访 问 二 又 树 中 的 每 个 和 点 一 次 且 只 有 一 次 。 访 问 的 含 
义 很 广 ， 如 输出 、 查 找 、 插 入 、 删 除 、 修 改 、 运 算 等 ， 都 可 以 称 为 访问 。 壳 历 是 有 顺序 的 ， 
那么 如 何 进行 二 叉 树 授 历 呢 ? 

一 棵 二 叉 树 是 由 根 、 左 子 树 和 右 子 树 构成 的 ， 如 图 6-73 所 示 。 恨 

按照 根 、 左 子 树 和 右 子 树 的 访问 先后 顺序 不 同 ,二叉树 的 壳 历 
可 以 有 6 种 方案 : DLR、LDR、LRD、DRL、RDL、RLD。 如 果 限 
定 先 左 后 右 〈 先 左 子 树 后 右 子 树 )， 则 只 有 前 3 种 遍历 方案 : DLR、 左 于 树 石子 本 
LDR、LRD。 按 照 根 的 访问 顺序 不 同 ， 根 在 前 面 称 为 先 序 遍历 图 6-73 二 义 例 
(DLR)， 根 在 中 间 称 为 中 序 遍 历 (LDR)， 根 在 最 后 称 为 后 序 遍 历 (LRD )。 

因为 树 的 定义 本 身 就 是 递归 的 ,因此 树 和 二 又 树 的 基本 操作 用 递归 算法 很 容易 实现 。 下 
面 分 别 介绍 三 又 树 的 3 种 过 历 方法 及 其 实现 。 


6.3.1 先 序 遍历 
先 序 遍历 是 指 先 访问 根 ， 然 后 先 序 遍历 左 子 树 ， 再 先 序 遍 历 右 子 树 ， 即 DLR。 


算法 步骤 

如 果 二 叉 树 为 空 ， 则 空 操作 ， 否 则 : 

1) 访问 根 节 点 ; 

2) 先 序 遍历 左 子 树 ; 

3) 先 序 遍 历 右 子 树 。 

先 序 遍历 秘籍 : 访问 根 ， 先 序 遍 历 左 子 树 ， 左 子 树 
为 空 或 已 遍历 才 可 以 遍历 右 子 树 。 

完美 图 解 

例如 , 一 棵 二 又 树 如 图 6-74 所 示 ， 该 二 又 树 的 先 序 
裔 历 过 程 如 下 。 

1) 访问 根 市 点 A。 

2) 先 序 遍历 A 的 左 子 树 ， 如 图 6-75 所 示 。 图 6-74 ”一文 树 

3) 访问 根 市 态 B。 

4) 先 序 遇 历 B 的 左 子 树 ， 如 图 6-76 所 示 。 
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图 6-75 ”二 又 树 先 序 志 历 过 程 1 图 6-76 二 又 树 先 序 遍 历 过 程 2 


5) 访问 根 和 点 了 D。 
6) 先 序 裔 历 DD 的 左 子 树 ，D 的 左 子 树 为 宝 ， 什 么 也 不 做 ， 返 回 ， 如 图 6-77 所 示 。 
7) 先 序 裔 历 D 的 右 子 树 ，D 的 右 子 树 为 宝 ， 什 么 也 不 做 ， 返 回 到 B， 如 图 6-78 所 示 。 





图 6-77 “二叉树 先 序 过 历 过 程 3 图 6-78 二叉树 完 序 遍历 过 程 4 
8) 先 序 授 历 B 的 右 子 树 ， 如 图 6-79 所 示 。 
9) 访问 根 节 点 卫 。 


(©) 


区 问 
11) 先 序 授 历 E 的 右 子 树 ，E 的 右 子 树 为 宝 ， 什 么 也 不 做 ， 返 回 到 和 A， 如 图 6-80 所 示 。 





图 6-79 ”二 又 树 先 序 所 历 过 程 图 6-80 ”二 义 树 先 序 授 历 过 程 6 


12) 先 序 遇 历 A 的 右 子 树 ， 如 图 6-81 所 示 。 
13) 访问 根 市 点 C。 
14) 先 序 遇 历 C 的 左 子 树 ， 如 图 6-82 所 示 。 


异步 社区 lazyren(13059738008) 专 享 请 尊重 版 权 


6.3 二叉树 的 遍历 | 185 





NULL NULL 





图 6-81 二叉树 先 序 过 历 过 程 7 图 6-82 ”二 又 树 先 序 遍 历 过 程 8 


15) 访问 根 季 点 上 。 
16) 先 序 遇 历 下 的 左 子 树 ,， 下 的 左 子 树 为 宇 ， 什 么 也 不 做 ， 返 回 ， 如 图 6-83 所 示 。 


17) 先 序 遇 历 下 的 右 子 树 ， 如 图 6-84 所 示 。 





6-83 ”二叉树 先 序 壳 历 过 程 9 6-84 二叉树 先 序 过 历 过 程 10 


18) 访问 根 节 点 G。 

19) 先 序 通 历 G 的 左 子 树 ，G 的 左 子 树 为 室 ， 什 么 也 不 做 ， 返 回 。 

20) 先 序 裔 历 G 的 右 子 树 ，G 的 右 子 树 为 室 ， 什 么 也 不 做 ， 返 回 到 C， 如 图 6-85 所 示 。 
21) 先 序 遍 历 C 的 右 子 树 ，C 的 右 子 树 为 空 ， 什 么 也 不 做 ， 人 遍历 结束 ， 如 图 6-86 所 示 。 


先 序 遇 历 序列 为 : ABDECFG。 





NULL 


LL J LL J 


图 6-85 ”二 又 树 先 序 裔 历 过 程 11 图 6-86 “二叉树 先 序 过 历 过 程 12 
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代码 实现 
void preorder (Btree T)// 先 序 过 历 


{ 
了 和 


{ 
Cout<<T->data<<" 


Breordesr ll >onlLd) > 
Dreorder(T ->renL loys 


} 
} 


6.3.2 ”中 序 扬 历 
中 序 遍 历 是 指 中 序 遍历 左 子 树 ， 然 后 访问 根 ， 再 中 序 遍 历 右 子 树 ， 即 LDR。 


算法 步骤 

如 果 二 又 树 为 空 ， 则 空 操作， 否则 : 

1) 中 序 过 历 左 子 树 ; 

2) 访问 根 节 点 ; 

3) 中 序 裔 历 右 子 树 。 

中 序 遍 历 秘籍 : 中 序 遍 历 左 子 树 ， 左 子 树 为 空 或 已 遍 
历 才 可 以 访问 根 ， 中 序 遇 历 右 子 树 。 

完美 图 解 

例如 ， 一 棵 二 叉 树 如 图 6-87 所 示 ， 该 二 又 树 的 中 序 
遍历 过 程 如 下 。 

1) 中 序 授 历 A 的 左 子 树 ， 如 图 6-88 所 示 。 

2) 中 序 遇 历 B 的 左 子 树 ， 如 图 6-89 所 示 。 











图 6-87 二 又 树 











图 6-88 ”二 又 树 中 序 授 历 过 程 1 图 6-89 ”二 又 树 中 序 遍 历 过 程 2 


3) 中 序 明 历 D 的 左 子 树 ，D 的 左 子 树 为 宇 ， 则 访问 D， 然 后 中 序 过 历 D 的 右 子 树 ，D 
的 右 子 树 也 为 空 ， 则 返回 到 B， 如 图 6-90 所 示 。 
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4) 访问 B， 然 后 中 序 裔 历 B 的 右 子 树 ， 如 图 6-91 所 示 。 










NULL NULL 








图 6-90 ”二 又 树 中 序 授 历 过 程 3 图 6-91 二 又 树 中 序 裔 历 过 程 4 


5) 中 序 裔 历 E 的 左 子 树 ，E 的 左 子 树 为 宝 ， 则 访问 下 。 然 后 中 序 换 历 E 的 右 子 树 ，E 
的 右 子 树 也 为 宇 ， 则 返回 到 A， 如 疼 6-92 所 示 。 
6) 访问 A， 然 后 中 序 过 历 A 的 右 子 树 ， 如 图 6-93 所 示 。 












1 3 下 
NULLNULL NULLNULL NULLNULL NULLNULL 
图 6-92 二 又 树 中 序 遍 历 过 程 5 图 6-93 ”二 又 树 中 序 遍 历 过 程 6 


7) 中 序 授 历 C 的 左 子 树 ， 如 图 6-94 所 示 。 
8) 中 序 通 历 下 的 左 子 树 , FF 的 左 子 树 为 室 ， 则 访问 F， 然 后 中 序 授 历 F 的 右 子 树 ， 如 
图 6-95 所 示 。 


NULL NULL NULLNULL NULL NULL NULLNULL 








图 6-94 ”二叉树 中 序 过 历 过 程 7 图 6-95 ”二 又 树 中 序 过 历 过 程 8 


9) 中 序 衣 历 G 的 左 子 树 ，G 的 左 子 树 为 衬 ， 则 访问 G。 然 后 中 序 过 历 G 的 右 子 树 ，G 
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的 右 子 树 也 为 宇 ， 则 返回 到 C， 如 图 6-96 所 示 。 


6.3.3 


10) 访问 C， 然 后 中 序 遇 历 C 的 右 子 树 ，C 的 右 子 树 为 容 ， 授 历 结束 ， 如 图 6-97 所 示 。 





NULLNULL 
图 6-96 二 又 树 中 序 裔 历 过 程 9 








中 序 过 有 历 序列 为 : DBEAFGC。 


代码 实现 
void inorder (Btree T)// 中 序 壳 历 
{ 
1If(T) 
{ 
Inoraqer (T->lchild);} 
cout<<T->data<<" 
ijnorder (T->rchild);) 


} 


后 序 遍 历 





NULLNULL 
图 6-97 二 又 树 中 序 裔 历 过 程 10 





后 序 遇 历 是 指 后 序 遇 历 左 子 树 ， 后 序 遇 有 历 右 子 树 ， 然 后 访问 根 ， 即 LRD。 


算法 步骤 


如 果 二 又 树 为 衬 ， 则 空 操作 ， 否 则 : 


1) 后 序 过 历 左 子 树 ; 
2) 后 序 过 有 历 右 子 树 ; 
3) 访问 根 广 反 。 


后 序 遍 历 秘籍 ， 后 序 过 历 左 子 树 ， 后 序 过 历 右 子 树 ， 
耕 子 树 、 右 子 树 为 空 或 已 志 历 才 可 以 访问 根 。 


完美 图 解 


例如 ， 一 棵 二 又 树 如 图 6-98 所 示 ， 该 二 又 树 的 后 序 





图 6-98 ”二叉树 
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裔 历 过 程 如 下 。 
1) 后 序 退 历 A 的 左 子 树 ， 如 图 6-99 所 示 。 
2) 后 序 明 历 B 的 左 子 树 ， 如 图 6-100 所 示 。 





图 6-99 二 又 树 后 序 忆 有 历 过 程 1 图 6-100 二叉树 后 序 过 历 过程 2 


3) 后 序 遇 历 D 的 左 子 树 ，D 的 左 子 树 为 宇 ， 后 序 近 历 D 的 右 子 树 , D 的 右 子 树 也 为 空 ， 
则 访问 D， 返 回 到 B， 如 图 6-101 所 示 。 
4) 后 序 过 历 B 的 右 子 树 ， 如 图 6-102 所 示 。 


1 





NULL NULL 





图 6-101 二 又 树 后 序 裔 历 过 程 3 6-102 ”二叉树 后 序 授 历 过 程 4 


5) 后 序 遍 历 E 的 左 子 树 ，E 的 左 子 树 为 室 ， 后 序 裔 历 E 的 右 子 树 ，E 的 右 子 树 也 为 空 ， 
则 访问 E。 此 时 B 的 左右 子 树 都 已 遍历 ， 访 问 B， 返 回 到 A， 如 图 6-103 所 示 。 
6) 后 序 退 历 A 的 右 子 树 ， 如 图 6-104 所 示 。 





NULL NULL NULLNULL 





图 6-103 二叉树 后 序 裔 历 过 程 5 6-104 ”二叉树 后 序 授 历 过 程 6 
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7) 后 序 遇 历 C 的 左 子 树 ， 如 图 6-105 所 示 。 
8) 后 序 遍 历 下 的 左 子 树 ，F 的 左 子 树 为 空 ， 后 序 遍 历 F 的 右 子 树 ， 如 图 6-106 所 示 。 


oy 










NULL NULL NULLNULL NULL NULL NULLNULL 


NULL NO 
6-106 二叉树 后 序 壳 历 过 程 8 
9) 后 序 过 历 G 的 左 子 树 ，G 的 左 子 树 为 宇 ， 后 序 过 历 G 的 右 子 树 ，G 的 右 子 树 也 为 容 ， 
则 访问 G。 此 时 下 的 左右 子 树 都 已 过 历 ， 访 问 F， 然 后 返回 到 C， 如 图 6-107 所 示 。 


10) 后 序 抽 历 C 的 右 子 树 ，C 的 右 子 树 为 衬 ， 此 时 C 的 左右 子 树 都 已 过 历 ， 访 问 C。 此 
时 A 的 左右 子 树 都 已 过 历 ， 访 问 A， 过 历 结束 ， 如 图 6-108 所 示 。 


图 6-10$ 二叉树 后 序 遍 历 过 程 7 


gy 
有 ©) 
] 2 5 ] 
NULL NULL NULLNULL 
NULL 4 





NULLNULL 
图 6-107 二 又 树 后 序 遍 历 过 程 9 


NULLNULL 
6-108 ”二 又 树 后 序 授 历 过 程 10 


后 序 过 有 历 序列 为 : DEBGFCA。 
代码 实现 
void posorder (Btree T)// 后 序 通 历 
{ 
if ( 工 ) 
{ 
posorder (T->lchild); 


DOoSorderiT >onllLo) > 
cout<*1 >080Eax<" 
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二 叉 树 壳 历 的 代码 非常 简单 明了 ，cout<< 工 >data; 语 句 在 前 面 就 是 前 序 ， 在 中 间 就 是 中 
在 后 面 就 是 后 序 。 
如 果 不 需 要 按照 程序 执行 流程 ,那么 上 只 要 写 出 二 又 树 的 遍历 序列 即 可 ， 还 可 以 使 用 投影 
法 快速 得 到 遍历 序列 。 
(1) 中 序 过 历 
中 序 遍 历 就 像 在 无 风 的 情况 下 ， 遍历 顺序 为 左 子 树 、 根 、 右 子 树 ， 太 阳 直 射 ， 将 所 有 的 
节点 投影 到 地 上 ， 如 图 6-109 所 示 。 图 6-98 中 的 三 又 树 的 中 序 序列 投影 如 图 6-110 所 示 。 中 


序 遍 历 序 列 为 : DBEAFGC。 





序 


- 














L D R D B E A F GC 
图 6-109 ”中 序 授 历 投影 图 6-110 ”中 序 裔 历 投影 序列 
(2) 先 序 授 历 


先 序 裔 历 束 像 在 左边 大 风 的 情况 下 ， 将 二 叉 树 树枝 刊 问 右 方 ， 且 顺序 为 根 、 左 子 树 、 石 
子 树 ， 太 阳 直 射 ， 将 所 有 的 节点 投影 到 地 上 ， 如 图 6-111 所 示 。 图 6-98 中 的 二 又 树 的 先 序 遍 
历 投 影 序 列 如 图 6-112 所 示 。 先 序 授 历 序列 为 : ABDECFG。 








D L R A B D EE C F G 
图 6-111 先 序 遍 历 投 影 图 6-112” 先 序 授 历 投 影 序列 
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(3) 后 序 过 历 

后 序 遇 历 就 像 在 右边 大 风 的 情况 下 , 将 二 叉 树 树 校 刮 回 左 方 , 且 顺 序 为 左 子 树 、 右 子 树 、 
根 ， 太 阳 百 射 ， 将 所 有 的 节点 投影 到 地 上 ， 如 网 6-113 所 示 。 图 6-98 中 的 二 叉 树 的 后 序 过 历 
投影 序列 如 图 6-114 所 示 。 后 序 壳 历 序列 为 : DEBGFCA。 











L R D 
图 6-113 ”后 序 遍 历 投影 图 6-114 后 序 授 历 投 影 序列 








6.3.4 ”层次 遍历 


二 叉 树 的 遍历 除 一 般 的 先 序 壳 历 、 中 序 壳 历 和 后 序 遇 历 这 3 种 授 历 之 外 ， 还 有 男 一 种 授 
历 方式 一 一 层次 过 历 ， 即 按照 层次 的 顺序 从 左 癌 右 进行 过 历 。 

例如 ， 一 棣 二 又 树 如 图 6-115 所 示 。 

对 图 6-115 所 示 的 二 又 树 进行 层次 过 历 : 首先 
遇 历 第 1 层 A， 然 后 过 历 第 2 层 ， 从 左 问 右 为 B、 
C， 再 遇 历 第 3 层 ， 从 左 同 右 为 D、E、F， 再 过 历 
第 4 层 G， 很 简单 吧 ， 这 吏 是 层次 遍历 。 

层次 遍历 秘籍 : 首先 壳 历 第 1 层 ， 然 后 第 2 
层 …… 同 一 层 按照 从 左 问 右 的 顺序 访问 , 直到 最 后 
==) 

程序 是 怎么 实现 层次 过 历 的 呢 ? 通过 观察 可 以 发 现 ， 先 被 访问 的 和 节点， 其 孩子 也 先 被 访 
问 ， 先 来 先 服务 ， 因 此 可 以 用 队列 实现 。 很 多 同学 党 得 数据 结构 没什么 用 ， 其 实数 据 结构 束 
像 我 们 小 学 时 学 的 九 九 乘法 表 ， 有 时 似乎 感觉 不 到 它 的 存在 ， 却 无 时 无 刻 不 在 用 它 ! 

完美 图 解 

下 面 以 图 6-115 中 的 二 又 树 为 例 ， 展 示 访 二 又 树 层 次 过 历 的 过 程 。 

1) 首先 创建 一 个 队列 Q， 令 树 根 入 队 ， 如 图 6-116 所 示 。 (注意 : 实际 上 是 指 问 树 根 A 




















图 6-115 ”二 又 树 
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的 指针 入 队 ， 这 里 为 了 图 解 方便 ， 下 接 把 数据 入 队 了 。) 


Le | 


图 6-116 层次 表 历 队列 1 





2) 队 头 元 素 出 队 ， 输 出 A， 同 时 令 A 的 孩子 B、C 入 队 〔( 从 左 向 右 顺序 ， 如 果 是 普通 
树 ， 则 包含 所 有 和 孩子 )， 队 列 和 二 又 树 状态 如 图 6-117 和 图 6-118 所 示 。 








olLalcl | | 


图 6-117 层次 表 历 队列 2 图 6-118 二叉树 层 次 遍历 过 程 1 





3) 队 头 元 素 出 队 ， 输 出 B， 同 时 令 B 的 孩子 D、E 入 队 ， 队 列 和 二 又 树 状 态 如 图 6-119 
和 图 6-120 所 示 。 


LA 


有 
ETETETT 


图 6-119 ”层次 过 历 队 列 3 图 6-120 ”二 又 树 层次 遍历 过 程 2 








4) 队 头 元 素 出 队 ， 输 出 C， 同 时 令 C 的 孩子 F 入 队 ， 队 列 和 二 又 树 状态 如 图 6-121 和 
图 6-122 所 示 。 

5) 队 头 元 素 出 队 ， 输 出 D， 同 时 令 D 的 孩子 入 队 ，D 没有 孩子 ， 什 么 也 不 做 ， 队 列 和 
二 叉 树 状态 如 图 6-123 和 图 6-124 所 示 。 
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6-121 层次 遇 历 队列 4 6-122 ”二叉树 层次 过 历 过 程 3 








olLszlrzl | | 


6-123 ”层次 遇 历 队列 $ 6-124 二叉树 层次 授 历 过 程 4 





6) 队 头 元 素 出 队 ， 输 出 E， 同 时令 EE 的 孩子 入 队 ，E 没有 孩子 ， 什 么 也 不 做 ， 队 列 和 
二 又 树 状态 如 图 6-125 和 图 6-126 所 示 。 





or | 


6-125 ”层次 遇 历 队列 6 6-126 ”二叉树 层次 授 历 过 程 5 





7) 队 头 元 系 出 队 ， 输 出 FE， 同时 令 了 下 的 孩子 G 入 队 ， 队 列 和 二 文 树 状态 如 图 6-127 和 
图 6-128 所 示 。 
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6-127 ”层次 遇 历 队列 7 6-128 二叉树 层次 过 历 过 程 6 





8) 队 头 元 素 出 队 ， 输 出 G， 同 时 令 G 的 孩子 入 队 ，G 没有 孩子， 什么 也 不 做 ， 队 列 和 
二 又 树 状态 如 图 6-129 和 图 6-130 所 示 。 








6-129 ”层次 过 历 队 列 8 6-130 ”二 又 树 层次 遍历 过 程 7 
9) 队列 为 空 ， 算 法 结束 。 
代码 实现 


bool Leveltraverse (Btree T) 
{ 
Btree p; 
if(!T) 
return false; 
queue<Btree>Q; // 创 建 一 个 普通 队列 (先进 先 出 ) ， 里 面 存放 指针 类 型 
Q.push (T); // 根 指针 入 队 
while(!lo.empty()) // 如 有 果 队 列 不 空 
lL 





p=Q.front ();// 取 出 队 头 元 素 作 为 当前 市 点 
QB6B() > /7 队 关 元 闲 出 从 
cout<<p->data<<™ "; 
1 (=> Loehi1o 

0,.push (p=>Lehi1gd)? /7 左 佼 了 于 指针 入 从 
if (p->rchild) 
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Q.push (p->rchild); /7/ 右 驴子 指针 入 队 
} 


return true; 


6.4 EER 


二 又 树 是 非 线性 数据 结构 ， 而 遇 历 序列 是 线性 序列 ， 二 又 树 遇 历 实 际 上 是 将 一 个 非 线性 
结构 进行 线性 化 的 操作 。 根 据 线 性 序列 的 特性 ， 除 了 第 一 个 元 素 外 ， 每 一 个 市 扩 部 有 了 唯一 的 
有 前驱， 除了 最 后 一 个 元 了 系 外， 每 一 个 节 扣 部 有 了 唯一 的 后 继 。( 如 没有 特殊 说 明 ， 本 书 中 的 前 驱 
和 后 继 是 指 下 接 前 驱 和 和 直接 后 继 。) 而 根据 忆 历 序列 的 不 同 ， 每 个 市 点 的 前 驱 和 后 继 也 不 同 。 
采用 二 又 链表 存储 时 ， 只 记录 了 左 、 石 孩子 的 信息 ， 无 法 直接 得 到 每 个 市 点 的 前 驱 和 后 继 。 


6.4.1 线索 二 叉 树 存储 结构 


二 义 树 采用 二 义 链表 存储 时 ， 每 个 节点 有 两 个 指针 域 。 如 果 二 又 链表 有 个 节点， 则 一 
共有 2n 个 指针 域 ， 而 只 有 一 1 个 是 实 指针 ， 其 余 n+1 个 都 是 空 指针 ， 为 什么 呢 ? 

因为 二 又 树 有 1 个 分 文 ， 每 个 分 文 对 应 一 个 实 指针 ， 如 图 6-131 所 示 。 从 下 同上 看 ， 
每 一 个 节点 对 应 一 个 分 文 ， 只 有 树 根 没有 对 应 分 文 ， 因 此 分 文 数 等 于 节 氮 数 减 1， 即 or 一 1。 
每 个 分 文 对 应 一 个 实 指针 , 所 以 有 nn-1 个 实 指针 。 总 的 指针 数 减 去 实 指针 数 , 即 为 空 指 针 数 ， 
BB] 27 一 (n—1)=n+1。 



































Ir 相 才 区 





图 6-131 ”二叉树 (n-1 个 分 支 ) 








7 个 节点 的 二 叉 链 表 中 有 Ai+1 个 空 指针 ， 可 以 充分 利用 空 指针 记录 节点 的 前 驱 或 后 继 信 
恩 ， 从 而 加 快 查找 节点 前 驱 和 后 继 的 速度 。 

每 个 布点 还 是 两 个 指针 域 ， 如 果 市 点 有 左 孩 子 ， 则 lchild 指 问 左 孩 子 ， 否 则 lchild 指 问 
其 前 驱 ， 如 果 节 点 有 右 孩 子 ， 则 rchild 指 癌 右 孩子 ， 否 则 rchild 指 问 其 后 继 。 那 么 怎么 区 分 
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到 底 存 储 的 是 左 孩 子 和 右 孩 子 ,还 是 前 驱 和 后 继 信 息 呢 ?为 了 避免 混淆 ,增加 两 个 标志 域 ltag 
和 rtag， 闻 点 的 结构 体 如 图 6-132 所 示 。 


左 孩 子 左 标 志 数据 右 标 志 右 孩 子 


0, lchild 指 癌 左 孩子 
ltae = | 

1, lchild 指 癌 前 驱 

0, rchild 指 回 右 孩子 
KE | 

] ,rchild 指向 后 继 


图 6-132 ”节点 结构 体 


节点 的 结构 体 定 义 ， 如 图 6-133 所 示 。 
元 素 类 型 ， 需 要 什么 
: 类 型 就 写 什 么 类 型 ”于 、 


boooo0000000000000000000000000000224 


typedef [struct BTnodelt y 左 指针 : 


- 
- 
- 
一 
m 





bom 


Ed 


; 用 typedef 将 结构 体 : | int ffag ntaz: [ 
; 等 价 于 类 型 名 TN ee Se 
: BTnode, 指针 BTtree ;< 左右 标志 域 : 


图 6-133 ”节点 结构 体 定义 











这 种 禹 有 标志 域 的 二 叉 链 表 称 为 线索 链表 ， 指 向 前 驱 和 后 继 的 指针 称 为 线索 ， 币 有 
线索 的 二 又 树 称 为 线索 二 叉 树 ， 以 东 种 换 历 方式 将 二 又 树 转 化 为 线索 二 叉 树 的 过 程 称 为 
线索 化 。 


6.4.2 ”构造 线索 二 叉 树 


线索 化 的 实质 是 利用 二 又 链表 中 的 空 指针 记录 市 点 的 前 驱 或 后 继 线 索 。 而 每 种 吉 历 顺序 
不 同 ， 市 点 的 前 驱 和 后 继 也 不 同 ， 因 此 二 叉 树 线索 化 必须 指明 是 什么 所 历 顺 序 的 线索 化 。 线 
索 二 又 树 分 为 前 序 线索 二 又 树 、 中 序 线索 二 又 树 和 后 序 线索 二 又 树 。 

二 又 树 线 索 化 的 过 程 ， 实 际 上 是 在 过 历 过 程 中 修改 空 指针 的 过 程 。 可 以 设置 两 个 指针 ， 
一 个 指针 pre 指 加 刚刚 访问 的 节点 ， 夯 一 个 指针 p 指向 当前 市 太 。 也 束 是 说 ，pre 指 问 的 节 
扩 为 p 指 问 的 太 扣 的 前 驱 ， 反之, p 指 癌 的 布点 为 pre 指 问 的 市 点 的 后 继 。 在 多 历 的 过 程 中， 
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如 果 当 前 节点 p 的 左 孩 子 为 空 ， 则 该 节点 的 lchild 指向 其 前 驱 ， 即 p->lchild=pre; 如 果 pre 
节点 的 右 孩子 为 室 ， 则 该 节点 的 rchild 指向 其 后 继 ， 即 pre->rchild=p。 
算法 步骤 
1) 指针 p 指 同 根 节 点 ，pre 杞 始 化 为 宇 ，pre 永远 指 回 p 的 前 驱 。 
2) 若 p 非 空 ， 则 重复 下 面 操 作 。 
。 中 序 线索 化 p 的 左 子 树 。 
。 若 p 的 左 子 树 为 空 ， 则 给 p 加 上 左 线索 ， 即 p->ltag=1,，p 的 左 子 树 指针 指向 pre 前 
驱 )， 即 p->lchild=pre; 否则 令 p->ltag=0。 

。 车 pre 非 宇 ， 则 判断 如 果 pre 的 石子 树 为 衬 ， 给 pre 加 上 石 线索 ， 妈 pre->rtag=1，Ppre 
的 厂 孩 子 指针 指 问 p (后 继 ),， 好 pre->rchild=p， 
否则 令 pre->rtag=0。 

。 p 赋值 给 pre， 转 问 p 的 右 子 树 。 

。 中 序 线索 化 p 的 右 子 树 。 

3) 处 理 最 后 一 个 节点 ， 令 其 后 继 为 空 ， 即 
pre->rchild=NULL; pre->rtag=1。 

完美 图 解 

例如 ， 一 棵 二 叉 树 如 图 6-134 所 示 ， 该 二 又 树 中 序 
线索 化 的 过 程 如 下 。 

1) 首先 设置 指向 当前 节点 的 指针 变量 p， 指 问 当 前 市 点 前 驱 的 指针 变量 pre， 初 始 化 
pre=NULL。 然 后 按照 中 序 壳 历 的 方式 ， 过 历 根 的 左 子 树 ， 直 到 左 子 树 为 空 时 ， 即 p 指向 D 
节点 ， 则 令 p 的 前 驱 为 pre， 更 新 当前 pre 为 p， 如 图 6-135 所 示 。 

2) 中 序 遇 历 p 的 右 子 树 ， 右 子 树 为 室 ， 返 回 到 B 节点 ，p 指 问 B 节点 ;此 时 pre 的 右 
子 树 为 空 ， 则 令 pre 的 后 继 为 p， 如 图 6-136 所 示 。 















































图 6-135 二叉树 中 序 线索 化 1 图 6-136 二叉树 中 序 线索 化 2 





3) 更 新 当前 pre 为 p， 中 序 遇 历 p 的 右 子 树 ,，p 指 问 EE 节点; 中 序 裔 历 E 的 左 子 树 ， 其 
左 子 树 为 宇 ， 则 令 p 的 前 驱 为 pre， 如 图 6-137 所 示 。 
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4) 更 新 当前 pre 为 p， 中 序 志 历 p 的 右 子 树 ， 石 子 树 为 空 ， 返 回 到 A 市 把 ，p 指向 A 
节 扩 ; 此 时 pre 的 右 子 树 为 室 ， 则 令 pre 的 后 继 为 p， 如 图 6-138 所 示 。 





图 6-137 二 又 树 中 序 线索 化 3 图 6-138 ”二 又 树 中 序 线索 化 4 


5) 更 新 当前 pre 为 p， 中 序 过 历 p 的 右 子 树 ， 中 序 过 历 C 的 左 子 树 (p 指 问 C)， 中 序 
通 历 上 的 左 子 树 (p 指 问 F)， 其 左 子 树 为 空 ， 则 令 p 的 前 驱 为 pre， 如 图 6-139 所 示 。 

6) 更 新 当前 pre 为 p， 中 序 过 历 p 的 右 子 树 ， 中 序 壳 历 G 的 左 子 树 (p 指 问 G)， 其 左 
子 树 为 室 ， 则 令 p 的 前 驱 为 pre， 如 图 6-140 所 示 。 





图 6-139 ”二 又 树 中 序 线索 化 5 图 6-140 二叉树 中 序 线 索 化 6 


7) 更 新 当前 pre 为 p， 中 订 过 历 p 的 右 子 树 ， 其 右 子 树 为 宇 ， 返 回 到 C 节点 ，p 指 问 C 
节点 ; 此 时 pre 的 右 子 树 为 室 ， 则 令 pre 的 后 继 为 p， 如 图 6-141 所 示 。 
8) 更 新 当前 pre 为 p， 中 序 授 历 p 的 右 子 树 ， 其 右 子 树 为 空 ， 遇 历 结束 。 此 时 pre 的 右 
子 树 为 空 ， 则 令 pre 的 后 继 为 NULL， 如 图 6-142 所 示 。 
代码 实现 
void InThread(BTtree &p) // 中 序 线索 化 
{ 














//pre 是 全 局 变量 ， 指 问 刚 刚 访问 过 的 节点 ，p 指 问 当前 节点 ，pre 为 p 的 前 驱 
iE (BD) 
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图 6-141 二 又 树 中 序 线索 化 7 图 6-142” 二叉树 中 序 线索 化 8 


InThread (p->lchild); // 中 序 线索 化 p 的 左 子 树 


下 人) //P 的 左 子 树 为 空 

{ 
p->ltag=1; // 标 志 域 为 1， 表示 线索 〈 前 驱 ) 
b=>Lehilod=prey //P 的 左 指针 指 问 pre 前驱) 

} 

else 
p->ltag=0; / /标志 域 为 0， 表 示 非 线索 

If (pre) 


{ 
if(!pre->rchild) //pre 的 右 子 树 为 裕 
{ 
pre->rtag=1; // 标 志 域 为 1， 表 示 线 索 (后继) 
pre->rchild=p; //pre 的 右 指 针 指 癌 p (后 继 ) 
| 
else 
pre->rtag=0; // 标 志 域 为 0， 表 示 非 线索 
} 
pre=p;  // 更 狐 pre，p 将 要 移 问 右 子 树 ， 始 终 保持 pre 指 问 p 的 前 张 
InThread (p->rchild); ”// 中 序 线索 化 p 的 右 子 树 





void CreateInThread (BTtree &T) // 创 建 中 序 线 索 二 又 树 
{ 
pre=NULL; / /初始 化 为 空 
if (T) 
{ 
InThread (T); // 中 序 线索 化 
pre->rchild=NULL;// 处 理 裔 历 的 最 后 一 个 节点 ， 其 后 继 为 空 
pre->rtag=1;} 
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} 


注意 : 如 果 在 考试 当中 只 要 求 绘图 ， 则 没 必 要 按照 程序 执行 的 过 程 进行 线索 化 ， 可 以 直 
接 写 出 遍历 序列 。 根据 该 遍历 序列 的 先后 顺序 , 对 所 有 的 空 指针 域 进行 线索 化 , 左 指针 为 空 ， 
则 令 其 指 疝 前 驱 ， 右 指针 为 室 ， 则 令 其 指 问 后 继 。 

例如 ， 一 标 二 又 树 如 图 6-143 所 示 ， 对 其 中 序 线索 化 的 过 程 如 下 。 

首先 写 出 二 又 树 的 中 序 遍 历 序列 ， 即 DBEAFGC， 然 后 按照 该 遍历 序列 ， 对 所 有 的 空 指 
针 进 行 线索 化 。 

D 的 左 指针 为 室 ， 但 在 中 序 遍 历 序 列 中 ，D 是 第 一 个 元 素 ， 没 有 前 驱 ， 赋 值 为 NULL。 
D 的 右 指针 为 空 ， 中 序 遍 历 序 列 中 DD 的 后 继 是 B， 因 此 D 的 右 指针 指向 B 节点 。 同 理 ， 从 
中 序 人 遍历 序 列 中 可 以 很 清楚 地 知道 每 个 节点 的 前 驱 和 后 继 , 分 别 对 所 有 节点 的 空 指针 进行 线 
索 化 即 可 ， 如 图 6-144 所 示 。 






































图 6-143 ”二 又 树 图 6-144 ”二叉树 中 序 线索 化 


6.4.3 ”遍历 线索 二 又 树 


线索 二 义 树 的 线索 记录 了 前 驱 和 后 继 信 息 ， 因 此 可 以 利用 这 些 信息 进行 这 历 。 下 面 以 中 
序 线索 二 又 树 表 历 为 例 ， 讲 述 授 历 过 程 。 

算法 步骤 

1) 指针 p 指 同根 斑点 。 

2) 行 p 非 宇 ， 则 重复 以 下 操作 : 

。 Pp 指针 沿 左 孩子 辣 下 ， 找 到 最 左 市 感 ， 它 是 中 序 表 历 的 第 一 个 市 反 ; 

。 访问 p 节 扩 ; 

。 沿 看 石 线索 伍 找 当前 节 扩 p 的 后 继 节 点 并 访问 ， 和 朋 到 右 线 索 为 0 或 志 历 结 

3) 所 历 p 的 右 子 树 。 

完美 图 解 


例如 ， 中 友 线 索 二 义 树 如 图 6-145 所 示 ， 对 其 进行 中 序 过 历 的 过 程 如 下 。 
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1) 指针 p 指向 根 节 点 ，p 指针 沿 左 孩子 一 直 癌 下， 找到 最 左 节点 D，p 指 癌 DD 节点 。 
它 是 中 序 遍 历 的 第 一 个 节点 ， 访 问 D 节点 ， 如 图 6-146 所 示 。 














图 6-145 ”中 序 线 索 二 又 树 图 6-146 ”中 序 线索 二 又 树 授 历 过 程 1 





2) p 的 右 指针 为 线索 ， 因 此 访问 p 的 后 继 节 点 ， 即 访问 B; 此 时 p 指 问 B 节点 ， 该 节 
点 右 指 针 不 是 线索 ， 线 索 中 断 ， 转 癌 p 的 右 子 树 ，p 指 问 EE 节点 ， 如 图 6-147 所 示 。 
3) p 指针 沿 左 孩 子 向 下 ， 左 孩子 为 空 ， 则 直接 访问 卫 节 点 ， 如 图 6-148 所 示 。 

















图 6-147 ”中 序 线 索 二 又 树 授 历 过 程 2 图 6-148 ”中 序 线 索 二 又 树 授 历 过 程 3 





4) p 的 右 指 针 为 线索 ， 因 此 访问 p 的 后 继 节 点 ， 即 访问 A; 此 时 p 指 问 A 节点 ， 该 市 
点 右 指 针 不 是 线索 ， 线 索 中 断 ， 转 问 p 的 右 子 树 ，p 指 癌 C 节点 ， 如 图 6-149 所 示 。 

5) p 指针 沿 左 孩子 向 下 ， 找 到 最 左 节点 fF，p 指向 下 节点 ， 访 问 F 节点 ， 如 图 6-150 
Nia 

6) p 的 右 指针 不 是 线索 ， 线 索 中 断 ， 转 同 p 的 右 子 树 ，p 指 问 G 市 点 ， 沿 G 的 左 孩 子 
问 下 ，G 节点 左 孩 子 为 空 ， 直 接 访问 G 节点 ， 如 图 6-151 所 示 。 

7) p 的 右 指 针 为 线索 ， 因 此 访问 p 的 后 继 节 点 ， 即 访问 C;， 此 时 p 指 癌 CC 节点 ， 该 市 
点 右 指针 是 线索 ， 访 问 其 后 继 节 点 ， 后 继 节 点 为 空 ， 遍 历 结 束 ， 如 图 6-152 所 示 。 
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6-151 ”中 序 线索 二 又 树 授 历 过 程 6 6-152 ”中 序 线索 二 又 树 授 历 过 程 7 
代码 实现 











void InorderThread (BTtree T)// 允 有 历 中 序 线 索 二 又 树 
{ 


Bltree p; 

p=T; 

while (p) 

{ 
while (p->ltag==0) p=p->lchild;  // 找 最 左 节点 
Coot<o->da Ea // 输 出 节点 信息 
while(p->rtag==1&&p->rchild) // 石 孩子 为 线索 化 ， 指 问 后 继 


{ 
p=p->rehiLd; // 访 问 后 继 节 点 
cout<<p->dqata<<" "; // 输 出 节点 信息 
} 
p=p->rchild; // 转 向 p 的 右 子 树 


} 





对 于 频 又 得 找 前 张 和 后 继 的 运算 ， 线 索 二 又 树 优 于 普通 二 又 树 。 但 是 对 于 插入 和 删除 损 
作 ， 线 索 二 又 树 比 普通 二 又 树 开 销 大 ， 因 为 除 插 入 和 删除 操作 外 ， 还 要 修改 相应 的 线索 。 
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“: 商 : 肖 权 和 森林 的 遍历 


6.5.1 树 的 遍历 


树 的 壳 历 操作 包括 先 根 般 历 和 后 根 届 有 历 两 种 方式 。 
。 先 根 壳 历 : 如 有 果树 非 宪 ， 则 先 访问 根 和 节点， 然后 按 从 左 同 右 的 顺序 ， 先 根 过 历 根 季 
点 的 每 一 棵 子 树 。 树 的 先 根 遍历 顺序 与 该 树 对 应 的 二 又 树 的 先 序 允 历 顺序 相同 。 
。 后 根 壳 历 : 如 果树 非 室 ， 则 按 从 左 同 右 的 顺序 ， 后 根 裔 历 根 节点 的 每 一 棵 子 树 ， 然 
后 访问 根 节 点 。 树 的 后 根 遍 历 顺 序 与 该 树 对 应 的 二 又 树 的 中 序 裔 历 顺序 相同 。 
1. 先 根 遍 历 
先 根 过 历时 ， 先 访问 根 ， 然 后 按 从 左 回 右 的 顺序 ， 
先 根 过 历 根 季 点 的 每 一 株 子 树 ， 第 一 株 子 树 壳 历 完 毕 ， 
才 可 以 过 历 第 二 柠 子 树 ……… 



































完美 图 解 

例如 , 一 棵 二 又 树 如 图 6-153 所 示 ， 其 先 根 遍历 过 
ll Te 

1) 先 访问 根 市 点 A， 然 后 按 从 左 问 右 的 顺序 ， 先 pe 
根 授 历 A 的 每 一 棵 子 树 ， 如 图 6-154 所 示 。 本 











2) 先 根 志 历 A 的 第 一 株 子 树 ， 先 访问 根 节 点 B， 然 后 按 从 左 辣 右 的 顺序 ， 先 根 授 历 B 
的 每 一 哥 子 树 ， 如 图 6-155 所 示 。 


1 











6-154 ” 树 的 和 完 根 授 历 过 程 1 6-155 ” 树 的 先 根 授 历 过 程 2 











3) 先 根 授 历 B 的 第 一 棵 子 树 ， 先 访问 根 节 点 E， 然 后 按 从 左 问 右 的 顺序 ， 先 根 授 历 E 
的 每 一 棵 子 树 ，E 没有 子 树 ， 返 回 到 B， 如 图 6-156 所 示 。 
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4) 先 根 志 历 B 的 第 二 株 子 树 ， 先 访问 根 节 点 FE， 然 后 按 从 无 癌 右 的 顺序 ， 移 根 过 历 
F 的 每 一 株 子 树 ，F 没有 子 树 ， 返 回 到 B，B 的 子 树 已 过 历 完 毕 ， 返 回 到 A， 如 网 6-157 
所 未 。 











图 6-156 树 的 先 根 所 有 历 过 程 3 图 6-157 树 的 先 根 抽 历 过 程 4 








5) 先 根 过 历 A 的 第 二 柠 子 树 ， 先 访问 根 季 点 C， 然 后 按 从 左 问 右 的 顺序 ， 先 根 退 历 C 
的 每 一 棵 子 树 ，C 没有 子 树 ， 返 回 到 A， 如 图 6-158 所 示 。 

6) 先 根 过 历 A 的 第 三 棵 子 树 ， 先 访问 根 广 点 D， 然 后 按 从 左 问 右 的 顺序 ， 先 根 授 历 D 
的 每 一 株 子 树 ， 如 网 6-159 所 示 。 














图 6-158 树 的 先 根 过 历 过 程 $ 图 6-159 树 的 先 根 过 历 过 程 6 








7) 先 根 授 历 D 的 第 一 棵 子 树 ， 先 访问 根 市 点 G， 然 后 按 从 左 问 右 的 顺序 ， 先 根 授 历 G 
的 每 一 棵 子 树 ， 如 图 6-160 所 示 。 

8) 先 根 遍历 G 的 第 一 棵 子 树 ， 先 访问 根 市 点 I， 然 后 按 从 左 同 右 的 顺序 ， 先 根 授 历 
I 的 每 一 棵 子 树 ，I 没有 子 树 ， 返 回 到 G，G 的 子 树 已 遍历 完毕 ， 返 回 到 D， 如 图 6-161 
所 示 。 
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6-160 树 的 先 根 过 历 过 程 7 


9) 先 根 遍 历 D 的 第 二 棵 子 树 ， 先 访问 根 节 点 
H， 然 后 按 从 左 癌 右 的 顺序 ， 先 根 遍 历 的 每 一 
棵 子 树 ,，H 没有 子 树 ， 返回 到 D, D 的 子 树 已 过 历 
完毕 ， 返 回 到 A，A 的 子 树 已 壳 历 完毕 ， 结 束 ， 
如 图 6-162 所 示 。 

先 根 遍历 序列 为 : ABEFCDGIH。 

该 树 对 应 的 三 又 树 如 图 6-163 所 示 。 该 二 又 树 
的 先 序 遍历 序列 为 : ABEFCDGIH。 是 不 是 树 的 先 
根 遍 历 序列 与 其 对 应 的 二 叉 树 的 先 序 遍历 序列 一 0 
模 一 样 ? 























外 
中 
© @ 树 转 二 又 村 SB 
A AS 
@ 


@O © 


6-163” 树 对 应 的 二 又 树 


2. 后 根 遍 历 
后 根 裔 历时 ， 先 按 从 左 问 右 的 顺序 后 根 裔 历 每 一 棵 子 树 ， 没 有 子 树 或 子 树 已 遍历 完毕 ， 
才 可 以 访问 根 。 








异步 社区 lazyren(13059738008) 专 享 请 尊重 版 权 


6.5 ” 树 和 和 森林 的 遍历 | 207 


完美 图 解 

例如 ， 一 棵 树 如 图 6-164 所 示 ， 其 后 根 壳 历 过 程 如 下 。 

1) 先 从 左 向 右 的 顺序 ， 后 根 凯 历 A 的 每 一 棵 子 树 ， 如 图 6-165 所 示 。 

2 ) 后 根 遍 历 A 的 第 一 棵 子 树 , 按 从 左 向 右 的 顺序 , 后 根 裔 历 B 的 每 一 棵 子 树 , 如 图 6-166 
所 示 。 
























图 6-164 “二叉树 图 6-165 树 的 后 根 过 历 过 程 1 图 6-166 树 的 后 根 过 历 过 程 2 


3) 后 根 壳 历 B 的 第 一 棵 子 树 ， 按 从 左 癌 右 的 顺序 ， 后 根 遍 历 E 的 每 一 棵 子 树 ，E 没有 
子 树 ， 访 问 E， 返 回 到 B， 如 几 6-167 所 示 。 

4) 后 根 裔 历 B 的 第 二 棵 子 树 ， 按 从 左 癌 右 的 顺序 ， 后 根 裔 历 F 的 每 一 棵 子 树 , 下 没有 
子 树 ， 访 问 F， 返 回 到 B，B 的 子 树 已 授 历 完毕 ,访问 B， 返 回 到 A， 如 图 6-168 所 示 。 

5) 后 根 所 历 A 的 第 二 棵 子 树 ， 按 从 左 同 右 的 顺序 ， 后 根 裔 历 C 的 每 一 棵 子 树 ，C 没有 
子 树 ， 访 问 C， 返 回 到 A， 如 网 6-169 所 示 。 


























图 6-167 树 的 后 根 过 历 过 程 3 图 6-168 树 的 后 根 过 历 过 程 4 图 6-169 ” 树 的 后 根 遍 历 过 程 5 





6) 后 根 授 历 A 的 第 三 棣 子 树 , 按 从 无 回 右 的 顺序 ,后 根 过 历 D 的 每 一 棣 子 树 , 如 图 6-170 
所 未 。 

7) 后 根 遇 历 D 的 第 一 棵 子 树 , 按 从 左 辣 右 的 顺序 , 后 根 志 历 G 的 每 一 栋 子 树 , 如 图 6-171 
所 未 。 
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ip A 


图 6-170 ” 树 的 后 根 授 历 过 程 6 图 6-171 树 的 后 根 过 历 过 程 7 


8) 后 根 遍 历 G 的 第 一 棵 子 树 ， 按 从 左 同 右 的 顺序 ， 后 根 遍 历 工 的 每 一 棵 子 树 ，I 没 有 子 
树 ， 访 问 I， 返 回 到 G，G 的 子 树 已 过 历 完毕 ， 访 问 G， 返 回 到 D， 如 图 6-172 所 示 。 

9) 后 根 遍 历 D 的 第 二 棵 子 树 ， 按 从 左 问 右 的 顺序 ， 后 根 裔 历 H 的 每 一 棵 子 树 ，H 没有 
子 树 ,访问 H， 返 回 到 D, D 的 子 树 已 过 历 完毕 , 访问 D， 返 回 到 A，A 的 子 树 已 表 历 完毕 ， 
访问 A， 结 束 ， 如 图 6-173 所 示 。 






































图 6-172 ” 树 的 后 根 授 历 过 程 8 图 6-173” 树 的 后 根 授 历 过 程 9 


后 根 遍 历 序列 为 : EFBCIGHDA。 
该 树 对 应 的 三 又 树 如 图 6-174 所 示 ， 该 二 又 树 的 中 序 裔 历 序列 为 : EFBCIGHDA。 是 不 
是 树 的 后 根 遍 历 序 列 与 其 对 应 的 二 又 树 的 中 序 亿 历 序 列 一 模 一 样 ? 


人 


图 6-174” 树 对 应 的 二 又 树 
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wl Bs 


入 林 的 亿 历 


森林 的 人 志 历 操作 有 人 先 友 明 历 和 中 序 过 历 两 种 方式 。 
先 序 志 历 

如 条 森林 非 空 ， 则 : 

。 访问 第 一 桔 树 的 根 三 所 ; 

。 完 序 饥 历 第 一 村 树 的 根 市 点 的 子 树 森 林 ; 

。 和 苑 序 轴 历 除 第 一 个 榨 树 乙 外 ， 剩 余 的 树 构 成 的 森林 。 

















其 访问 顺序 与 该 森林 对 应 的 二 又 树 的 先 序 过 历 顺 序 相 同 。 


中 友 遍 历 

如 果 和 森林 非 空 ， 则 : 

。 中 序 过 历 第 一 标 树 的 根 节 点 的 子 树 秩 林 ; 

。 访问 第 一 棵 树 的 根 节 点 ; 

。 中 序 壳 历 除 第 一 个 棵 树 之 外 ， 剩 余 的 树 构 成 的 和 森林。 














其 访问 顺序 与 该 森林 对 应 的 二 又 树 的 中 序 遇 历 顺序 相同 。 


1. 先 序 遍 历 
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森林 的 先 序 抽 历 ， 先 访问 第 一 棣 树 的 根 ， 然 后 完 序 表 历 根 节点 的 子 树 森 林 ， 接 看 按 同 样 
的 方法 处 理 余 下 的 每 一 株 树 。 





1) 访问 第 一 株 树 的 根 节 点 A， 然 后 移 序 通 


A 的 子 树 森林 ， 如 图 6-176 所 示 。 
2) 访问 第 一 棵 树 的 根 节 点 B， 人 然后 先 序 壳 历 B 的 子 树 森 林 ，B 的 子 树 为 宇 ， 先 序 裔 历 
余下 的 A 的 子 树 森林 ， 如 图 6-177 所 示 。 


de。 


图 6-176 ”森林 的 先 序 遇 历 过 程 1 图 6-177 


完美 图 解 
例如 ， 和 森林 如 图 6-175 所 示 ， 其 先 序 遍历 过 程 ”1 省 


on 





森林 的 先 序 吉 历 过 程 2 








3) 访问 第 二 株 子 树 的 根 节 点 C， 然 后 先 友 多 历 C 的 子 树 森 林 ，C 的 子 树 为 空 ， 移 序 通 
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历 余 下 的 A 的 子 树 森 林 ， 如 图 6-178 上 所 示 。 

4) 访问 第 三 棵 子 树 的 根 节 点 D， 然 后 先 序 遍历 DD 的 子 树 森林 ，D 的 子 树 为 室 ， 先 序 氨 
历 余 下 的 A 的 子 树 和 森林， 没有 剩余 子 树 ， 第 一 棵 树 壳 历 完毕 。 先 序 壳 历 除 了 第 一 棵 树 之 外 ， 
余下 的 子 树 森 林 ， 如 图 6-179 所 示 。 


hi CD 


图 6-178 ”和 森林 的 先 序 所 有 历 过 程 3 图 6-179 ”和 森林 的 先 序 所 有 历 过 程 4 


5) 采用 同样 的 方法 处 理 余 下 的 每 一 棵 树 即 可 ， 其 访问 顺序 如 图 6-180 所 示 。 
1 人 7 
Wn 提 6 8 
3 4 10 
9 
图 6-180 ”森林 的 先 序 过 历 过 程 5 


森林 的 先 序 遍历 序列 为 : ABCDEFGHJI。 
该 森林 对 应 的 二 又 树 如 图 6-181 所 示 ， 该 二 又 树 的 先 序 遇 历 序列 为 : ABCDEFGHJI。 是 
不 是 森林 的 先 序 遍历 序列 与 其 对 应 的 二 叉 树 的 先 序 遍 历 序 列 一 模 一 样 ? 








把 每 株 树 根 看 作 兄 第 





,G6G)》 森林 转 一 又 树 忆 








图 6-181 森林 对 应 的 二 又 树 


2. 中 友 遍 历 
森林 的 中 友 授 历 ， 先 中 友人 志 历 第 一 棵 树 的 根 的 子 树 森 林 ， 子 树 森 林 为 容 或 者 已 表 历 ， 访 
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问 根 证 把， 接 看 按 同 样 的 方法 处 理 余下 的 每 一 棣 树 。 


完美 图 解 


例如 ， 和 森林 如 图 6-182 所 示 ， 其 中 序 遍 历 过 程 
vs 
1) 中 序 遇 历 A 的 子 树 森林 ， 如 图 6-183 所 示 。 





2) 中 序 志 历 B 的 子 树 森林 ，B 的 子 树 为 空 ， 访 
问 B, 然 后 中 序 志 历 余 下 的 A 的 子 树 森 林 , 如 图 6-184 











BR 图 6-182” 和 森林 
图 6-183 ”森林 的 中 序 裔 历 过 程 1 图 6-184 ”和 森林 的 中 序 表 历 过 程 2 


3) 中 序 遍 历 C 的 子 树 森 林 ，C 的 子 树 为 空 ， 访问 C， 然 后 中 序 遍 历 余 下 的 A 的 子 树 森 
林 ， 如 图 6-185 所 示 。 

4) 中 序 过 历 D 的 子 树 森 林 ，D 的 子 树 为 空 , 访问 D， 然 后 中 序 裔 历 余 下 的 A 的 子 树 森 
林 ，A 的 子 树 森 林 已 遍历 完毕 , 访问 A， 此 时 第 一 棵 树 遍 历 完毕 。 中 序 遍 历 除 第 一 棵 树 之 外 
的 余下 的 子 树 森 林 ， 如 图 6-186 所 示 。 


图 6-185 森林 的 中 序 裔 历 过 程 3 图 6-186 森林 的 中 序 裔 历 过 程 4 











5) 采用 同样 的 方法 处 理 余下 的 每 一 棵 树 即 可 ， 
其 访问 顺序 如 图 6-187 所 示 。 

和 森林 的 中 序 壳 历 序列 为 : BCDAFEJHIG 。 

该 森林 对 应 的 二 又 树 如 图 6-188 所 示 ， 该 二 又 
树 的 中 序 遍 历 序 列 为 BCDAFEJHIG。 是 不 是 森林 7 二 
的 中 序 壳 历 序列 与 其 对 应 的 二 又 树 的 中 序 壳 历 序 图 6-187 ”森林 的 中 序 所 历 过 程 
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列 一 模 一 样 ? 
把 每 棵 树 根 看 作 兄弟 
森林 转 二 又 树 
图 6-188 ”森林 对 应 二 叉 树 
3. 小 结 


树 和 森林 的 授 历 与 二 义 树 的 志 历 对 应 关系 ， 如 表 6-1 所 未 。 
表 6-1 树 、 和 森林 与 二 又 树 遍历 对 应 关系 


先 根 志 历 先 序 遇 历 先 序 遇 历 
后 根 志 历 中 序 通 历 中 序 表 历 


二 义 树 


6.6 WEE;; 


6.6.1 二叉树 的 座 度 


首先 若 层 特殊 情况 ， 如 末 二 又 树 为 空 ， 则 深度 为 0; 一 般 情 况 下 ， 二 又 树 的 深度 等 于 


二 又 树 左右 子 树 的 深度 最 大 值 加 1。 








2) 否则 为 根 的 左 、 右 子 树 的 深度 最 大 Pp Sk 
值 加 1。 $y ; 


完美 图 解 
例如 ,一 棵 二 又 树 如 图 6-189 所 示 ， 左 
子 树 的 深度 为 2， 右 子 树 的 深度 为 3， 左右 


- mm 
- - 
= 





子 树 的 深度 最 大 值 为 3， 则 二 又 树 的 深度 为 6-189 二叉树 的 


3+1=4。 
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代码 实现 
int Depth (Btree T) // 求 二 义 树 的 深度 
{ 
jnt m,n; 
if (T==NULL) / /如果 为 空 树 ， 深 度 为 0 
return 0; 
else 
{ 
m=Depth (T->lchi1ld) ;// 递 归 计 算 左 子 树 深度 
n=Depth (T->rchild); // 递 归 计 算 右 子 树 深度 
if (m>n) 
return m+1;// 返 回 左 右 子 树 的 深度 最 大 值 加 1 


else 








return nt+il; 


} 


6.6.2 ”二叉树 的 叶子 数 


站 和 完 考 虑 特殊 情况 ， 如 果 二 叉 树 为 室 ， 则 叶子 数 为 0; 如 果 根 的 左 、 石 子 树 都 为 宇 ， 则 
叶子 数 为 1; 一般 情况 下 ， 二 又 树 的 叶子 数 等 于 左 子 树 的 叶子 数 与 右 子 树 的 叶子 数 之 和 。 

算法 步骤 

1) 如 果 二 又 树 为 衬 ， 则 叶子 数 为 0。 

2) 如 有 末 根 的 左 、 右 子 树 都 为 衬 ， 则 叶子 数 为 1。 

3) 否则 求 左 子 树 的 叶子 数 和 右 子 树 的 叶子 数 之 和 ， 即 为 二 又 树 的 叶子 数 。 

完美 图 解 

例如 ， 一 棵 二 又 树 如 图 6-190 所 示 ， 左 子 树 的 叶子 数 为 2， 石 子 树 的 叶子 数 为 1， 左 碳 
子 树 的 叶子 数 之 和 2+1=3， 则 该 三 又 树 的 叶子 数 为 3。 

















二 又 树 的 叶子 数 为 3 
叶子 数 为 1 
好 





叶子 数 为 2 


图 6-190 ”二 又 树 的 叶子 数 
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代码 实现 
int LeafCount (Btree T) // 求 二 义 树 的 叶子 数 


{ 
if (T==NULL) / /如 来 为 空 树 ， 叶 子 数 为 0 
return 0; 
else 
if (T->lchild==NULL&&T->rchild==NULL) /7/ 左 右 子 树 均 为 宇 ， 则 叶子 数 为 1 
return 1; 
else 
return LeafCount (T->lchild) +LeafCount (T->rchild);/ /左右 子 树 的 时 子 数 之 和 


} 

同样 ， 要 计算 二 又 树 的 市 点 数 ， 如 果 二 文 树 为 室 ， 则 市 点数 为 0， 否则 ， 三 又 树 的 市 反 
数 等 于 左 子 树 与 石子 树 的 节点 数 之 和 加 1。 

代码 实现 


int NodeCount (Btree T)// 求 二 义 树 的 节点 数 
{ 




















if (T==NULL) // 如 果 为 空 树 ， 节 点 数 为 0 
return 0; 
else 
return NodeCount (T->lchild) +NodeCount (T->rchild)+1;// 左 右 子 树 节 点 数 之 和 加 1 


} 


此 类 问题 上 只 需要 考虑 特殊 情况 ， 例 如 树 空 、 只 有 一 个 根 季 点 等 ， 一 般 情况 下 ， 直 接 递归 
EH。 


6.6.3 三 元 组 创建 二 叉 树 


假设 以 三 元 组 EC，LAR) 的 形 陈 输入 一 棵 二 又 树 的 庶 边 《其 中 下 是 双 杀 市 点 的 标识 ，C 
是 孩子 节点 标识 ，L/R 表示 C 为 下 的 左 孩子 或 右 孩 子 )， 且 在 输入 的 三 元 组 序列 中 ，C 是 按 
层次 顺序 出 现 的 。 设 节点 的 标识 是 字符 类 型 ，F 为 NULL 时 ，C 为 根 世 点 标识 ， 知 C 亦 为 
NULL， 则 表示 输入 结束 。 试 编写 算法 ， 由 和 输入 的 三 元 组 序列 建立 二 叉 树 的 二 又 链表 ， 并 以 
先 序 、 中 序 和 后 序 序列 和 输出。 

算法 步骤 

1) 输入 第 一 组 数据 ， 创 建 根 节 点 入 队 。 因 为 是 按 层 次 输入 的 ， 所 以 可 以 借助 队列 实现 。 

2) 输入 下 一 组 数据 。 

3) 如 末 队 列 非 空 且 输 入 数据 前 两 项 非 衬 ， 则 队 头 元 素 出 队 。 

4) 判断 输入 数据 中 的 双亲 是 人 否 和 队 关 元素 相等 ， 如 来 不 相等 ， 则 转 问 第 3 步 ， 如 采 相 
等 ， 则 创建 一 个 痢 节 点 ， 判 断 该 节点 是 其 双 杀 的 左 孩 子 还 是 右 孩 子 并 做 相应 的 处 理 ， 然 后 新 
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节点 入 队 。 输 入 下 一 组 数据 ， 转 问 第 4 步 ( 因 为 一 个 队 头 元 素 可 能 有 了 两 个 孩子 ， 所 以 不 能 创 
建 一 个 孩子 束 结 束 )。 

5) 直到 队列 为 空 或 者 输入 数据 前 两 项 为 定 ， 算 法 停止 。 

6) 输出 先 序 、 中 序 和 后 序 序列 。 

完美 图 解 

例如 ， 输 入 三 元 组 数据 和 创建 二 又 树 的 过 程 如 下 。 

1) 输入 第 一 组 数据 : NULLAL。 

创建 根 市 点 ， 根 市 点 的 数据 为 A， 并 将 指 问 根 市 点 的 指针 入 队 【〔 图 中 用 数据 表示 )。 二 
叉 树 及 队列 的 状态 如 图 6-191 和 图 6-192 所 示 。 


根 结 点 
os:| | | | 


图 6-191 二 又 树 创建 过 程 1 图 6-192 入 队 和 出 队 过 程 1 














2) 队 头 元 素 A 出 队 。 

输入 数据 : ABL 

判断 输入 数据 中 的 双亲 是 否 和 A 相等 ， 如 果 相 等 而 且 为 左 孩 子 ， 则 创建 狐 市 点 B， 作 为 
A 的 左 孩 子 ，B 入 队 。 二 叉 树 及 队列 的 状态 如 网 6-193 和 图 6-194 所 未 。 


os) | | | 


图 6-193 二叉树 创建 过 程 2 图 6-194 入 队 和 出 队 过 程 2 








输入 数据 : AC R 
判断 输入 数据 中 的 双亲 是 否 和 A 相等 ， 如 果 相 等 而 且 为 右 孩 子 ， 则 创建 新 节点 C， 作 为 
A 的 右 孩 子 ，C 入 队 。 二 叉 树 及 队列 的 状态 如 图 6-195 和 图 6-196 所 示 。 


oa cl | | 


图 6-195 ”二 又 树 创建 过 程 3 图 6-196 入 队 和 出 队 过程 3 








3) 队 头 元 素 B 出 队 。 

输入 数据 : BD R 

判断 输入 数据 中 的 双亲 是 否 和 B 相等 , 如 果 相 等 而 且 为 右 孩 子 , 则 创建 新 节点 D 作为 也 
的 右 孩 子 ，D 入 队 。 二 义 树 及 队列 的 状态 如 图 6-197 和 图 6-198 所 示 。 
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图 6-197 二 又 树 创建 过 程 4 图 6-198 ”入 队 和 出 队 过 程 4 


输入 数据 : CEL 

判断 输入 数据 中 的 双亲 是 否 和 B 相等 ， 不 相等 。 

4) 队 头 元 系 C 出 队 。 

判断 输入 数据 中 的 双亲 是 否 和 C 相等 , 如 果 相 等 而 且 为 左 孩 子 , 则 创建 新 节点 卫 作 为 C 
的 左 孩 子 ，E 入 队 。 二 叉 树 及 队列 的 状态 如 图 6-199 和 图 6-200 所 示 。 





Lpzlsl | | 


图 6-199 二 又 树 创建 过 程 5 图 6-200 入 队 和 出 队 过 程 5 


输入 数据 : CF R 
判断 输入 数据 中 的 双亲 是 否 和 C 相等 ,如果 相等 而 且 为 右 孩 子 , 则 创建 新 节点 上 作为 C 
的 右 孩 子 ，F 入 队 。 二 叉 树 及 队列 的 状态 如 图 6-201 和 图 6-202 所 示 。 





全 自 olLD| sr | 
图 6-201 二 又 树 创建 过 程 6 图 6-202 ”入 队 和 出 队 过 程 6 


5) 队 头 元 素 D 出 队 。 

输入 数据 : DGL 

判断 输入 数据 中 的 双亲 是 否 和 D 相等 ， 如 果 相 等 而 且 为 左 孩 子 ， 则 创建 新 和 点 G 作为 
D 的 左 孩 子 ，G 入 队 。 二 叉 树 及 队列 的 状态 如 几 6-203 和 图 6-204 所 示 。 
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图 6-203 ”二 又 树 创建 过 程 7 图 6-204 入 队 和 出 队 过 程 7 


输入 数据 : FH L 

判断 输入 数据 中 的 双亲 是 否 和 B 相等 ， 不 相等 。 

6) 队 头 元 素 卫 出 队 。 

判断 输入 数据 中 的 双亲 是 否 和 EE 相等， 不 相等 。 

7) 队 头 元 素 E 出 队 。 

判断 输入 数据 中 的 双亲 是 否 和 F 相等 , 如 果 相 等 而 且 为 左 孩子 , 则 创建 新 节点 再 作为 下 
的 左 孩 子 ，H 入 队 。 二 义 树 及 队列 的 状态 如 图 6-205 和 图 6-206 所 示 。 





js oT TT 


图 6-205” 二 又 树 创建 过 程 8 图 6-206 入 队 和 出 队 过 程 8 


输入 数据 : NULL NULLL 
前 两 项 均 为 空 ， 算 法 结束 。 


代码 实现 

void CreatebiTree (biTnode* &T) 

{ 
string a,b,c; 
biTnode *node,*p; 
queue<biTnode*>q; 
cin>>a>>b>>c; 
"77 创建 人 恨 二 记 
{ 


异步 社区 lazyren(13059738008) 专 享 请 尊重 版 权 


218 | Eee 树 


} 


node=new biTnode; 

node->data=b; 
node->l1Child=node->rChild=NULL; 
T=node; 


q.push (T); 


cin>>a>>b>>c; 
while(!gq.empty() &&al!l="NULL"&&b!="NULL") 


{ 


} 


p=q.front();// 取 队 头 元 素 

q.pop(); // 出 队 

while(a==p->qata)// 最 多 判断 两 次 ， 一 个 节点 最 多 有 两 个 孩子 
{ 








node=new biTnode; 
node->data=b; 
node->l1Child=node->rChild=NULL; 
if (c=="L") 
{ 
p->lChild=node; 
cout<<p->data<<"'s lChild is "<<node->data<<endl; 
} 
else 
| 
p->rChild=node; 
cout<<p->data<<"'s rChild is "<<node->data<<endl; 
} 
q.push (node);// 新 节点 入 队 
cin>>a>>b>>c;// 输 入 下 一 组 数据 





6.6.4 珊 历 序列 还 原 树 





根据 遍历 序列 可 以 还 原 树 ， 包 括 二 叉 树 还 原 、 树 还 原 和 和 森林 还 原 3 种 。 
1. 二 义 树 还 原 
由 二 又 树 的 前 序 序列 和 中 序 序 列 ， 或 者 中 友 序 列 和 后 序 序列 ， 可 以 唯一 地 还 原 一 村 二 


又 树 。 


MS 二 一 
壮 忆 : 


例如 : 


又 树 。 














由 三 又 树 的 前 序 序列 和 后 序 序列 不 能 唯一 地 还 原 一 棵 二 又 树 。 
己 知 一 棵 二 又 树 的 先 序 序列 ABDECFG 和 中 序 序列 DBEAFGC， 画 出 这 棵 二 
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算法 步骤 

1) 先 序 序 列 的 第 一 个 字符 为 根 。 

2) 在 中 序 序列 中 ， 以 根 为 中 心 划 分 左右 子 树 。 

3) 还 原 左右 子 树 。 

完美 图 解 

1) 先 序 序列 的 第 一 个 字符 A 为 根 ， 在 中 序 序列 中 以 A 为 中 心 划 分 左右 子 树 ， 左 子 树 包 
含 DBE 三 个 节点 ， 右 子 树 包 含 FGC 三 个 节点 ， 如 图 6-207 所 示 。 


























根 
先 序 序列 : AIBD ECFG 


根 
中 序 序列 : OBBDACGO 
左 子 树 石子 树 


图 6-207” 先 序 中 序 还 原 二 又 树 过 程 1 




















2) 左 子 树 DBE， 在 先 序 序列 中 的 顺序 为 BDE， 第 一 个 字符 B 为 根 ， 在 中 序 序列 中 以 也 
为 中 心 划 分 左右 子 树 , 左右 子 树 只 有 一 个 市 把 , 因此 下 接 作为 B 的 左右 孩子 即 可 , 如 图 6-208 
所 示 。 








根 
先 序 序列 : ABjD ECF G 


根 
中 序 序列 ; DEF GC 


左 子 树 ” 右 子 树 
图 6-208” 先 序 中 序 还 原 二 叉 树 过 程 2 




















3) 右 子 树 FEFGC， 在 先 序 序列 中 的 顺序 为 CFG， 第 一 个 字符 C 为 根 ， 在 中 序 序 列 中 以 C 
为 中 心 划分 左右 子 树 ， 左 子 树 包含 FG 市 点 ， 右 子 树 为 空 ， 如 图 6-209 所 示 。 








根 
先 序 序列 : A B D HGJF G 


根 
中 友 序 列 : DBE A 


左 子 树 右 子 树 











图 6-209” 先 序 中 序 还 原 二 叉 树 过 程 3 














4) 左 子 树 FG， 在 先 序 序列 中 的 顺序 为 FG， 第 一 个 字符 F 为 根 ， 在 中 序 序列 中 以 为 中 
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心 划分 元 右 子 钢 ， 堪 为 空 ， 右 子 树 只 有 一 个 节点 G， 作 为 下 的 右 孩 子 即 可 ， 如 网 6-210 所 示 。 


根 
先 序 序列 : ABD E C@E)G 


根 
中 序 序列 : DBEA 


右 子 树 











图 6-210” 先 序 中 序 还 原 二 又 树 过 程 4 


代码 实现 
BiTree pre mid createBiTree (char *pre,char xmid int len) // 前 序 中 序 还 原 建立 二 义 树 
{ 








if (len==0) 
return NULL; 
char ch=pre[0]; // 先 序 序列 中 的 第 一 个 节点 ， 作 为 根 
int index=0; // 在 中 序 序列 中 碍 找 根 和 节点， 并 用 index 记录 查找 长 度 
while (mid[index]l1!=ch)y// 在 中 序 中 找 根 贡 点， 左边 为 该 节点 的 左 子 树 ， 右 边 为 右 子 树 
{ 

















1InaqeX+ 二 ， 

} 

BiTree T=new BiTNode;// 创 建 根 节点 

T->data=ch; 

T->lchild=pre mid createBiTree (pre+1,mid, index) ;// 创 建 左 子 树 

T->rchild=pre mid createBiTree (pretindex+1,mid+index+1,len-index-1);// 创 
| 建 右 子 树 
| return T; 


} 
代 公 解释 如 下 。 
pre mid createBiTree (char *pre,char *mid,int len) // 前 序 中 序 还 原 建 并 二 义 树 


这 个 函数 有 3 个 参数 ，pre 和 mid 为 指针 类 型 ， 分 别 指 问 前 序 、 中 序 序列 的 首 地 址 ; len 
为 序列 的 长 度 。 前 序 和 中 序 的 序列 长 度 一 定 是 相同 的 。 

首先 , 先 序 序列 的 第 一 个 字符 pre[0] 为 根 ,然后 在 中 序 序列 中 查找 根 所 在 的 位 置 ,用 index 
记录 但 找 长 度 ， 找 到 后 以 根 为 中 心 ， 划 分 出 左右 子 树 。 

。 左 子 树 : 先 序 序列 中 的 首 地 址 为 pre+1， 中 序 序列 的 首 地 址 为 mid， 长 度 为 index。 

。 右 子 树 : 先 序 序列 中 的 首 地 址 为 pre+index+1， 中 序 序列 的 首 地 址 为 mid+index+1， 

长 度 为 len-index-1; 右 子 树 的 长 度 为 总 长 度 减 去 左 子 树 的 长 度 ， 再 减 去 根 。 
确定 参数 后 ， 再 递归 求解 左右 子 树 即 可 。 第 一 次 树 根 及 左右 子 树 划分 如 图 6-211 所 示 。 
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] pre+index+1] 


先 序 序列 : J 


二 右 子 树 


mid mid+index+1 
中 序 序列 : D5 BD A 
左 子 树 ”index ” 右 子 树 
左 子 树 长 度 为 index 右 子 树 长 度 为 len-index-l 








图 6-211” 先 序 中 序 还 原 二 又 树 划分 
由 二 又 树 的 后 序 序列 和 中 序 序列 也 可 以 唯一 确定 一 棵 二 又 树 , 方法 和 上 面 一 样 ， 只 不 过 
后 序 序列 的 最 后 一 个 字符 为 根 ， 然 后 在 中 序 序 列 中 以 根 为 中 心 划分 左右 子 树 。 
练习 :已 知 一 棵 二 又 树 的 后 序 序列 DEBGFCA 和 中 序 序列 DBEAFGC, 画 出 这 棵 二 又 树 。 


代码 实现 
BiTree Pro mid createBiTree (char *last,char *midy int len)// 后 序 中 序 还 原 建 并 二 义 树 
{ 





























if (len==0) 
return NULL; 

char ch=last[len-1]; // 找 到 后 序 序列 中 的 最 后 一 个 节点 ， 作 为 根 

int index=0;// 在 中 序 序列 中 但 找 根 节 点 ， 并 用 inqex 记录 得 找 长 度 

while (mid[index]!=ch)y// 在 中 序 中 找 根 节 点， 左边 为 该 节点 的 左 子 树 ， 右 边 为 右 子 树 
jndext++; 

BiTree T=new BiTNode;// 创 建 根 节点 

T->data=ch; 

T->lchild=pro mid createBiTree (last,mid,index);// 创 建 左 子 树 

T->rchild=pro mid createBiTree (last+index,mid+index+1, len-index-1);// 创 

建 石子 树 


return TT; 




















' 


先 序 过 历 和 中 序 过 历 还 原 二 又 树 秘籍 : 先 序 找 根 ， 中 序 分 左右 。 

后 序 过 历 和 中 序 过 历 还 原 二 又 树 秘籍 : 后 序 找 根 ， 中 序 分 左右 。 

2. 树 还 原 

由 于 树 的 先 根 损 历 和 后 根 遇 历 与 其 对 应 二 又 树 的 先 序 过 历 和 中 序 过 历 相 同 , 因此 可 以 根 
据 该 对 应 关系 ， 先 还 原 为 二 义 树 ， 然 后 再 把 二 叉 树 转换 为 树 。 

练习 : 已 知 一 棵 树 的 先 根 遍历 序列 ABEFCDGIH 和 后 根 遍 历 序列 EFBCIGHDA， 夯 出 
这 标 树 。 

算法 步骤 

1) 树 先 根 壳 历 和 后 根 壳 历 与 其 对 应 的 二 又 树 的 先 序 过 历 和 中 序 壳 历 相 同 ， 因 此 根据 这 
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两 个 序列 ， 按 照 先 序 遍历 和 中 序 遍 历 还 原 二 叉 树 的 方法 ， 还 原 为 
二 又 树 。 

2) 将 该 二 叉 树 转换 为 树 。 

完美 图 解 

1) 树 先 根 裔 历 和 后 根 授 历 与 其 对 应 的 二 又 树 的 先 序 授 历 和 
中 序 遇 历 相 同 ， 因 此 其 对 应 二 又 树 的 先 序 序列 为 ABEFCDGIH,， 
中 序 壳 历 序列 为 EFBCIGHDA， 按 照 先 序 遍历 和 中 序 裔 历 还 原 二 





~ 





又 树 的 方法 ， 还 原 为 二 义 树 ， 如 图 6-212 所 示 。 6-212” 先 序 中 序 
2) 控 二 文 树 转 换 树 的 规则 , 将 该 二 文 树 转 换 为 树 ， 如 图 6-213 原 二 又 树 
Wr 


示 。 
二 又 树 转 树 
Ss Dp 


图 6-213 二叉树 转换 为 树 

3. 森林 还 原 

由 于 秩 林 的 先 序 过 历 和 中 序 过 历 与 其 对 应 二 又 树 的 先 序 过 历 和 中 序 遇 历 相同 , 因此 可 以 
根据 该 对 应 天 系 ， 先 还 原 为 二 叉 树 ， 然 后 再 把 二 叉 树 转换 为 森林 。 

例如 : 已 知 森林 的 先 序 遍历 序列 ABCDEFGHJI 和 中 序 人 遍历 序列 BCDAFEJHIG， 画 出 该 
和 森林。 

该 森林 的 先 序 和 中 序 对 应 二 又 树 的 先 序 和 中 序 , 根据 该 先 序 和 中 序 序列 将 其 还 原 为 二 叉 
树 ， 再 把 二 又 树 转 换 为 森林 ， 如 图 6-214 所 示 。 


> ef 


6-214 二 义 树 转换 为 森林 
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6.6.5 ”了 哈 夫 受 树 


先 看 几 个 生活 中 的 例子 。 

有 一 和 群 退休 的 老 教授 上 聚会 ， 其 中 一 个 带 痢 刚 会 说 话 的 漂 沈 小 孙女 ， 于 是 大 家 过 她 :“ 你 
能 猜 猜 我 们 多 大 了 吗 ? 猜 对 了 有 糖 吃 哦 。 ”小 女孩 就 开始 猜 :“ 你 是 1 多 了 吗 ? ” 老 教 授 播 播 
头 。“ 你 是 两 岁 了 吗 ?” 老 教授 仍然 播 摇头 。“ 那 一 定 是 三 岁 了 1” …… 大 家 哈哈 大 灾 。 或 许 
我 们 都 感觉 到 了 小 女孩 的 天 真 可 爱 ， 然 而 生活 中 却 有 很 多 这 样 的 判断 。 

惫 经 有 这 样 一 个 C++ 设计 题目 : 将 一 个 班级 的 成 绩 从 百分制 转 为 等 级 制 。 有 人 写 了 如 下 
代码 : 

了 

Se 

人 


loo ff (Seoore oO cout co mali" zendl. 
else cout << "优秀 "<<endl; 


在 上 面 程序 中 ， 如 果 小 于 60， 我 们 做 1 次 判定 即 可 ; 如 果 在 60 一 70， 需 要 判定 2 次 ; 
如 果 在 70 一 80， 需 要 判定 3 次 ; 如 果 在 80 一 90， 需 要 判定 4 次 ; 如 果 在 90 一 100， 需 要 判 
定 S 深 ， 

这 段 程 序 貌 似 没有 任何 问题 , 但 是 却 犯 了 从 1 岁 开 始 判 断 一 个 老 教 授 年 龄 的 错误 ， 因 为 
考试 成 绩 往 往 是 呈正 态 分 布 的 ， 如 图 6-215 所 示 。 


人 数 




















> 分 数 





图 6-215 成绩 的 正 态 分 布 


也 就 是 说 ， 大 多 数 人 《70%) 要 判断 3 次 或 3 次 以 上 才能 成 功 , 假设 班级 人 数 为 100 人 ， 
则 判定 次 数 为 : 
100X 10% X 1+100X20% X24+100X 40% X3+100X20%X4+100X10%X5=300 次 


如 末 我 们 把 程序 改写 一 下 : 
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if(score <80) 

If (score <70) 
上 
| 

Sl 

Elee fa0re < 00 com — "EN" <engl 
< 


则 判定 次 数 为 : 
100X 10% X3+100X20%X3+100X40%X2+100X20%X2+100X10%X2=230 次 


为 什么 会 有 这 样 大 的 兰 别 呢 ? 下 面 看 看 两 种 判断 方式 的 树 型 图 ， 如 疼 6-216 所 示 。 








了 Y 
/< 中 等 良好 优秀 
不 及 格 。 及 和 


图 6-216 ”两 种 判断 方式 的 树 形 图 





从 图 6-216 中 可 以 看 出 ， 频 率 越 高 的 越 徘 近 树 根 〈 先 判断 )， 这 样 我 们 猿 中 的 可 能 性 
越 大 。 

再 看 五 笔 学 型 的 编码 方式 。 

在 学 习 五 笔 学 型 的 时 候 ， 背 一 级 简 码 是 少不了 的 。 所 谓 一 级 简 码 ， 束 是 指 25 个 汉字 ， 
对 应 看 25 个 按键 ,使 用 方法 是 : 打 一 个 字母 刍 再 加 一 个 空格 键 束 可 打出 来 。 为 什么 要 这 样 
设置 呢 ? 因为 根据 文字 统计 ， 这 25 个 汉字 是 使 用 频率 最 高 的 。 如 果 我 们 经 音 用 的 字 编 码 很 
长 ， 不 是 目 己 给 目 己 找 奈 烦 吗 ? 

五 笔 邹 根 之 一 级 徇 公 如 下 。 

G 一 F 地 D 在 S 要 A 工 

HH 上 J 是 KK 中 L M 同 

TT 和 R 的 EE 有 WwW 人 Q 我 

Y 主 U 产 I 不 0 为 PP 这 

N 民 BJ 了 V 友 C 以 X 经 

通 和 党 的 编码 方法 有 固定 长 度 编码 和 不 等 长 度 编 码 两 种 。 这 是 一 个 设计 最 优 编码 方案 的 问 
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如 ， 目 的 是 使 总 码 长 度 最 短 。 这 个 问题 利用 字符 的 使 用 频率 来 编码 ， 是 不 等 长 编 公 方法 ， 使 
经 常 使 用 的 字符 编码 较 短 ， 不 常 使 用 的 字符 编码 较 长 。 如 果 采 用 等 长 的 编码 方案 ,假设 所 有 
字符 的 编码 都 等 长 ， 则 表示 nn 个 不 同 的 字符 需要 |1ogn | 位 。 例 如 ，3 个 不 同 的 字符 a、b、e， 
至 少 需要 2 位 二 进 制 数 表示 : a00、b:01、c:10。 如 果 每 个 字符 的 使 用 频率 相等 ， 那 么 固定 
长 上 度 编 但 是 空间 效率 最 高 的 方法 。 
不 等 长 编码 方法 需要 解决 两 个 关键 问题 。 
1) 编 权 尽 可 能 短 。 我 们 可 以 让 使 用 频率 高 的 字符 编码 较 短 ， 使 用 频率 低 的 编码 较 长 。 
这 种 方法 可 以 提高 压缩 率 ， 节 省 衬 间 ， 也 能 提高 运算 和 通信 速度 ， 即 频率 越 高 ， 编 码 越 短 。 
2) 不 能 有 二 义 性 。 如 果 ABCD 这 4 个 字符 这 样 编码 : 
A:0 B:1 C:01 D:10 
那么 现在 有 一 列 数 0110， 该 怎样 翻 详 呢 ? 是 翻 详 为 ABBA， 还 是 ABD、CBA、CD? 如 
果 在 盏 事情 报 中 ， 这 种 混乱 的 译 码 可 能 会 导致 丧失 无 数 的 生命 ! 那么 如 何 消除 二 义 性 呢 ? 解 
决 的 办 法 是 : 任何 一 个 字符 的 编码 不 能 是 男 一 个 字符 的 编码 的 前 级 ， 即 前 缀 码 特 性 。 
1952 年 ， 数 学 家 D. A. Huffman 提出 了 用 字符 在 文件 中 出 现 的 频率 《〈 即 用 0、1 串 ) 表 
示 各 字符 的 最 佳 编 但 方式 ， 称 为 哈 夫 曼 编 码 (Huffman code )。 哈 夫 曼 编码 很 好 地 解决 了 上 
述 两 个 关键 问题 ， 被 广泛 地 应 用 于 数据 压缩 ， 尤 其 是 远 距 离 通信 和 大 容量 数据 存储 ， 第 用 的 
JPEG 网 族 就 是 采用 哈 夫 曼 编码 压缩 的 。 
哈 夫 受 编码 的 基本 思想 是 以 字符 的 使 用 频率 作为 权 来 构建 一 株 哈 夫 曼 树 , 然后 利用 哈 夫 
曼 树 对 字符 进行 编码 。 哈 夫 曼 树 是 通过 将 所 要 编码 的 字符 作为 叶子 节点 ,将 该 字符 在 文件 中 
的 使 用 频率 作为 叶子 节点 的 权 值 ， 以 自 底 向 上 的 方式 ， 做 zi-1 次 “合并 ”运算 构造 出 来 的 。 
哈 夫 受 编 码 的 核心 思想 是 让 权 值 大 的 叶子 离 根 最 近 。 
哈 夫 曼 算法 采取 的 贪心 策略 是 每 次 从 树 的 集合 中 取出 没有 双亲 且 权 值 最 小 的 两 棵 树 作 
为 左右 子 树 ， 构 造 一 棵 新 树 ， 狐 树 根 厄 点 的 权 值 为 其 左右 孩子 节点 权 值 之 和 ， 并 将 狐 树 插入 
树 的 集合 
算法 步骤 
1) 确定 合适 的 数据 结构 。 编 写 程序 前 需要 考虑 的 情况 如 下 。 
。 了 哈 夫 曼 树 中 没有 上 度 为 1 的 节点 , 则 一 标 有 于 个 时 子 和 点 的 哈 夫 曼 树 共有 27-1 个 市 点 
(nl 次 “合并 ”每 次 产生 一 个 新 节点 )。 
。 构成 哈 夫 曼 树 后 ， 为 求 编码 需 从 叶子 节点 出 发 走 一 条 从 叶子 到 根 的 路 径 。 
。 译 人 码 需 要 从 根 出 发 走 一 条 从 根 到 叶子 的 路 径 。 那 么 对 每 个 节点 而 言 ， 需 要 知道 每 个 
节点 的 权 值 、 双 荣 、 左 孩子 、 右 孩子 和 节点 信息 。 
2) 初始 化 。 构 迁 n 村 节点 为 n 个 字符 的 单 市 点 树 集合 王 {1, b, 二, 四， 每 标 树 只 有 
一 个 带 权 的 根 节 点 ， 权 值 为 该 字符 的 使 用 频率 。 
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3) 如 有 果 了 中 只 剩 下 一 柠 树 ， 则 哈 夫 受 树 构 造成 功 ， 跳 到 第 6 步 。 否 则 ， 从 集合 了 中 取 
出 没有 双 杀 且 权 值 最 小 的 两 株 树 tt 和 彦 将 它们 合并 成 一 株 新 树 zx， 狐 树 的 左 孩 子 为 tt， 石 
孩子 为 #5，z# 的 权 值 为 和 的 权 值 之 和 。 

4) 从 集合 了 中 删 去 信 图 加 入 zx。 

5) 重复 以 上 第 3 步 和 第 4 步 。 

6) 约定 左 分 文 上 的 编码 为 “0”， 右 分 文 上 的 编码 为 “1?”。 从 叶子 节点 到 根 节 点 逆 癌 求 

















出 每 个 字符 的 哈 夫 曼 编 但 , 那么 从 根 厂 扣 到 叶子 市 把 路 人 径 上 的 字符 组 成 的 子 稚 串 为 该 叶子 市 
扩 的 哈 夫 曼 编 码 ， 算 法 结束 。 

完美 图 解 

假设 我 们 现在 有 一 些 字 符 和 和 它们 的 使 用 频率 〈 见 表 6-2), 如 何 得 到 它们 的 哈 夫 曼 编 码 呢 ? 


表 6-2 字符 频率 


1 契合 


字符 














我 们 可 以 把 每 一 个 字符 作为 叶子 ， 它 们 对 应 的 频率 作为 其 权 值 ， 因 为 只 是 比较 大 小 ,为 
了 比较 方便 ， 可 以 对 其 同时 扩大 100 倍 ， 得 到 aS、b:32、c:18、d:7、e:25、 节 13。 

1) 初始 化 。 构 造 款 棵 节点 为 于 个 字符 的 单 节 点 树 集合 T={a, b,c, d, 6, 人， 如 图 6-217 所 示 。 

2) 从 集合 了 中 取出 没有 双 杀 的 且 权 值 最 小 的 两 棵 树 a 和 d， 将 它们 合并 成 一 棵 新 树 4， 
狐 树 的 左 孩 子 为 a， 石 孩子 为 d， 狐 树 的 权 值 为 a 和 d 的 权 值 乙 和 12。 痢 树 的 树 根 丸 加 入 集 
合 7， 从 集合 了 中 删除 a 和 dd， 如 图 6-218 所 示 。 

















er— mp em ms 
ne 


"O0000 oO ”" 
5 8 了 和 5 区 5 7 


图 6-217 叶子 节点 图 6-218 ”构建 新 树 


3) 从 集合 T 中 取出 没有 双亲 的 且 权 值 最 小 的 
两 柠 树 t1 和 f， 将 它们 合并 成 一 株 新 树 ， 狐 树 的 
左 孩 子 为 i， 右 孩 子 为 f， 新 树 的 权 值 为 1 和 下 的 
权 值 之 和 25。 狐 树 的 树 根 t 加 入 集合 7， 从 集合 
7 中 删除 和 f， 如 图 6-219 所 示 。 

4) 从 集合 了 中 取出 没有 双 杀 且 权 值 最 小 的 两 
株 树 c 和 e， 将 它们 合并 成 一 株 狐 树 s， 狐 树 的 左 
孩子 为 ce， 石 孩子 为 e: 新 树 的 权 值 为 c 和 e 的 权 值 之 和 43。 新 树 的 树 根 ts 加 入 集合 7， 从 





图 6-219 ”构建 新 树 


异步 社区 lazyren(13059738008) 专 享 请 尊重 版 权 


6.6 树 的 应 用 | 227 


集合 了 中 删除 c 和 e， 如 图 6-220 所 示 。 

5) 从 集合 7 中 取出 没有 双亲 且 权 值 最 小 的 两 棵 树 t 和 b， 将 它们 合并 成 一 柠 新 树 4， 
狐 树 的 左 孩 子 为 ， 石 孩子 为 b， 狐 树 的 权 值 为 和 bb 的 权 值 之 和 57。 新 树 的 树 根 4 加 入 集 
合 T7， 从 集合 T 中 删除 和 b， 如 图 6-221 所 示 。 


ee mm 
-一 “一 一 ew— 


Oe 


18 2 





图 6-220 ”构建 新 树 图 6-221 构建 新 树 


6) 从 集合 了 中 取出 没有 双 杀 且 权 值 最 小 的 两 棵 树 ts 和 加， 将 它们 合并 成 一 棵 新 树 &， 
新 树 的 左 孩 子 为 4， 石 孩子 为 t， 狐 树 的 权 值 为 fs 和 的 权 值 之 和 100。 新 树 的 树 根 右 加 入 
集合 T7， 从 集合 TT 中 删除 和 4&4， 如 图 6-222 所 示 。 

7) 了 中 只 剩 下 一 棵 树 ， 哈 夫 曼 树 构 造成 功 。 

8) 约定 左 分 文 上 的 编码 为 “0” 人 右 分 支 上 的 编码 为 “1”。 从 叶子 节点 到 根 节 点 逆 癌 求 
出 每 个 学 符 的 哈 夫 曼 编 码 。 那 么 从 根 节 点 到 叶子 节点 路 径 上 的 学 符 组 成 的 字符 串 为 该 叶子 节 
点 的 喻 夫 曼 编码 ， 如 图 6-223 所 示 。 


ee 


— ev 




















图 6-222” 哈 夫 曼 树 a:l000 bi:ll c:00 d:1001 e:01 f:101 
图 6-223” 哈 夫 曼 编码 





代码 实现 
在 构造 哈 夫 曼 树 过 程 中 ， 首 先 将 每 个 节 扣 的 双 茉 、 左 孩子 和 石 孩 子 初始 化 为 -1， 找 出 所 
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有 节点 中 双亲 为 =-1、 权 值 最 小 的 两 个 节点 tt、t 志 ， 并 将 其 合并 为 一 棵 二 又 树 。 更 新 信息 ( 双 
亲 广 点 的 权 值 为 1、b 权 值 之 和 ,其 左 孩 子 为 权 值 最 小 的 闻 点 t1， 右 孩 子 为 次 小 的 廊 点 by, 机 、 
by 的 双亲 为 双亲 节点 的 编号 )。 重 复 此 过 程 ， 建 成 一 棵 哈 夫 曼 树 。 

(1) 数据 结构 

每 个 节点 的 结构 包括 权 值 、 双 杀 、 左 孩子 、 右 孩子 和 节点 字符 信息 $ 个 域 ， 如 图 6-224 
所 示 。 定 义 为 结构 体形 式 ， 节 点 结构 体 HNodeType 如 下 : 














typedef struct 
{ 


double we oe. // 权 值 
人 Ve 

as el > J 

a se le LAN 

Char vale // 该 六 所 表示 的 学 符 


} HNodeType; 


图 6-224 节点 结构 体 





在 结构 体 的 编码 过 程 中 ，bi[] 存 放 节 点 的 编码 ，start 记录 编码 开始 下 标 ， 逆 问 编码 (从 
叶子 到 根 ， 想 一 想 为 什么 不 从 根 到 叶子 昵 )。 存 储 时 ，start 从 1 开始 依次 递减 ， 从 后 同 前 
存储 ; 读 取 时 ， 从 start+1l 开始 到 nn-1， 从 前 问 后 输出 ， 即 为 该 了 学 符 的 编 奴 ， 如 图 6-225 所 示 。 

编码 结构 体 HCodeType 如 下 : 

typedef struct 

{ 

int bit[MAXBIT]; / /存储 编码 的 数组 
nn 

Oasis /* 编码 结构 体 */ 








Starit 
n—l 
a | 
图 6-225 ”编码 数组 


(2) 初始 化 
初始 化 存放 哈 夫 曼 树 的 数组 HuffNode[] 中 的 节点 ， 如 图 6-226 所 示 。 


| 
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NS // 权 值 
< 本 / /双亲 
HNO en J 
本 NS 有 了 


weight parent lchild rchild value 


MD oo ~ 下 wm 上 mb 一 OO 


天 一 
Cem 





图 6-226 ” 哈 夫 曼 树 构建 数组 


输入 nn 个 叶子 节操 的 字符 及 权 值 。 


Foe Me = DT 








cout<<"Please input value and weight of leaf node "<<i + l<<endl; 
cin>>HuffNode[i].value>>HuffNodel[i] .weight,; 
} 


(3) 循环 构造 哈 夫 曼 树 
从 集合 了 中 取出 双 杀 为 -1 的 且 权 值 最 小 的 两 株 树 总 和 疙 将 它们 合并 成 一 柠 狐 树 zt， 新 
树 的 左 孩 子 为 4， 石 孩子 为 #6，zi 的 权 值 为 和 的 权 值 之 和 。 


0 
double ml,m2; //ml 和 m2 为 两 个 最 小 权 值 和 点 的 权 值 
fO@E (is0s 于 下 
ml=m2=MAXVALUE; // 初 始 化 为 最 大 值 
xX1=X2=-1; // 初 始 化 为 -1 
// 找 出 所 有 节点 中 权 值 最 小 、 无 双亲 节点 的 两 个 市 点 
(et 
if (HuffNodel[]j] .weight < ml && HuffNodel[jJ] .parent==-1)1 














m2 = mil; 

x2 = xl1;} 

ml = HuffNode[]Jj] .weight; 
DA 
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} 


合 @@ 1 在 


(HuffNode[j] .weight < m2 && HuffNodel[]J] .parent==-1){ 


m2=HuffNode[j] .weight; 
汉 之 三] 


} 


/* 更 新 新 树 


HuffNodel[x 


HuffNode 
HuffNode 
HuffNode 
HuffNode 


完美 图 解 


/Le [| 


nn 十 1 
nn 十 1 
JE 


.parent = n+i; //xl 的 父亲 为 新 节点 编号 n+i 

.parent = n+i; //x2 的 父亲 为 新 节点 编号 n+i 

] .weignt 二 mltm2; // 狐 点 权 值 为 两 个 最 小 权 值 之 和 mlm2 
J 


站 | 本 有 


1) i=0 时 : j=0; j<6; 找 双 杀 为 -1， 权 值 最 小 的 两 个 数 。 
x1、x2 为 两 个 最 小 权 值 节点 的 序号 。 
ml=S$,， m2=7; ml、 


xl1=0,， X2=3， 


m2 为 两 个 最 小 权 值 所 氮 的 权 值 。 


HEFNOde lO Garent 6 //x1l 的 父亲 为 新 节点 编号 n+i 

HUFFNOdel S| Borent 6 //x2 的 父亲 为 新 节 点 编写 n+i 
HuffNode[6] .weight = 12; // 狐 节点 权 值 为 两 个 最 小 权 值 之 和 ml+ m2 
HuffNode[6] .lchild = 0; // 新 节点 n+i 的 左 孩 子 为 x1 
HuffNode[6] .rchild = 3; // 新 广 点 n+i 的 右 孩 子 为 x2 
数据 更 狐 后 如 图 6-227 所 示 ， 


weight parent lchild rchild value 





图 6-227 哈 夫 受 树 构建 数组 


对 应 的 哈 夫 曼 树 如 图 6-228 所 示 。 
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2) i=1 时 : j=0; j<7; 找 双亲 为 -1， 权 值 最 小 的 两 @ 1 
个 数 。 
x1=6，X2=5; X1、X2 为 两 个 最 小 权 值 节 反 的 序号 。 
ml=12，m2=13; ml、m2 为 两 个 最 小 权 值 节点 的 图 6-228 ” 哈 夫 曼 树 生成 过 程 
权 值 。 
UENOodelsl arente //X1 的 父亲 为 新 节点 编写 n+i 
HUFEfNGadelol Darent = 7 //X2 的 父亲 为 新 节点 编写 n+i 
HuffNode[7] .weight = 25;  // 新 节点 权 值 为 两 个 最 小 权 值 之 和 ml+m2 
| 
Fe Ne 
数据 更 新 后 如 图 6-229 所 示 。 
Welght parent lchild rchild value 
0 
1 
9 
3 
4 
一 甸 5 
一 > 5 
7 
8 
9 
10 





图 6-229 ” 哈 夫 曼 树 构建 数组 


对 应 的 哈 夫 曼 树 如 图 6-230 所 示 。 @;; 
3) i=2 时 : j=0; j<8; 找 双 杀 为 -1， 权 值 最 小 的 两 


个 数 。 2 © 





13 
x1=2, x2=4; xl 和 x2 为 两 个 最 小 权 值 节操 的 序号 。 C0) @ 
m1l=18，m2=25; ml 和 m2 为 两 个 最 小 权 值 节点 的 5 7 

权 值 。 图 6-230 ” 哈 夫 曼 树 生成 过 程 
HUAFENSde [2 ID — 98; //xl 的 父亲 为 新 市 点 编写 n+i 


Fed 
HuffNodel4l .parent = 8; / /x2 的 父 对 为 新 节点 编号 n+i 
HuffNode[8] .weight = 43; ”// 新 节点 权 值 为 两 个 最 小 权 值 之 和 ml+m2 
HuffNode[8] .lchild = 2; // 新 节点 n+i 的 左 孩 子 为 x1 
HuffNode[8] .rchild = 4; 有 
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数据 更 新 后 如 图 6-231 所 示 。 


weight parent lchild rchild value 


‘OO co 7 OO Wn 人 WW 一 OO 


上 一 
Lem 





图 6-231 哈 夫 受 树 构建 数组 


对 应 的 哈 夫 曼 树 如 图 6-232 所 示 。 @ 43 
4) i=3 时 : j=0; j<9; 找 双 杀 为 -1， 权 值 最 小 的 两 


个 数 ， @O 人 @ 





xl=7，x2=1; xl 和 x2 为 两 个 最 小 权 值 节点 的 序号 。 18 “> 
ml=25,m2=32; ml 和 m2 为 两 个 最 小 权 值 节点 的 权 值 。 图 6-232 ” 蛤 关 曼 例 生 成 过 程 
有 WUETNOE ll arent 0 //x1 的 父亲 为 新 节点 编号 n+i 
uffNodelll Sorent 0 //x2 的 父亲 为 新 节点 编号 n+i 
HuffNode[9] .weight = 57;  ”// 新 节点 权 值 为 两 个 最 小 权 值 之 和 ml+m2 
HuffNode[9] .lehild = 7; // 新 节点 n+i 的 左 孩子 为 x1 
HuffNode[9] .rechilgd = 1; // 新 节点 n+i 的 右 孩 子 为 x2 
数据 更 新 后 如 图 6-233 所 示 。 
Welght parent lchild rchild value 
0 
—> 1 

2 

3 

4 

5 

6 

一 7 

8 

9 

10 





图 6-233” 哈 夫 曼 树 构 建 数组 
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对 应 的 哈 夫 曼 树 如 图 6-234 所 示 。 








图 6-234 哈 夫 曼 树 生成 过 程 


5) 二 4 时 : j=0; j<10; 找 双 杀 为 =1， 权 值 最 小 的 两 个 数 。 
x1=8，x2=9; xl 和 x2 为 两 个 最 小 权 值 节点 的 序号 。 
ml=43，m2=57; ml 和 m2 为 两 个 最 小 权 值 节点 的 权 值 。 
HuffNode .parent = 10， //x1l 的 父亲 为 生成 的 新 节点 编写 n+i 


el 
有 TIN ll arene 10. / /x2 的 父亲 为 生成 的 新 节点 编写 n+i 
HuffNode[10] .weight = 100; // 狐 节点 权 值 为 两 个 最 小 权 值 之 和 ml+m2 
[a 
[10 


HuffNode[10] .lchild / /新 节点 编号 n+i 的 左 孩 子 为 x1 
HuffNode[10] .rchild = 9; yr 


| 
OO 
we 


数据 更 新 后 如 图 6-235 所 示 。 


Welght parent lchild rchild value 





图 6-235” 哈 夫 曼 树 构 建 数组 


对 应 的 哈 夫 曼 树 如 图 6-236 所 示 。 
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图 6-236 ” 哈 夫 曼 树 生成 过 程 


(4) 输出 哈 夫 曼 编 公 


void HuffmanCode (HCodeType HuffCode[MAXLEAF], nt n) 
{ 





HCodeType cd; /* 定义 一 个 临时 变量 来 存放 求解 编码 时 的 信息 */ 
Tr 
Fowl( a = 

Ge eae mn |; 

c = i; //i 为 叶子 节点 编号 

p = HuffNodelc] .parent; 


while(p != -1)1 
i (Nolen 
Ca.olt [Gecl san = 7? 
| 
else 
Ed olti[eGecl starz 世 | = 1s 
ER 本 加 入 fr 
G2 /* c、P 变量 上 移 ， 准备 下 一 循环 */ 


Ne 
} 
/* 把 叶子 市 点 的 编码 信息 从 临时 编码 cg 中 复制 出 来 ， 放 入 编码 结构 体 数组 中 */ 
OO 
HuffCooe[1] oO Oo 7 
Hieeelenmaee le ee nan 


} 


哈 夫 曼 编 码 数 组 如 图 6-237 所 示 。 
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图 6-237 哈 夫 曼 编 码 数 组 


1) i=0 时 : c=0。 


eel nee 而 二 下 三 包 5? 
P = HuffNodel0] .parent=0; // 从 哈 夫 受 树 建成 后 的 表 HuffNode [] 中 读 出 
/ /Pp 指 问 0 号 节点 的 父亲 6 号 








构建 好 的 哈 夫 曼 树 数组 如 图 6-238 所 示 。 


weight parent lchild rchild value 


‘OO co I OO Wn 人 WW 一 SO 


[mY 
Cem 





图 6-238 ” 哈 夫 受 树 构建 数组 








如 果 p!= 一 1， 那么 从 表 HuffNode[] 中 读 出 6 号 节点 的 左 孩 子 和 右 孩 子 ， 判断 0 号 节点 是 
它 的 左 孩 子 还 是 右 孩 子 。 如 果 是 左 孩 子 编码 为 0， 如 果 是 右 孩 子 编 码 为 1。 

从 图 6-238 中 可 以 看 出 ，HuffNode[6].lchild=0，0 号 节点 是 其 父亲 6 号 的 左 孩 子 。 

人 


CaS 侈 半 区 亿 二 


哈 夫 曼 编 码 树 如 图 6-239 所 示 ， 哈 夫 曼 编码 数组 如 图 6-240 所 示 。 




















0 人 
p = HuffNode[l6] .parent=7; 


c、p 芝 量 上 移 后 的 哈 夫 曼 编 码 树 如 图 6-241 所 示 。 
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Start 





























0 ] 5 人 起 5 
| | | | 
图 6-239 ” 哈 夫 曼 编 妈 树 图 6-240” 哈 夫 曼 编码 数组 
图 6-241 哈 夫 曼 编 码 树 
BE 
EN IT RSE /63 nl 
cd.bit[4] = 0;// 编 码 为 0 
cd.start-—-=3; 7 EI M7 
0 /* c、Pp 变量 上 移 ， 准备 下 一 循环 */ 
p = HuffNodel[l7] .parent=9; 
哈 夫 曼 编 码 树 如 图 6-242 所 示 ， 哈 夫 曼 编码 数组 如 图 6-243 所 示 。 
Siart 
0 1 2 3 4 5 
50| | | oo 
图 6-242 ” 哈 夫 曼 编 码 树 图 6-243” 哈 夫 曼 编码 数组 








| 
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HuffNode[9] .lchild=7;//7 号 节点 是 其 父亲 9 号 的 左 孩 子 
cd.bit[3] = 0;// 编 码 为 0 


ER J Mr 
下 /* c,p 变量 上 移 ， 准 备 下 一 循环 */ 


p = HuffNode[9] .parent=10; 


哈 夫 曼 编 公 树 如 图 6-244 所 示 ， 喻 夫 曼 编码 数组 如 图 6-245 所 未 。 


Start 
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0 1 | 站 包 
mi | | 19%olo 











图 6-244 ” 哈 夫 曼 编码 树 图 6-245 ” 哈 夫 曼 编 码 数 组 


BEL; 
HuffNode[10] .lchild!=9;//9 号 节点 不 是 其 父亲 10 号 的 左 孩 子 
cd.bit[2] = 1;// 编 码 为 1 


Co stare =|: AJC rx 
0 10 /* c,p 变量 上 移 ， 准 备 下 一 循环 */ 


p = HuffNode[10] .parent=-1; 


哈 夫 曼 编 公 树 如 图 6-246 所 示 ， 喻 夫 曼 编码 数组 如 图 6-247 所 未 。 


Silart 





六 。 14 芭 和 莹 .证 和 5 
vy| | | ololo 





图 6-246 ” 哈 夫 曼 编码 树 图 6-247 哈 夫 曼 编 码 数 组 








p= 一 11， 该 叶子 让 扩编 公 结 束 。 


/* 把 叶子 节点 的 编码 信息 从 临时 编码 cq 中 复制 出 来 ， 放 入 编码 结构 体 数 组 */ 


ore eC el le a lt I | mt) 
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BuefCoosl1l1l Oo = CQ ol 可 1: 
SECOGE lLi| .SEarte = CO. STarts 


HuffCode[] 数 组 如 图 6-248 所 示 。 


HuffCode|] start=1 
0 








图 6-248 ” 哈 夫 曼 编 码 HuffCode[] 数 组 


注意 : 图 6-248 中 的 箭头 不 表示 指针 。 

算法 复杂 度 分 析 

(1 ) 时 间 复 杂 度 

由 程序 可 以 看 出 ， 在 函数 HuffmanTree0 中 ，if (HuffNode[lj].weight<ml]&& HuffNodelj]. 
parent== 一 1 ) 为 基本 语句 ， 外 层 i 与 j 组 成 双 层 循环 。 

i=0 时 ， 该 语句 执行 n 次 ; 

=1 时 ， 访 语句 执行 nt+1 次 ; 

i=2 时 ， 访 语句 执行 n+2 次 ; 

三 71-2 时 ， 访 语句 执行 ntn-2 次 ; 

由 此 可 知 ， 基 本 语句 共 执 行 n+(n+1)+(n+2)+…+(n+(n-2))=(n 一 1)(3n-2)2 次 (等 差 数 列 )。 
在 函数 HuffrranCode0) 中 ,编码 和 输出 编码 时 间 复 杂 度 都 接近 nn“, 则 该 算法 时 间 复 杂 度 为 O(n )。 

(2) 空间 复杂 度 

所 需 存 储 空间 为 方 点 结构 体 数 组 与 编码 结构 体 数 组 , 哈 夫 曼 树 数组 HuffNode[] 中 的 节 扣 
为 n 个 ,每 个 节点 包含 pit[IMAXBIT] 和 start 两 个 域 , 则 该 算法 空间 复杂 上 度 为 O(n* MAXBIT)。 

算法 优化 拓展 

该 算法 可 以 从 两 个 方面 优化 。 

1) 函数 HuffriraqanTree() 中 , 找 两 个 权 值 最 小 节点 时 使 用 优先 队列 ,时 间 复 杂 度 为 O(logn)， 























异步 社区 lazyren(13059738008) 专 享 请 尊重 版 权 


6.7 树 学 习 秘籍 | 239 





执行 1 一 ] 次 ， 总 时 间 复杂 度 为 O(n logn)。 
2) 函数 HuffrrmxqanCode() 中 ， 哈 夫 曼 编码 数组 HuffNode[] 中 可 以 定义 一 个 动态 分 配 空 间 的 
线性 表 来 存储 编码 ， 每 个 线性 表 的 长 度 为 实际 的 编 权 长度， 这样 可 以 大 大 而 省 罕 间 。 








6.7 


1. 本 章 内 容 小 结 
本 章 主 要 讲述 树 的 基本 概念 和 存储 方式 , 重点 介绍 二 又 树 的 基本 性 质 和 二 又 树 的 遍历 及 
应 用 ， 具 体内 容 如 图 6-249 和 图 6-250 所 示 。 


逻辑 结构 : 分 层 非 线性 结构 








顺序 存储 : 双 杀 表示 法 、 孩 子 表示 法 、 双 杀 孩 子 表示 法 


树 在 人 结构 
链 式 存储 : 孩子 链表 表示 法 、 孩 子 兄 弟 表 示 法 


相关 概念 : 树 、 节 上 点、 孩子 、 祖 先 、 子 孙 、 度 、 高 度 等 
图 6-249 树 的 主要 内 容 
性 质 : 节点 数 、 深 度 、 层 数 ， 满 二 又 树 、 完 全 二 又 树 
先 序 裔 历 、 中 序 裔 历 、 后 序 授 历 
二 叉 树 万 
层次 授 历 


应 用 : 线索 二 叉 树 、 哈 夫 曼 树 、 树 和 和 森林 的 转换 、 还 原 树 
图 6-250” 二叉树 的 主要 内 容 


2. 树 和 二 叉 树 的 转换 

树 转 换 为 二 又 树 的 秘诀 : 长 子 当 作 左 孩子 ， 兄 弟 关 系 向 右 斜 。 

3. 二 义 树 的 性 质 

性 质 1: 在 二 又 树 的 第 i 层 上 至 多 有 2 个 节点 。 

性 质 2: 深度 为 k 的 二 叉 树 至 多 有 2 一 1 个 节点 。 

性 质 3: 对 于 任何 一 棵 二 又 树 ， 看 2 度 的 节点 数 有 妈 2 个 ， 叶 子 数 m 个 ， 则 mo=z2+1。 

性 质 4: 具有 nn 个 节点 的 完全 二 又 树 的 深度 必 为 Llogznj+1。 

性 质 5: 对 完全 二 义 树 ， 奉 从 上 至 下 、 从 左 至 右 编 写 ， 则 编写 为 i 的 节点 ， 其 左 孩 子 编 
写 必 为 2?， 其 右 孩 子 编写 必 为 2it1， 其 双亲 的 编写 作为 i/2。 
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4. 二 义 树 的 志 历 

先 序 志 历 秘籍 : 访问 根 ， 先 序 志 历 左 子 树 ， 左 子 树 为 空 或 已 遍历 才 可 以 遍历 右 子 树 。 
中 序 壳 历 秘籍 : 中 序 届 有 历 元 子 树 , 左 子 树 为 空 或 已 遍历 才 可 以 访问 根 , 中 序 遇 历 右 子 树 。 
后 序 遍 历 秘籍 ， 后 序 过 历 左 子 树 ， 后 序 通 历 右 子 树 ， 左 子 树 、 右 子 树 为 空 或 已 志 历 才 可 











以 访问 根 。 
层次 志 历 秘籍 : 首先 第 1 层 ， 然 后 第 2 层 …… 同 一 层 按照 从 左 同 右 的 顺序 访问 ， 直 到 最 
后 一 技 。 


树 和 和 森林 的 过 历 与 二 又 树 的 遇 历 对 应 关系 如 表 6-1 所 示 。 

5. 遍历 序列 还 原 树 

(1) 二 叉 树 还 原 

由 三 又 树 的 前 序 序列 和 中 序 序列 ， 或 者 中 友 序 列 和 后 序 序列 ， 可 以 唯一 地 还 原 一 棵 二 
又 树 。 

注意 : 由 本义 树 的 前 序 序列 和 后 序 序列 不 能 唯一 地 还 原 一 棵 二 叉 树 。 

己 知 一 柠 二 叉 树 的 先 序 序列 和 中 序 序 列 ， 还 原 二 又 树 : 

。 先 序 序列 的 第 一 个 字符 为 根 ; 

。 中 序 序列 以 根 为 中 心 划分 左右 子 树 ; 

。 还 原 左 右 子 树 。 

先 序 过 历 和 中 序 过 历 还 原 二 又 树 秘籍 : 先 序 找 根 ， 中 序 分 左右 。 

后 序 过 历 和 中 序 过 历 还 原 二 又 树 秘籍 : 后 序 找 根 ， 中 序 分 左右 。 

(2) 树 还 原 

由 于 树 的 先 根 损 历 和 后 根 遇 历 与 其 对 应 二 又 树 的 先 序 遇 历 和 中 序 遇 历 相 同 , 因此 可 以 根 
据 该 对 应 关系 ， 先 还 原 为 二 义 树 ， 再 把 二 叉 树 转换 为 树 。 

(3) 和 森林 还 原 

由 于 秩 林 的 先 序 过 历 和 中 序 过 历 与 其 对 应 二 又 树 的 先 序 过 历 和 中 序 遇 历 相同 , 因此 可 以 
ee 

， 了 哈 夫 曼 编 码 

0 编 妈 的 基本 思想 是 以 字符 的 使 用 频率 作为 权 构 建 一 标 哈 夫 曼 树 , 然后 利用 哈 夫 曼 
树 对 字符 进行 编码 。 哈 夫 曼 树 是 将 所 要 编 但 的 字符 作为 叶子 和 点 ， 将 该 字符 在 文件 中 的 使 用 
频率 作为 叶子 节点 的 权 值 ， 以 目 底 癌 上 的 方式 ， 做 三 1 次 “合并 ”运算 构造 出 来 的 ， 其 核心 
思想 是 让 权 值 大 的 叶子 离 根 最 近 。 

哈 夫 曼 算法 采取 的 贪心 策略 是 每 次 从 树 的 集合 中 取出 没有 双 杀 且 权 值 最 小 的 两 棵 树 作 
为 左右 子 树 ， 构 造 一 棵 新 树 ， 狐 树 根 厄 点 的 权 值 为 其 左右 孩子 节点 权 值 之 和 ， 并 将 新 树 插入 
树 的 集合 
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前 面 革 节 讲 了 线性 表 和 树 形 结构 。 在 线性 表 中 ， 数 据 元 素 古 一 对 一 的 关系， 际 了 第 一 个 
和 最 后 一 个 元 素 外 ， 每 个 元 素 部 有 唯一 的 前 驱 和 后 继 。 在 树 形 结 构 中 ， 数 据 元 素 是 一 对 多 的 
关系 ， 除 了 根 书 外， 每 个 节点 都 有 唯一 的 双 杀 节 氮 ， 可 以 有 多 个 孩子 。 本 章 中 的 网 形 结构 是 
多 对 多 的 天 系 ， 任 何 两 个 数据 元 系 部 可 能 有 关系 ,每 个 市 点 可 以 有 多 个 前 驱 和 后 继 。 

图 的 应 用 非常 广 沁 ， 例 如 我 们 经 常见 到 的 交通 图 ， 如 图 7-1 所 示 。 























图 7-1 交通 图 





7.1 Wel 


图 通 第 用 一 个 二 元 组 G=<V, 户 表 示 , 表示 顶 扣 集 ,表示 边 集 。 | 表示 顶 扣 集 中 元 素 
的 个 数 ， 即 项 点 数 ，n 个 项 后 的 图 称 为 n 阶 图 。|2 表 示 边 集中 元 素 的 个 数 ， 即 边 数 。 

注意 : 顶 反 集 玉 和 边 集 EE 均 为 有 限 集合 ， 其 中 请 可 以 为 空 集 ， 严 不 可 以 为 空 集 ， 但 在 
运算 中 ， 可 能 产生 矿 为 空 集 。 疡 为 衬 集 的 图 称 为 军 图 ， 记 为 力 。 

下 向 介绍 图 的 一 些 基 本 术语 。 


1. 无 回 图 
藻 图 G 中 每 条 边 都 是 没有 方 同 的 ， 则 称 为 无 问 图 ， 如 图 7-2 所 示 。 每 条 边 都 是 两 个 顶点 


组 成 的 无 序 对 ， 例 如 顶点 和 顶点 妇 之 间 的 边 ， 记 为 vi, WwW) 或 (vw,v1)， 如 图 7-3 所 示 。 


2. 有 向 图 
在 图 G 中 每 条 边 必 是 有 方 回 的 ， 则 称 为 有 问 图 ， 如 图 7-4 所 示 。 有 癌 边 也 称 为 踊 ， 每 条 


浙 都 是 由 两 个 项 点 组 成 的 有 序 对 , 例如 从 项 扣 vi 到 项 扣 vw 的 弧 , 记 为 <vi, v3>, v1 称 为 弧 尾 ， 
轨 称 为 踊 头 ， 如 图 7-5 所 示 。 
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@ “ee 二 一 全 


图 7-2 无 癌 图 图 7-3 无 向 边 


人 Ee 


图 7-4 有 问 图 图 7-5 有 向 边 


注意 : 尖 括 号 <v v> 表 示 有 序 对 ， 圆 括号 (w vj) 表示 无 序 对 。 

3. 简单 图 

既 不 含 平行 边 也 不 含 环 的 图 称 为 简单 图 ， 图 7-2 和 图 7-4 均 为 简单 狗 。 

在 无 问 赂 中， 大 关联 一 对 顶点 的 无 辣 边 多 于 一 条 ， 则 称 这 些 边 为 平行 边 ， 平行 边 的 条 数 
称 为 重 数 ， 如 网 7-6 (a) 所 示 。 在 有 问 图 中 ， 奋 关联 一 对 项 把 的 有 问 边 多 于 一 条 ， 并 且 这 些 
边 的 始点 和 终点 相同 《〈 方 同一 致 )， 则 称 这 些 边 为 平行 边 ， 如 图 7-6 〈b) 所 示 。 目 环 是 指 一 
条 边关 联 的 两 个 项 点 为 同一 个 项 氮 ， 也 就 是 说 目 己 到 目 己 有 一 条 边 ， 如 网 7-6(c) 所 示 。 合 
有 平行 边 的 图 称 为 多 重 图 。 平 行 边 的 条 数 称 为 重 数 。 


























-一 @ 9@ 一 一 @ 8@ 


(a) 无 同 图 平行 边 (b) 有 癌 图 平行 边 (c) 目 环 
图 7-6 了 平行 边 和 目 环 


4. 完全 图 
在 无 问 图 中 ， 大 任意 两 个 点 都 有 一 条 边 ， 则 该 图 称 为 无 向 完全 图 ， 如 图 7-7 所 示 。 含 有 


n 个 顶点 的 无 问 图 ， 每 个 顶点 到 其 他 的 n=-1 个 顶点 都 有 边 ， 一 共有 n(n-1)/2 条 边 。 
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在 有 问 图 中 ， 硅 任意 两 个 点 都 有 了 两 条 方 同 相反 的 两 条 弧 ， 则 该 图 称 为 有 向 完全 图 ， 如 
图 7-8 所 示 。 含 有 nn 个 顶点 的 有 问 图 ， 每 个 项 点 发 出 n-1 条 边 ， 并 且 进 来 一 1 条 边 ， 一 共 
有 n(n— 1) 条 边 








ee 


图 7-7 无 向 完全 图 图 7-8 有 向 完全 图 
5. 稀 琉 图 和 筒 密 图 
有 很 少 边 或 弧 的 图 称 为 稀 玉 图， 反之 ， 则 称 为 稠密 图 。 这 是 一 个 非常 模糊 的 概念 ， 很 难 
讲 多 少 算 稀疏 ， 多 少 算 笛 密 ， 一 般 来 说 ， 知 图 nn 则 称 G 为 稀 莽 
6. 网 





在 实际 应 用 中 ， 经 常 在 边 上 标注 如 距离 、 时 间 、 耗 费 等 数值 ， 该 数值 称 为 边 的 权 值 。 
权 的 图 称 为 网 ， 如 图 7-9 所 示 。 








图 7-9 网 ( 带 权 图 ) 


.邻接 和 关联 

qi 有 边 / 弧 相连 的 两 个 
顶点 之 间 的 关系 ， 如 无 癌 边 (vi, vw)， 则 称 vj 和 vw 互 为 邻接 点 ; 有 同 边 <yi, v>>， 则 称 六 邻接 到 
Vj， Vj 邻接 于 vi。 硅 存 在 (vi, 或 <vi, v， 则 称 该 边 或 弧 关 联 于 vi 和 vw， 如 图 7-10 所 示 。 在 图 
中 ， 每 条 边关 联 (依附 )〉 两 个 顶点 。 
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图 7-10 边 和 弧 
8. 顶点 的 度 


顶点 的 度 是 指 与 该 项 点 相关 联 的 边 的 数目 ， 记 为 TDGY)。 
握手 定理 : 度数 之 和 等 于 边 数 的 两 倍 ， 即 





y TD ) S26 
i=1] 


其 中 ，n 为 项 点 数 ，e 为 边 数 。 

在 计算 上 度数 之 和 时 ， 每 条 边 算 了 两 次 ， 如 图 7-11 所 示 。 如 果 在 计算 度数 时 ， 每 算 一 度 
划一 条 线 ， 则 可 以 看 出 每 条 边 被 计算 了 两 次 。 

在 有 问 图 中 , 顶点 的 度 又 分 为 入 度 和 出 度 。 顶 点 的 入 度 是 以 > 为 终点 的 有 问 边 的 条 数 ， 
记 作 ID(v)， 即 进来 的 边 数 。 顶 点 vv 的 出 度 是 以 为 始点 的 有 问 边 的 条 数 ， 记 作 ODO)， 即 友 
出 的 边 数 。 顶 点 vv 的 度 等 于 其 入 度 和 出 上 度 之 和 ， 即 

TD(v)= ID(v) + OD(Y) 


在 有 问 图 中 ， 所 有 顶点 的 入 度 之 和 等 于 出 度 之 和 和， 又 因为 所 有 顶点 度数 之 和 等 于 边 的 2 
倍 ， 因 此 




















y 7DO) = YOD(v,) = 





例如 ， 在 图 7-12 中 ， 顶 点 vi 的 入 度 为 1， 出 度 为 3， 度 为 入 度 和 出 度 之 和 4， 所 有 顶点 
的 入 度 之 和 为 8， 所 有 顶点 的 出 度 之 和 也 为 8， 图 中 的 边 数 也 为 8。 所 有 顶点 的 入 度 之 和 = 出 
度 之 和 = 边 数 。 


入 度 EC 入 度 2 


2 度 人 人 二 出 度 3 出 度 2 

入 度 3 入 入 度 1 

3 度 全 G3) 2 度 出 度 0 出 度 2 
图 7-11 无 同 图 的 上 度数 和 边 数 图 7-12 有 问 图 的 度数 和 边 数 
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9， 路 径 、 路 径 长 度 和 距离 

路 径 : 接续 的 边 的 顶点 构成 的 序列 。 

路 径 长 度 : 路 径 上 边 或 弧 的 数目 。 

距离 ， 从 顶点 到 另 一 顶点 的 最 短路 径 长 度 。 

例如 ， 在 图 7-13 中 ，s、vi、w、t 是 s 到 + 的 一 条 路 人 笃 ， 足 人 径 长 度 为 3; 5s、VW、V4、、 
1 也 是 s 到 上 的 一 条 路 径 ， 路 径 长 度 为 4， 两 个 顶点 之 间 的 路 径 有 可 能 有 很 多 个 ， 路 径 长 度 最 
短 的 为 两 个 顶点 的 距离 ， 如 s 到 + 的 距离 为 3。 

注意 : 在 有 问 图 中 ， 路 径 必 须 沿 看 第 头 的 方 回 走 ， 无 回 图 只 要 有 边 束 可 以 走 。 

10. 回路 〈( 环 )、 简 单 路 径 和 简单 回路 

回路 《〈 环 ): 第 一 个 顶点 和 最 后 一 个 顶点 相同 的 路 径 。 在 网 7-13 中 ，y2p、vV4、VW3、 急 是 
回路 。 




















图 7-13 路径 、 路 径 长 度 和 距离 





倍 单 路 笃 : 除 路 径 起 点 和 终点 可 以 相同 外 ， 其 余 项 点 均 不 相同 的 路 径 。 在 图 7-13 中 ，s、 

和 轨 、y7D、 雪 不 是 简单 路 径 。 
人 简单 回路 : So 顶点 均 不 相同 的 路 径 。 在 图 7-13 中 ,vy,、w、 

ER 

11. 子 图 与 生成 子 图 

TE GI=( 了 ,B11)， 若 VcV，E1 CE， 则 称 Gi 是 G 的 子 图 。 从 
图 中 选择 铬 干 个 顶点 、 阁 干 条 边 构 成 的 图 称 为 原 图 的 子 图 。 

生成 子 图 : 从 图 中 选择 所 有 顶点 ， 阁 干 条 er 

如 图 7-14 所 示 ，(b)、(c) 是 (a) 的 子 图 ，(b) 是 (a) 的 生成 子 图 。“ 生 成 ”两 个 字 的 
含义 就 是 包含 所 有 顶点 。 

12. 连通 图 和 连通 分 量 

连通 图 : 在 无 向 图 中 ,如果 项 太 y 到 多 有 路 径 ， 则 称 ww 和 是 连通 的 。 如 果 图 中 任何 两 
个 顶点 都 是 连通 的 ， 则 称 G 为 连通 图 。 人 例如， 图 7-14 (a) 是 连通 图 。 
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CN 











(a) 无 向 图 G (b) G 的 子 图 (c) G 的 子 图 
图 7-14 子 图 与 生成 子 图 
连通 分 量 : 无 癌 图 G 的 极 大 连通 子 图 称 为 G 的 连 。 极 大 连通 子 图 意思 是 : 该 子 





图 是 G 的 连通 子 图 ， 如 果 再 加 入 一 个 顶点 ， 该 子 图 不 连 Es ee 车 通 分 
量 ， 如 图 7-16 所 示 。 





图 7-15 非 连 通 图 








(a) 连通 分 量 1 (b) 连通 分 量 (c) 连通 分 量 3 


图 7-16 连通 分 量 


对 于 连通 图 ， 其 连通 分 量 就 是 它 自 己 ;， 对 于 非 连通 图 ， 则 有 2 个 以 上 连通 分 量 。 

13. 强 连通 图 和 强 连通 分 量 

强 连 通 图 : 在 有 问 图 中 ， 如 果 图 中 任何 两 个 顶点 vi 到 vw 有 路 径 ， 日 vi 到 vw 也 有 路 径 ， 则 
称 G 为 强 连 通 图 。 

强 连 通 分 量 : 有 向 图 G 的 极 大 强 连通 子 图 称 为 G 的 强 连通 分 量 。 极 大 强 连通 子 图 意思 
是 : 该 子 图 是 G 的 强 连 通 子 图 ， 如 果 再 加 入 一 个 顶点 ， 该 子 图 不 再 是 强 连 通 的 。 

如 图 7-17 所 示 ，(a) 是 强 连通 图 ，(b) 不 是 强 连通 图 ，(c) 是 (b) 的 强 连通 分 量 。 
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(a) (b) (©) 


图 7-17 连通 分 量 


14. 树 和 有 辣 树 

从 图 论 的 角度 来 看 ， 树 是 一 个 无 环 连通 图 。 一 个 售 n 个 顶点 、m 条 边 的 图 ， 只 要 满足 下 
列 5 个 条 件 之 一 束 是 一 标 树 : 

。 G 是 连通 图 日 m=n-1; 

。 G 是 连通 图 日 无 环 ; 

。 G 是 连通 图 ， 但 删除 任意 一 条 边 就 不 连通 ，; 9 

。 G 是 无 环 图 ， 但 洪 加 任意 一 条 边 束 会 产生 环 ; 

。 G 中 任意 一 对 顶点 之 间 仪 存在 一 条 简单 路 径 。 

有 问 树 : 只 有 一 个 顶点 入 度 为 0， 其余 顶点 入 度 均 为 1 的 
有 向 图 ， 如 图 7-18 所 示 。 

15. 生成 树 和 生成 森林 

极 小 连通 子 图 : 该 子 图 是 G 的 连通 子 图 ， 在 该 子 图 中 删除 任何 一 条 边 ， 该 子 图 不 再 连 
通 。 例 如 在 图 7-19 中 ，(b〉 是 (a) 的 极 小 连通 子 图 ，(c) 不 是 (a) 的 极 小 连通 子 图 。 

生成 树 : 包含 无 回 图 G 所 有 顶点 的 极 小 连通 子 图 。 如 图 7-19 〈b) 所 示 。 


DA 


(a) 无 向 图 G (b) G 的 生成 树 (c) G 的 连通 子 图 
图 7-19 生成 树 


7-18 有 向 树 








因为 生成 树 包 含 所 有 顶点 ， 因 此 只 有 连通 图 才 有 生成 树 ， 而 非 连 通 图 ， 每 一 个 连通 分 


ll 
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会 有 一 株 生 成 树 。 
生成 秩 林 : 对 非 连通 图 ， 由 各 个 连通 分 量 的 生成 树 组 成 的 集合 。 例 如 ， 图 7-15 中 的 3 
个 连通 分 量 ， 每 个 连通 分 量 得 到 一 柠 生 成 树 ， 称 为 生成 牺 林 ， 如 图 7-20 所 示 。 


分 量 











(a) 生成 树 1 (b) 生成 树 2 (c) 生成 树 3 
图 7-20 ”生成 森林 


16. 二 分 图 
二 分 图 ， 叉 称 为 二 部 图 ， 是 图 论 中 的 一 种 特殊 模型 。 设 G=<V， 户 是 一 个 无 问 图 ， 如 果 


顶点 集 政 可 分 割 为 两 个 互 不 相交 的 子 集 由、 了 肪 ， 并 且 图 中 的 每 条 边 (i, 站 所 关联 的 两 个 顶点 i 
和 /7 分别 属于 这 两 个 不 同 的 顶点 集 GE 让 ,jE 万 )， 则 称 图 G 为 二 分 图 ， 如 图 7-21 所 示 。 








| V» 
人 NN /和 





7:21 二 让 图 





7 2 Waareis 


图 的 结构 比较 复杂 ， 任 何 两 个 顶点 之 间 都 可 能 有 关系 。 如 果 采 用 顺序 存储 ， 则 需要 使 用 
二 维 数组 表示 元 素 之 间 的 关系 ， 即 邻接 窜 阵 (adjacency matrix)， 也 可 以 使 用 边 集 数组 ， 拒 
每 条 边 顺 序 存 储 起 来 。 如 果 采 用 链 陈 存储 , 则 有 邻接 表 、 十 字 链 表 和 邻接 多 重 表 等 表示 方法 。 
其 中 ， 邻 接 和 矩阵 和 邻接 表 是 最 简单 、 最 利用 的 存储 方法 。 
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7.2.1 邻接 和 矩阵 


邻接 矩阵 是 表示 顶点 之 间 关 系 的 矩阵 。 邻 接 和 矩阵 存储 方法 ， 需要 用 一 个 一 维 数 组 存储 图 
中 顶点 的 信息 ， 用 一 个 二 维 数组 存储 图 中 顶点 之 则 的 邻接 关系 ， 存储 顶点 之 间 邻 接 关 系 的 二 
维 数 组 称 为 邻接 矩阵。 

1. 邻接 矩阵 的 表示 方法 

(1) 无 问 图 的 邻接 矩阵 

在 无 加 图 中 ， 如 末 六 到 六 有 边 ， 则 邻接 算 阵 MI 和 中 =M 中 [二 1， 人 耕 则 M 四 [=0。 


























i ]， 行 (wVv)e 巨 
mn-1o 其 他 个 6 
例如 ,图 7-22 所 示 的 无 问 图 , 其 顶点 信息 和 邻接 
窍 阵 如 岁 7-23 所 示 。 在 无 回 图 中 ，a 到 5 有 边 ，5b 到 @ @ 
a 也 有 边 , a、5b 在 一 维 数 组 中 的 存储 位 置 分 别 为 0、1， 
因此 MTO][1]=M II][O=1， 其 他 边 也 是 如 此 。 图 7-22 无 辣 图 


沿 对 角 线 对 称 ”顶点 的 度 
0 1] 


0 1 
Oo 1 Gil 
oT Tle ws 
1 1 1 
图 7-23 无 癌 图 的 邻接 窍 阵 


无 回 图 邻接 矩阵 的 特点 如 下 。 

1) 无 问 图 的 邻接 窃 阵 是 对 称 和 矩阵 ， 并 且 是 唯一 的 。 

2) 第 i 行 或 第 i 列 非 零 元 素 的 个 数 正好 是 第 i 个 项 点 的 度 。 

图 7-23 中 的 邻接 和 矩阵， 第 3 列 非 零 元 素 个 数 为 2， 说 明 第 3 个 顶点 〈c) 的 度 为 2。 
(2) 有 问 图 的 邻接 矩阵 

有 问 图 中 ， 如 有 果 六 到 六 有 边 ， 则 邻接 年 阵 MDUD=1， 人 否则 MI[i]D=0 

l， 右 《vy,v,>eE 

0， 其 他 


注意 : 尖 括 号 <v v> 表 示 有 序 对 ， 圆 括号 (w vj) 表 示 无 序 对 。 
例如 ， 几 7-24 所 示 的 有 向 图 ， 其 顶点 信息 和 邻接 矩阵 如 图 7-25 所 示 。 在 图 7-24 中 ， 


1 
0. 





ui- 
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到 b 有 边 , a、5b 在 一 维 数组 中 的 存储 位 置 分 别 为 0、1， 因 此 MIT0][1]=1。 有 问 图 中 是 有 问 边 ， 
a 到 b 有 边 ，b 到 4 不 一 定 有 边 ， 因 此 有 问 图 的 邻接 和 矩阵 不 一 定 是 对 称 的 。 





图 7-24 有 向 图 
顶点 的 入 度 
0 1 9 0 1 
Ee ead A 
mar ere rn mara a MI[7]=10 0 :0: 1 人 一 的 
2 | 
1 0 :0;:01 
O00 0.0| = 
图 7-25 有 问 图 的 邻接 矩阵 
有 问 图 邻接 算 阵 的 特点 如 下 。 
1) 有 问 图 的 邻接 矩阵 不 一 定 是 对 称 的 。 
2) 第 i 行 非 零 元 素 的 个 数 正好 是 第 i 个 顶点 的 出 度 ， 第 i 列 非 零 元 素 的 个 数 正好 是 第 i 


个 顶点 的 入 度 。 
图 7-25 所 示 的 邻接 怎 阵 ， 第 3 行 非 零 元 素 个 数 为 2， 此 3 列 非 零 元 素 个 数 也 为 2， 说 明 
第 3 个 顶点 〈c) 的 出 度 和 入 度 均 为 2。 
(3) 网 的 邻接 年 阵 
网 是 和 带 权 图 ， 需 要 存储 边 的 权 值 ， 则 邻接 矩阵 表示 为 : 
Wis 有 (V,V;)e EB 或 Cv,v,>eE 
oo ,其 他 


其 中 ， 7 表示 边 上 的 权 值 ， 六 表示 无 务 大 。 人 尖 插 号 <vi v 户 表示 有 序 对 ， 圆 括号 (ww vj) 表 
示 无 序 对 。 当 二 7 时 ，wi; 也 可 以 设置 为 0。 

例如 ， 图 7-26 所 示 的 网 ， 其 项 点 信息 和 邻接 矩阵 如 图 7-27 所 示 。 在 网 中 ，a 到 b 有 边 ， 
且 该 边 的 权 值 为 2，a、5 在 一 维 数组 中 的 存储 位 置 分 别 为 0、1， 因 此 MI0][1]=2; 5 到 4a 没 
有 边 ， 因 此 MI[1][0]=%。 





uit 
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图 7-26 网 


TT mw 


图 7-27 网 的 邻接 矩阵 


8 8 8 8 8 
3 8 8 8 bb 
3 D8 Du 
3 8 和 8 
3 于 一 8 8 


2. 邻接 和 窍 阵 的 数据 结构 定义 
首先 定义 邻接 矩阵 的 数据 结构 ， 如 网 7-28 所 示 。 
#define MaxVnum 100 // 顶 点 数 最 大 值 


typedef char VexType; // 顶 点 的 数据 类 型 ， 根 据 需 要 定义 
typedef int EdgeType; // 边 上 权 值 的 数据 类 型 ， 寿 不 禹 权 值 的 图 ， 则 为 0 或 1 


需 避 的 狐 据 
类 型 
边 上 权 值 的 
数据 类 型 


3. 邻接 矩阵 的 存储 方法 

算法 步骤 

1) 输入 顶点 数 和 边 数 。 

2) 依次 输入 顶点 信息 ， 存 储 到 顶点 数组 Vex[] 中 。 









一 维 数组 存储 


NA y 


typedef struct { 









int Vvexnum,edgenum; // 顶 点 数 ， 边 数 
} AMGragh ; 


图 7-28 ”邻接 矩阵 的 数据 结构 





邻接 和 窃 阵 存储 
边 信息 








3) 初始 化 邻接 窍 阵 ， 如 条 是 峡 ， 则 初始 化 为 0; 如 宋 是 网 ， 则 初始 化 为 co。 
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4) 依次 输入 每 条 边 依 附 的 两 个 顶点， 如 果 是 网 ， 还 需要 输入 该 边 的 权 值 。 

。 如 果 是 无 向 图 ， 则 输入 两 个 顶点 a、b， 查 询 a、5b 在 顶点 数组 Vex[] 中 的 存储 下 标 坟 
j, 令 Edgeli]j]=Edgelj][i=1。 

。 如 果 是 有 向 图 ， 则 输入 两 个 顶点 a、b， 查 询 a、5b 在 顶点 数组 Vex[] 中 的 存储 下 标 坟 
j, 令 Edgeli]l]=1。 

。 如 果 是 无 向 网 ， 则 输入 两 个 顶点 及 权 值 a、b、w， 查 询 gc、2 在 顶点 数组 Vex[] 中 的 
存储 下 标 i、j， 令 Edge[lil[jj=Edge[j[i]=w。 

。 如 果 是 有 向 网 ， 则 输入 两 个 顶点 及 权 值 a、b5、w， 查 询 a、b 在 顶点 数组 Vex[] 中 的 
存储 下 标 i、j, 令 Edge[i][j=w。 

完美 图 解 


例如 ， 一 个 无 四 图 如 图 7-29 所 示 ， 其 邻接 算 阵 的 存储 过 全 


程 如 下 。 (人 
1) 输入 顶点 数 和 边 数 。 加 
45 

















结果 : Gvexnum=4 G.edgenum=5 (63 人 
2 输入 顶 {es 人 存 入 项 点 信息 数组 。 图 7-29 无 回 图 
abcd 


存储 结果 如 图 7-30 所 示 。 
3) 初始 化 邻接 矩阵 的 值 均 为 0， 如 图 7-31 所 示 。 


0 0 0 0 
Pieeri[ 0 0 0 0 
ell 一 
0 ] 2 3 4 J 0000 
ral a | | ele 9000 
图 7-30 ”顶点 信息 数组 图 7-31 邻接 和 矩阵 《初始 化 ) 





4) 依次 输入 每 条 边 依附 的 两 个 项 点 。 

e。 输入 ab 

处 理 结果 : 在 Vex[] 数 组 中 查找 a、5b 的 下 标 分 别 为 0、1， 为 无 回 图 ， 因 此 令 Edge[0][1]= 
Edge[1][0]=1， 如 图 7-32 所 示 。 

e。 和 输入 ad 

处 理 结 果 : 在 Vex[] 数 组 中 查找 a、4 的 下 标 分 别 为 0、3， 为 无 问 图 ， 因 此 令 Eqdge[0][3]= 
Edge[3][0]=1， 如 图 7-33 所 示 。 
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0 1 0 0 0 1 0 1 
Edgeli]lj|= ee Edgelil[j]= 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 1 0 0 0 
图 7-32 ”邻接 矩阵 存储 过 程 1 图 7-33 ”邻接 矩阵 存储 过 程 2 
。 输入 bc 


处 理 结果 : 在 Vex[] 数 组 中 查找 5、c 的 下 标 分 别 为 1、2， 为 无 回 图 ， 因 此 令 Edge[1][2]= 
Edge[2][1]=1， 如 图 7-34 所 示 。 

。 输入 bd 

处 理 结果 : 在 Vex[] 数 组 中 查找 5、4d 的 下 标 分 别 为 1、3， 为 无 问 图 ， 因 此 令 Edge[1][3]= 
Edge[3][1]=1， 如 图 7-35 所 示 。 








0 1 0 1 0 1 0 1 

国人 a ee 

0 1 0 0 0 1 0 0 

1 0 0 0 1 1 0 0 

图 7-34 ”邻接 矩阵 存储 过 程 3 图 7-35 ”邻接 窍 阵 存储 过 程 4 

。 输入 cd 

处 理 结果 : 在 Vex[] 数 组 中 查找 c、4 的 下 标 分 别 为 2、 i 
3， 为 无 向 图 , 因此 令 Eqdge[2][3]= Edge[3][2]=1， 如 图 7-36 和 
所 示 。 Edgelil[l /|= 了 
在 实际 应 用 中 ， 也 可 以 先 输入 顶点 信息 并 将 其 存 入 数 和 





组 Vex[]， 输入 边 时 ， 直 接 输 入 顶点 的 存储 下 标 友 写 ， 这样 
可 以 节省 得 询 顶点 下 标 所 需 的 时 间 ， 从 而 提高 效率 。 
代码 实现 


void CreateAMGraph (AMGragh &G) // 创 建 无 回 图 的 邻接 窍 阵 
{ 


图 7-36 ”邻接 矩阵 存储 过 程 $ 








int i,]; 

VexType u,v; 

G0 < 请 痊 大 由 喜多 Tsial: 
CIn>>G.Vexnum:， 

cout << "请 输入 边 数 :"<<end1l; 
cin>>G.edgenum; 

cout << "请 输入 顶点 信息 :"<<endl; 
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for (int i=0;i<G.vexnum;i++) // 输 入 顶点 信息 ， 存 入 顶点 信息 数组 
cin>>G.Vex[i]; 
for (int 1i=0;1<G.vexnum; i++)V/ /初始 化 邻接 矩阵 所 有 值 为 0， 知 是 网 ， 则 初始 化 为 无 穷 大 
for(int ]=07]<G.vexnum7y ] 十 十 ) 
GEdoelLl [=0 
cout << "请 输入 每 条 边 依 附 的 两 个 顶点 : "<<endl; 
while(G.edgenum--) 


{ 





Cin>>u>>v; 
i=locatevex (G,u);// 但 找 顶 点 u 的 存储 下 标 
j=locatevex (Gyv) ;// 但 找 顶 点 v 的 存储 下 标 
i 
G.Edge[i][j]=G.Edge[j] [i]=1; / /邻接 矩阵 储 置 1, 铬 为 有 问 图 , 则 G.Edge[i][j]=1 


} 


4. 邻接 和 矩 阵 的 优 缺 上 





(1) 优点 

。 快速 判断 两 顶点 之 间 是 否 右边 。 在 图 中 ，Edge[i][=1 表示 有 边 ，Edge[i][=0 表示 无 
边 ; 在 网 中 ，Edge[i][j=w 表 示 无 边 ， 盏 则 表示 有 边 。 时 间 复 杂 度 为 0(1)。 

。 方便 计算 各 项 点 的 上 度 。 在 无 回 图 中 ,邻接 和 从 阵 第 i 行 元 到 之 和 就 是 项 点 i 的 度 ; 在 有 








癌 图 中 ， 第 i 行 元 素 之 和 就 是 项 点 i 的 出 度 ， 第 i 列 元 素 之 和 束 是 项 点 i 的 入 肛 。 时 
间 复 杂 度 为 O(n)。 





(2) 缺点 

。 不 便于 增删 项 点 。 增 删 项 点 时 ， 需 要 改变 邻接 矩阵 的 大 小 ， 效 率 较 低 。 

。 不 便于 访问 所 有 邻接 点 。 访 问 第 i 个 顶点 的 所 有 邻接 点 , 需要 访问 第 i 行 的 所 有 元 素 ， 
时 间 复 杂 度 为 O(n)。 访 问 所 有 项 点 的 邻接 点 ， 时 间 复 杂 度 为 O(n7)。 








。 空间 复杂 度 高 。 空 间 复杂 度 为 O(n7)。 

在 实际 应 用 中 ， 如 果 一 个 程序 中 只 用 到 一 个 图 ,那么 就 可 以 直接 用 一 个 二 维 数组 表示 邻 
接 矩 阵 ， 这 样 可 以 直接 输入 顶点 的 下 标 ， 避 免 顶 点 信息 查询 步骤 。 如 果 图 无 变化 ,为 了 方便 ， 
可 以 省 去 输入 操作 直接 在 程序 头 部 定义 邻接 矩阵 。 

例如 ， 图 7-29 的 邻接 矩阵 可 以 直接 定义 为 ; 


nt MI] [nl=({0r Ly Or tl Or trl to LrOr Liet tlre Ly0) 


邻接 和 沧 阵 是 图 的 数组 表示 法 ,还 有 一 种 图 的 数组 表示 法 一 一 边 集 数组 表示 法 ,通过 数组 
存储 每 条 边 的 起 点 和 终点 。 如果 是 网 , 则 增加 一 个 权 值 域 。 网 的 边 集 数组 数据 结构 定义 如 下 : 
































struct Edge { 


int u; 
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jnt v; 
jnt w; 
}e[lN*N]; 
边 集 数组 存储 方法 计算 顶点 的 度 或 得 找 边 时 都 要 遇 历 整个 边 集 数组 ， 时 间 复 杂 虚 为 








O(e)。 除 非特 殊 需要 ， 一 般 很 少 使 用 边 集 数组 ， 例 如 7.4.4 节 的 最 小 生成 树 kruskal 算法 ， 需 
要 按 权 值 对 边 进行 排序 ， 则 使 用 边 集 数 组 更 方便 。 














7.2.2 ”邻接 表 
邻接 表 (Adjacency List) 是 图 的 一 种 链 式 存储 方法 。 邻 接 表 包含 两 部 分 : 顶点 和 邻接 点 。 
顶点 包括 顶点 信息 和 指 问 第 一 个 邻接 点 的 指针 。 邻 接点 包括 
邻接 点 的 存储 下 标 和 指 问 下 一 个 邻接 点 的 指针 。 顶 点 vi 的 所 





邻接 点 构成 一 个 单 链表 。 
1. 邻接 表 的 表示 方法 
(1) 无 问 图 的 邻接 表 
例如 ， 一 个 无 向 图 如 图 7-37 所 示 ， 其 邻接 表 如 图 7-38 








无 向 图 





ee 图 7-37 
n 个 节点 2e 个 节点 
~ dala first. a 
oo 3 | 顶点 5 的 度 
| | 
| TT 
图 7-38 ”无 癌 图 的 邻接 表 
解释 如 下 。 
a 的 邻接 点 是 bp、d， 其 邻接 点 的 存储 下 标 为 1、3， 按 照 头 插 法 (逆序) 将 其 放 入 a 后 
面 的 单 链表 中 。 


b 的 邻接 点 是 w、c、 
c 的 邻接 点 是 b、4q， 
d 的 邻接 点 是 w、2、 





d， 其 邻接 点 的 存储 下 标 为 0、2、3， 将 其 放 入 5 后面 的 单 链表 中 。 
其 邻接 点 的 存储 下 标 为 1、3， 将 其 放 入 ec 后 面 的 单 链 表 中 。 
c， 其 邻接 点 的 存储 下 标 为 0、1、2， 将 其 放 入 4 后 面 的 单 链表 中 。 
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无 回 图 邻接 表 的 特点 如 下 。 

1) 如果 无 问 图 有 个 顶点 、e 条 边 ， 则 顶点 表 有 个 节点 ， 令 接点 表 有 2e 个 节点 。 

2) 顶点 的 度 为 该 顶点 后 面 单 链表 中 的 和 点 数 。 

在 图 7-37 中 ， 顶 点 数 n=4， 边 数 为 e=5， 该 图 的 邻接 表 ( 见 图 7-38) 中 顶点 表 有 4 个 顶 
点 ， 邻 接点 表 有 10 个 节点 。 顶 点 a 的 度 为 其 后 面 单 链表 中 的 节点 数 2， 顶 点 5 的 度 为 其 后 
面 单 链 表 中 的 节点 数 3。 

(2) 有 问 图 的 邻接 表 (出 边 ) 

例如 ， 一 个 有 问 图 如 图 7-39 所 示 ， 其 邻接 表 如 图 7-40 所 示 。 

















n 个 节 所 e 个 节 所 
data first -2 





图 7-39 有 向 网 图 7-40 ”有 问 图 的 邻接 表 
解释 如 下 。 





a 的 邻接 点 (只 看 出 边 ， 即 出 弧 ) 是 bp、c、e， 其 邻接 点 的 存储 下 标 为 1、2、4， 按 照 头 
插 法 《逆序 ) 将 其 放 入 a 后 面 的 单 链表 中 。 

的 邻接 点 是 c， 其 邻接 点 的 存储 下 标 为 2， 将 其 族 入 必 后 面 的 单 链表 中 。 

c 的 邻接 点 是 gd、e， 其 邻接 点 的 存储 下 标 为 3、4, 按 头 插 法 将 其 放 入 c 后 面 的 单 链 表 中 。 

d 的 邻接 点 是 e， 其 邻接 点 的 存储 下 标 为 4， 将 其 放 入 4d 后 和 面 的 里 链表 中 。 

e 的 没有 邻接 点 ， 其 后 面 单 链表 为 空 。 

注意 : 有 问 图 项 点 的 邻接 点 ， 只 看 该 项 点 的 出 边 《〈 出 弧 )。 

有 问 图 邻接 表 的 特点 如 下 。 

1) 如 果 有 问 图 有 nn 个 项 扣 、e 条 边 ， 则 顶点 表 有 nn 个 节点 ， 邻 接点 表 有 e 个 市 反 。 

2) 顶点 的 出 度 为 该 项 点 后 面 蛙 链 表 中 的 市 反 数 。 

在 图 7-39 中 ， 顶 点 数 n=5， 边 数 为 e=7， 该 图 的 邻接 表 〈 见 图 7-40) 中 顶 把 表 有 5 个 顶 














异步 社区 lazyren(13059738008) 专 享 请 尊重 版 权 


258 | Eee wy 图 





中 ， 邻 接点 表 有 7 个 市 点 。 顶 皮 a 的 出 度 为 其 后 面 单 链表 中 的 节点 数 3， 顶 氮 c 的 出 度 为 其 
后 面 单 链表 中 的 节点 数 2。 

在 有 问 图 邻接 表 中 ,很 容易 找到 顶点 的 出 度 , 但 是 找到 入 度 束 很 难 了 ， 需 要 退 历 所 有 邻 
接点 表 中 的 节点 ， 奉 找 该 项 点 出 现 了 多 少 次 ， 入 度 就 是 多 少 。 如 图 7-41 所 示 ， 顶 点 c 的 下 
标 为 2， 邻接 表 中 有 两 个 为 2 的 节点 ， 因 此 ec 的 入 度 为 2; 顶点 e 的 下 标 为 4， 邻接 表 中 有 两 
个 为 3 个 为 4 的 节点 ， 因 此 e 的 入 度 为 3。 

data first 





图 7-41 有 问 图 的 邻接 表 
(3) 有 问 图 的 逆 邻 接 表 (入 边 ) 


有 时 为 了 方便 得 到 顶点 的 入 上 度 ， 可 以 建立 一 个 有 问 图 的 逆 邻 接 表 ， 图 7-42 的 逆 邻 接 表 
如 图 7-43 所 示 。 
1 个 节点 oT 


data first 





图 7-42 有 丫 图 图 7-43 ”有 问 图 的 逆 邻 接 表 
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解释 如 下 。 

a 没有 道 邻 接点 (只 看 入 边 ， 即 入 弧 )， 其 后 面 单 链表 为 空 。 

的 逆 邻 接点 是 wa， 其 存储 下 标 为 0， 将 其 放 入 后 面 的 单 链 表 中 。 

c 的 逆 邻 接点 是 we、2p， 其 存储 下 标 为 0、1， 按 照 头 插 法 将 其 放 入 ec 后 面 的 单 链表 中 。 

d 的 逆 邻 接点 是 c， 其 存储 下 标 为 2， 将 其 放 入 4 后 面 的 单 链表 中 。 

e 的 逆 邻 接点 是 wa、c、d， 其 存储 下 标 为 0、2、3， 按 照 头 播 法 〈 逆 序 ) 将 其 放 入 e 后 面 
的 单 链 表 中 。 

注意 : 有 问 图 项 点 的 敢 邻 接点 ， 只 看 该 项 后 的 入 边 (入 弧 )。 

有 问 图 逆 邻 接 表 的 特点 如 下 。 

1) 如 果 有 回 图 有 于 个 顶点 、e 条 边 ， 则 项 点 表 有 半 个 节 氮 ， 邻 接点 表 有 e 个 节操 。 

2) 顶点 的 入 度 为 该 项 点 后 面 单 链 表 中 的 市 点数 。 

在 图 7-42 中 ， 顶 点 数 n=5， 边 数 为 e=7， 该 图 的 邻接 表 〈 见 图 7-43) 中 顶点 表 有 5 个 顶 
凡 ， 邻 接点 表 有 7 个 厄 扣 。 顶 点 a 的 入 上 度 为 其 后 和 面 单 链表 中 的 市 扩 数 0， 顶 把 c 的 入 度 为 其 
后 面 单 链表 中 的 市 扩 数 2。 

2. 邻接 表 的 数据 结构 定义 

邻接 表 用 到 2 个 数据 结构 。 

1) 顶点 和 节点， 包括 顶点 信息 和 指 癌 第 一 个 邻接 点 的 指针 ， 可 用 一 维 数组 存储 。 

2) 邻接 点 市 虑 ， 包 括 邻 接点 的 存储 下 标 和 指 癌 下 一 个 邻接 扣 的 指针 。 顶 点 vw 的 所 有 邻 
接点 构成 一 个 单 链 表 。 

邻接 点 市 尽 包 含 邻 接点 下 标 和 指向 下 一 个 邻接 点 的 指针 ， 如 图 7-44 所 示 。 如 末 是 网 的 
邻接 点 ， 还 需要 增加 一 个 权 值 域 w， 如 图 7-45 所 示 。 












































y next Vy w next 
图 7-44 图 的 邻接 点 节点 图 7-45$ 网 的 邻接 点 节点 


typedef struct AdjNode{ // 定 义 邻 接点 类 型 
int v; // 邻 接点 下 标 
struct AdjNode *next; // 指 问 下 一 个 邻接 点 
} AdjNode; 


顶点 市 反 包 含 顶 扣 信 息 和 指 问 第 一 个 邻接 点 的 指针 ， 如 图 7-46 所 示 。 


data first 





图 7-46 ”顶点 节点 
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typedef struct VexNode{ // 定 义 顶点 类 型 
VexType data; // VexType 为 项 点 的 数据 类 型 ， 根 据 需 要 定义 
AdjNode *first; // 指 向 第 一 个 邻接 点 

}VexNode; 


图 的 邻接 表 存 储 的 结构 体 定义 ， 如 图 7-47 所 示 。 


#define MaxVnum 100 // 顶 点 数 最 大 值 


[顶点 类 型 | typedef struct { 加 顶点 表 
ee exNode Wex[MaxVnum 


int Vvexnum ,edgenum; /顶点 数 ， 边 数 
} ALGragh:; 
图 7-47 图 的 邻接 表 结 构 





3. 邻接 表 的 存储 方法 

算法 步骤 

1) 输入 顶点 数 和 边 数 。 

2) 依次 输入 顶点 信息 ， 存 储 到 顶点 数组 Vex[] 的 data 域 中 ，Vex[] 的 first 域 置 空 。 

3) 依次 输入 每 条 边 依 附 的 两 个 项 点， 如 果 是 网 ， 还 需要 输入 该 边 的 权 值 。 

e。 如 果 是 无 器 图 ， 输 入 两 个 顶点 a、b， 查 询 a、5b 在 顶点 数组 Vex[] 中 的 存储 下 标 i jj， 
创建 一 个 新 的 邻接 点 s， 令 s->v=j; s->next=NULL; 然后 将 s 节点 插入 第 i 个 顶点 的 
第 一 个 邻接 点 之 前 《〈 头 揪 法 )。 无 问 儿 中 ，a 到 bb 有 边 ，b 到 4 也 有 边 ， 因 此 还 需要 
创建 一 个 新 的 邻接 点 892， 令 s2->v=i; s2->next=NULL; 然后 将 82 市 点 插入 第 j 个 顶 
点 的 第 一 个 邻接 点 之 前 《〈 头 插 法 )。 

e。 如 果 是 有 问 图 ， 输入 两 个 顶点 a、b5， 但 询 a、5b 在 顶点 数组 Vex[] 中 的 存储 下 标 i jj， 
创建 一 个 新 的 邻接 点 s， 令 s->v=j; s->next=NULL; 然后 将 s 节点 插入 第 i 个 顶点 的 
第 一 个 邻接 点 之 前 〈 头 插 法 )。 

。 如 果 是 无 问 网 或 有 问 网 ， 则 和 无 问 图 或 有 问 图 的 处 理 方式 一 样 ， 只 是 邻接 点 多 了 一 
个 权 值 域 而 已 。 

完美 图 解 

例如 ， 一 个 有 问 图 如 图 7-48 所 示 ， 其 邻接 表 的 存储 过 程 如 下 。 

1) 输入 顶点 数 和 边 数 。 

S7 

结果 : Gvexnum=5  G.edgenum=7 


2) 输入 顶点 信息 ， 存 入 顶点 表 。 
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abcde 
存储 结果 如 图 7-49 所 示 。 


data first 


@ 


图 7-48 有 问 图 图 7-49 ”顶点 表 





3) 依次 输入 每 条 边 依 附 的 两 个 顶点 。 

。 输入 ab 

处 理 结果 : 在 Vex[] 数 组 的 data 域 中 查找 a、5。 的 下 标 分 别 为 0、1， 创 建 一 个 新 的 邻接 
点 5， 令 s->v=1; s->next=NULL; 如 图 7-50 所 示 。 然 后 将 s 节点 插入 第 0 个 顶点 的 第 一 个 邻 
接点 之 前 《 头 插 法 )， 如 图 7-51 所 示 。 








图 7-50 新 的 邻接 点 1 图 7-51 有 问 图 的 邻接 表 创 建 过 程 1 
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。 输入 ac 

处 理 结 果 : 在 Vex[] 数 组 的 data 域 中 查找 a、c 的 下 标 分 别 为 0、2， 创建 一 个 新 的 邻接 点 
S$， 令 s->v=2; s->next=NULL; 如 图 7-52 所 示 。 人 然后 将 s 节点 搬入 第 0 个 顶点 的 第 一 个 邻接 
点 之 前 《〈 头 搬 法 )， 如 图 7-53 所 示 。 


data first 


S 


图 7-$2 新 的 邻接 点 2 图 7-53 ”有 问 图 的 邻接 表 创 建 过 程 2 





。 输入 ae 

处 理 结 果 : 在 Vex[] 数 组 的 data 域 中 查找 a、e 的 下 标 分 别 为 0、4， 创建 一 个 新 的 邻接 点 
S$， 令 s->v=4; s->next=NULL; 如 图 7-54 所 示 。 人 然后 将 s 节点 插入 第 0 个 顶点 的 第 一 个 邻接 
点 之 前 〈 头 搬 法 )， 如 图 7-55 所 示 。 


data first 





图 7-$4 新 的 邻接 点 3 图 7-55 ”有 问 图 的 邻接 表 创 建 过 程 3 
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。 输入 bc 

处 理 结果 : 在 Vex[] 数 组 的 data 域 中 查找 5、c 的 下 标 分 别 为 1、2, 创建 一 个 新 的 邻接 点 
S$， 邻 s->v=2; s->next=NULL; 如 图 7-56 所 示 。 然 后 将 s 节点 插入 第 1 个 顶点 的 第 一 个 邻接 
点 之 前 ( 头 插 法 )， 如 图 7-57 所 示 。 


data first 


S 


图 7-56 新 的 邻接 点 4 图 7-57 有 问 图 的 邻接 表 创 建 过 程 4 





。 输入 cd 

处 理 结果 : 在 Vex[] 数 组 的 data 域 中 查找 c、d 的 下 标 分 别 为 2、3， 创建 一 个 新 的 邻接 点 
S$， 邻 s->v=3; s->next=NULL; 如 图 7-58 所 示 。 然 后 将 s 节点 插入 第 2 个 顶点 的 第 一 个 邻接 
点 之 前 ( 头 插 法 )， 如 图 7-59 所 示 。 


data first 


S 


图 7-58 新 的 邻接 点 $ 图 7-59 有 问 图 的 邻接 表 创 建 过 程 $ 
。 输入 ce 
处 理 结 果 : 在 Vex[] 数 组 的 data 域 中 查找 c、e 的 下 标 分 别 为 2、4， 创 建 一 个 新 的 邻接 点 
s， 令 s->v=4; s->next=NULL; 如 图 7-60 所 示 。 然 后 将 8 节点 插入 第 2 个 顶点 的 第 一 个 邻接 
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点 之 前 〈 头 揪 法 )， 如 图 7-61 所 示 。 


data first 





图 7-60 新 的 邻接 点 6 图 7-61 有 问 图 的 邻接 表 创 建 过 程 6 


。 输入 de 

处 理 结果 : 在 Vex[] 数 组 的 data 域 中 查找 4、e 的 下 标 分 别 为 3、4， 创建 一 个 新 的 邻接 点 
$s， 令 s->v=4; s->next=NULL; 如 图 7-62 所 示 。 人 然后 将 s 节点 插入 第 3 个 顶点 的 第 一 个 邻接 
点 之 前 〈 头 揪 法 )， 如 图 7-63 所 示 。 


data first 


S 


图 7-62 新 的 邻接 点 7 7-63 ”有 问 图 的 邻接 表 创 建 过 程 7 





注意 : 由 于 后 输入 的 插入 是 在 单 链表 的 前 面 , 因此 输入 顺序 不 同 , 建立 的 单 链 表 也 不 同 。 


代码 实现 
void CreateALGraph (ALGragh &G)// 创 建 有 问 图 邻接 表 
{ 
int i,]J; 


VexTlType u,v; 
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cout<<" 请 输入 顶点 数 和 边 数 :"<<endl; 

Cin>>G.vexnum>>G .edgenum; 

cout << "请 输入 顶点 信息 :"<<endl; 

for (i=0;i<G.vexnum;i++) // 输 入 顶点 信息 ， 存 入 顶点 信息 数组 
cin>>G.Vex[i|] .data; 














for (i=0;1i<G.vexnum;1+t+) 
G.Vex[1i] .first=NULL; 
cout<<" 请 依次 输入 每 条 边 的 两 个 项 点 u,v"<<endl; 
while(G.edgenum--) 
{ 
Cin>>u>>v; 
i=locatevex(G,u);// 但 找 项 点 u 的 存储 下 标 
j=locatevex(G,vV);// 但 找 顶 点 v 的 存储 下 标 
人 
insertedge (G,i,j);// 插 入 该 边 , 右 无 辣 图 还 需要 插入 一 条 边 insertedge (6G, j,i) 





} 
} 
volid Jnsertedge (ALGraghn &C;int 1 ,int 可 着 六 一 条 边 《〈 夫 捕 法 ) 
{ 

AdjNode *s; 

s=new AdjNode; 

S—->vV=]; 

s—->next=G.Vex[1]| .first; 

G.Vex[1i] .first=s; 


} 


4. 邻接 表 的 优 缺 点 

CT 

。 便于 增删 项 点 。 

。 便于 访问 所 有 邻接 点 。 访 问 所 有 顶点 的 邻接 点 ， 时 间 复 杂 上 度 为 O(nte)。 

。 空间 复杂 度 低 。 顶 点 表 占 用 个 空间 ， 无 问 图 的 邻接 点 表 占 用 n+2e 个 空间 ， 有 问 图 
的 邻接 点 表 占 用 nte 个 空间 ， 总 体 空 间 复 杂 度 为 O(nte)， 而 邻接 矩阵 的 空间 复杂 度 
为 O(n”)， 因 此 对 于 稀 琉 图 可 采用 邻接 表 存 储 ， 对 于 稠密 图 可 以 采用 邻接 和 矩阵 存储 。 

(2) 缺点 














。 不 便于 判断 两 项 点 之 间 是 否 有 边 。 要 判断 两 顶点 是 否 有 边 ， 需 要 授 历 该 项 点 后 面 的 
邻接 点 链表 。 

。 不 便于 计算 各 顶点 的 上 度 。 在 无 癌 图 邻接 表 中 ， 顶 反 的 度 为 该 项 点 后 面 单 链表 中 的 节 
点 数 ; 在 有 向 图 邻接 表 中 ， 顶 点 的 出 度 为 该 项 点 后 面 单 链表 中 的 节点 数 ， 但 求 入 度 





困难 ;在 有 回 图 逆 邻 接 表 中 ， 顶 点 的 入 度 为 该 项 点 后 面 单 链表 中 的 节点 数 ， 但 求 出 
度 困 难 。 
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虽然 邻接 表 访 问 单个 邻接 点 的 效率 不 局 ,但 是 访问 一 个 顶点 的 所 有 邻接 点 ， 仅 需要 访问 
该 项 点 后 面 的 单 链表 即 可 ， 时 间 复 杂 度 为 该 项 点 的 度 _O(4d(vi))， 而 邻接 矩阵 访问 一 个 项 点 的 
所 有 邻接 点 ， 时 间 复 杂 度 为 O0D)。 总 体 上 邻接 表 比 邻接 矩阵 效率 更 忌 。 

有 问 图 邻接 表 求 出 度 容 易 ， 而 逆 邻 接 表 求 入 度 容 易 ， 如 果 想 快速 求 项 点 的 出 度 和 出 上 度 ， 
可 以 将 邻接 表 和 逆 邻 接 表 结合 起 来 ， 采 用 十 子 链表 存储 。 


7.2.3 十字 链表 


十 学 链表 (Orthogonal List) 是 有 问 图 的 另 一 种 链 式 存储 结构 。 它 结合 了 邻接 表 和 逆 邻 

接 表 的 特性 ， 可 以 快速 访问 出 踊 和 入 跌 ， 得 到 出 度 和 入 度 。 十 字 链 表 也 包 人 两 部 分 : 顶点 节 

点 和 弧 和 点。 顶点 节点 包括 顶点 信息 和 两 个 指针 《分 别 指 同 第 一 个 入 弧 和 第 一 个 出 弧 )， 弧 
方 点 包括 两 个 数据 域 ( 弧 尾 、 缴 涉 ) 和 两 个 指针 域 (分 别 指 同 同 弧 涉 和 同 弧 尾 的 弧 )。 

例如 ， 一 个 有 问 图 如 图 7-64 所 示 ， 其 邻接 表 如 图 7-65 所 示 。 

同 同 

状 弧 弧 弧 

顶点 入 弧 出 弧 ” 尾 头 J 头 尾 









































le | 
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图 7-64 有 向 图 图 7-65 ”十字 链表 





解释 如 下 。 

a 的 出 弧 是 abp、ac、ae， 弧 尾 弧 头 对 应 的 存储 下 标 为 01、02、04， 刻 友 将 出 弧 放 入 a 
后 面 的 单 链表 中 。 

b 的 出 弧 是 bc， 弧 尾 弧 头 对 应 的 存储 下 标 为 12， 将 出 弧 放 入 5 后面 的 单 链表 中 。 

c 的 出 弧 是 c4q、ce， 弧 尾 弧 头 对 应 的 存储 下 标 为 23、24， 逆 序 将 出 弧 放 入 c 后 面 的 单 链 
表 中 。 

qd 的 出 弧 是 de， 弧 尾 弧 头 对 应 的 存储 下 标 为 34， 将 出 踊 放 入 & 后 面 的 单 链表 中 。 

e 没有 出 统 ， 出 弧 域 置 空 。 
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将 弧 头 是 4 的 3 个 弧 用 同 弧 头 指针 链接 起 来 。 

将 弧 头 是 2 的 2 个 弧 用 同 弧 头 指针 链接 起 来 。 

没有 同 弧 头 的 节点 其 指针 域 置 空 。 

a 没有 入 弧 ， 入 弧 域 置 空 。 

pb 的 入 弧 是 01， 将 5 的 入 弧 指 针 指 问 01 弧 。 

c 的 入 弧 是 02、12, 将 c 的 入 弧 指针 指 癌 02 弧 即 可 ,因为 02 弧 的 同 弧 头 指 针 链 接 了 12 弧 。 

d 的 入 弧 是 23， 将 4 的 入 弧 指 针 指 问 23 弧 。 

e 的 入 弧 是 04、24、34， 将 e 的 入 弧 指针 指 癌 04 弧 即 可 ， 因 为 04 弧 的 同 弧 尖 指针 链接 
了 24 弧 ，24 弧 的 同 浙 头 指针 链接 了 34 弧 。 

有 问 图 十 凶 链 表 的 数据 结构 定义 如 下 。 

十 学 链表 也 含 两 部 分 :， 弧 节点 和 顶点 节点 。 

CLO 

弧 节 点 包括 两 个 数据 域 ( 弧 尾 、 弧 头 〉 和 两 个 指针 域 (分别 指 问 同 弧 头 和 同 弧 尾 的 弧 )， 
如 图 7-66 所 示 。 











typedef struct arcNode{ // 定 义 弧 节点 类 型 
int tail; // 弧 尾 下 标 
int head; // 弧 头 下 标 
struct arcNode *hlink ;// 指 针 ， 指 问 同 弧 头 的 弧 
struct arcNode *tlink ;// 指 针 ， 指 问 同 弧 尾 的 弧 


} arcNode; 


(2) 顶点 节点 


顶 上 市 扩 包 括 项 点 信息 和 两 个 指针 分别 指 问 第 一 个 入 弧 和 第 一 个 出 弧 )， 如 图 7-67 
所 未 。 








同 同 
牟 踊 弧 弧 
尾 头头 尾 顶点 入 弧 出 弧 


图 7-66 ” 弧 节 点 图 7-67 顶点 节点 


4 


typedef struct vexNode{ // 定 义 顶点 类 型 
VexType data; // 顶 点 数据 ，VexType 为 顶点 的 数据 类 型 ， 根 据 需 要 定义 
arcNode *firstin; // 指 针 ， 指 向 第 一 个 入 弧 


arcNode *firstout; // 指 针 ， 指 问 第 一 个 出 弧 
} vexNode; 





有 问 图 的 十 子 链 表 存 储 的 结构 体 定义 ， 如 图 7-68 所 示 。 
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#define MaxVnum 100 // 顶 点 数 最 大 值 


typedef struct { 页 点 表 


oy iy 


int Vvexnum ,edgenum:; /顶点 数 ， 边 数 
} OLGragh:; 
图 7-68 十 子 链表 结构 






NMA) 











十 学 链表 虽然 结构 复杂 一 点 ,但 创建 十 学 链表 的 时 间 复 杂 上 度 和 邻接 表 相 同 。 十 字 链 表 存 
储 稀 玩 有 问 图 ， 可 以 高 效 访问 每 个 顶点 的 出 弧 和 入 弧 ， 很 容易 得 到 顶点 的 出 上 度 和 入 友 


7.2.4 ”邻接 多 重 表 


邻接 多 重 表 (adjacency ea 种 链 式 存储 结构 。 邻 接 表 的 关注 点 是 
顶点 ， 而 邻接 多 重 表 的 关注 点 是 边 ， 适 合 对 边 做 访问 标记 、 删 除 边 等 操作 。 邻 接 多 重 表 关 似 
十 学 链表 ， 也 包含 两 部 分 : 顶点 市 J 太 。 机 点 市 ee 全 3 
项 点 信息 和 一 个 指针 〈 指 问 第 一 个 依附 于 该 顶点 的 边 )， 边 
点 包括 两 个 数据 域 ( 顶 点 i、 顶点 站 和 两 个 指针 域 en 
依附 于 六 了 的 下 一 条 边 )。 如 果 需 要 标记 是 否 被 访问 过 ， 边 下 


点 还 可 以 增加 一 个 标志 域 。 人 人 
































例如 ,一 个 无 回 图 如 图 7-69 所 示 , 其 邻接 多 重 表 如 图 7-70 图 7-69 无 向 图 
所 示 。 
顶 同 顶 同 
点 顶点 项 
第 一 条 ”点 /点 
顶点 连接 边 BO 





of >of | 


图 7-70 邻接 多 重 表 


解释 如 下 。 
a 的 连接 边 是 agb、ad， 对 应 的 存储 下 标 为 01 (el 边 )、03 (e 边 )， 第 一 条 连接 边 指 加 
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el，el 中 与 0 顶点 同 顶 点 的 指针 指 问 e> 边 。 
b 的 连接 边 是 ab5、bc、bd， 对 应 的 存储 下 标 为 01 (el 边 )、12 (@3 边 )、13 (@4 边 )， 第 
一 条 连接 边 指 问 el el 中 与 1 顶点 同 项 点 的 指针 指 问 @; ey 中 与 3 顶点 同 顶 点 的 指针 指 问 e4; 
@3 中 与 1 顶点 同 项 点 的 指针 指 问 e4。 
c 的 连接 边 是 bc、cd， 对 应 的 存储 下 标 为 12 (@ 边 )、23 (e; 边 ), 第 一 条 连接 边 指向 e3， 
@3 中 与 2 顶点 同 项 点 的 指针 指 问 es。 
d 的 连接 边 是 a4q、bd、cd， 对 应 的 存储 下 标 为 03 (e@y 边 )、13 (@y 边 )、23 (es 边 )， 第 
一 条 连接 边 指 问 ea， 其 他 指针 域 置 空 。 
无 问 图 邻接 多 重 表 的 数据 结构 定义 如 下 。 
邻接 多 重 表 也 含 两 部 分 : 边 节 点 和 顶点 节点 。 
1 ® 边 市 点 
边 节 点 包括 两 个 数据 域 ( 顶 点 i 和 顶点 让 和 两 个 指针 域 ( 分 别 指 问 与 i 和 j 同 顶点 的 边 )， 
如 图 7-71 所 示 。 
tvpedef. etruct edgeNode{ 7 了/ 定义 边 节点 类 型 
int i; // 顶 点 下 标 
int jj; // 顶 点 下 标 
struct edgeNode *ilink ;// 指 针 ， 指 问 与 i 同 顶 点 的 边 
struct edgeNode *jlink ;// 指 针 ， 指 癌 与 j 同 顶点 的 边 
} edgeNode; 





























2. 顶 后市 反 














顶点 节点 包括 顶点 信息 和 一 个 指针 〈 指 问 第 一 条 连接 边 )， 如 图 7-72 所 示 。 
与 
i J 
顶 同 顶 同 
点 顶点 顶 
A 顶点 第 一 条 连接 边 
图 7-71 边 节 点 图 R72 页 点 节点 


typedef struct vexNode{ // 定 义 顶 点 类 型 
VexType data; // 顶 点 数据 ，VexType 为 顶点 的 数据 类 型 ， 根 据 需 要 定义 
adgeNode *firstedge; // 指 针 ， 指 问 第 一 条 连接 边 


} vexNode; 
无 癌 图 的 邻接 多 重 表 存储 的 结构 体 定义 ， 如 图 7-73 所 示 。 


#define MaxVnum 100 // 顶 点 数 最 大 值 
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typedef struct { | 顶点 表 
VERRNO ex MaxVnumiy” 


int vexnum ,edgenum; // 顶 点 数 ， 边 数 
} AMLGragh:; 


图 7-73 ”邻接 多 重 表 结构 


图 的 4 种 存储 方法 优 缺 点 及 复杂 性 比较 如 表 7-1 所 未 。 
表 7-1 图 的 4 种 存储 方法 比较 


易 判 断 顶 点 之 间 的 关系 
全 所 : Zs 2 
邻接 矩阵 顺序 存储 易 求 顶点 的 度 占用 空间 大 O(n’) 


节省 空间 不 易 判 断 两 点 之 间 关 系 
邻接 表 链 式 存储 | 
易 求 顶点 的 出 度 不 易 求 顶点 的 入 度 


空间 相对 较 小 
字 链 链 式 存 人 结构 复杂 Ont 
邻接 多 重 表 链 式 存储 we 结构 复杂 lle 
工 [ 引 人 以 ~ 
” 易 判断 顶点 之 间 的 关系 ~ 


因为 十 衬 链 表 和 邻接 多 重 表 络 构 较 复杂 , 在 实际 应 用 中 ,图 的 存储 最 第 用 的 方法 是 邻接 
算 阵 和 邻接 表 。 


1.3 图 的 遍历 


图 的 授 历 和 树 的 抽 历 类 似 ,， 是 从 图 的 某 一 项 把 出 发 , 按照 系 种 搜索 方式 对 图 中 所 有 顶 扣 
访问 一 次 且 仅 一 次 。 图 的 多 历 可 以 解决 很 多 搜索 问题 ,在 实际 中 应 用 非常 广泛 。 图 的 多 历 根 
据 搜 索 方 式 的 人 不同， 分 为 广度 优先 搜索 和 深度 优先 搜索 。 


7.3.1 广度 优先 搜索 


广度 优先 搜索 (Breadth First Search，BEFS )， 又 称 宽度 优先 搜索 ， 是 最 常见 的 网 搜索 方法 
之 一 。 广 度 优 先 搜索 是 从 某 个 顶点 〈 源 点 ) 出 发 ， 一 次 性 访问 所 有 未 被 访问 的 邻接 点 ， 再 依 
次 从 这 些 访问 过 的 邻接 点 出 发 …… 似 水 中 涟 洲 ， 一 层 层 地 传播 开 来 。 如 图 7-74 所 示 ， 广 度 优 
先 裔 历 是 按照 广度 优先 搜索 的 方式 对 图 进行 过 历 。 

在 图 7-74 中 ， 假 设 源 点 为 1， 从 1 出 发 访问 1 的 邻接 点 2、3， 再 从 2 出 发 访问 4， 从 3 








O(nt+e) 
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出 发 访问 $S， 从 4 出 发 访问 6， 访问 完 毕 ， 访 问 路 径 如 图 7-75 所 示 。 


N ~ 











/ / 
图 7-74 广度 优先 搜索 图 7-75 广度 优先 搜索 路 径 

广 瞩 优先 人 裔 历 秘籍 ， 先 被 访问 的 顶点 ， 其 邻接 点 先 被 访问 。 

根据 广度 优先 授 历 秘籍 ， 先 来 先 服 务 ， 可 以 借助 于 队列 实现 。 每 个 节点 访问 一 次 且 只 访 
问 一 次 ， 因此 可 以 设置 一 个 辅助 数组 visited[i]=false, 表示 第 i 个 顶点 未 访问 ; visited[i]=true， 
表示 第 i 个 顶点 已 访问 。 

算法 步骤 

1) 初始 化 图 中 所 有 顶点 未 被 访问 ， 初 始 化 一 个 空 队列 。 

2) 从 图 中 的 某 个 顶点 vv 出发， 访问 v 并 标记 已 访问 ， 将 v 入 队 。 


3) 如 来 队列 非 宇 ， 则 继续 执行 ， 人 耕 则 算法 结 

4) 队 头 元 素 " 出 队 ， 依 次 访问 v 的 所 有 未 被 访问 邻接 点 ， 标 记 已 访问 并 入 队 ， 转 同步 
又 3)。 

完美 图 解 


例如 ， 一 个 有 癌 图 如 图 7-76 所 示 ， 其 广度 优先 搜索 胃 历 过 程 如 下 。 














图 7-76 有 向 图 


1) 初始 化 所 有 的 顶点 未 被 访问 ，visited[ 站 false， 关 1 2, 3，…, 6。 初 始 化 一 个 队列 Q， 


如 图 7-77 所 示 。 
o | | | | 


图 7-77 队列 (初始 化 ) 
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2) 从 顶点 1 出 发 , 访问 1 号 顶 点 ， 标记 已 访问 ，visited[1]=true，1 所 项 点 入 队 ， 如 几 7-78 
和 图 7-79 所 示 。 





| 


图 7-78 广度 优先 搜索 过 程 1 图 7-79 ”队列 进出 过 程 1 





3) 队 头 元 素 出 队 (1 号 顶点 )， 依 次 访问 1 的 所 有 未 被 访问 邻接 点 2、3， 标 记 已 访问 ， 
并 入 队 。visited[2]=true，2 号 顶点 入 队 。visited[3]=true，3 号 顶点 入 队 ， 如 图 7-80 和 图 7-81 
所 示 。 

4) 队 头 元 素 出 队 (2 号 顶点 )， 依 次 访问 2 的 所 有 未 被 访问 邻接 点 4， 标记 已 访问 ， 并 
入 队 。visited[4]=true，4 号 顶点 入 队 ， 如 图 7-82 和 图 7-83 所 示 。 








2 L2 | | 


图 7-80 广度 优先 搜索 过 程 2 图 7-81 队列 进出 过 程 2 





2131+4| | 
图 7-82 ”广度 优先 搜索 过 程 3 图 7-83 ”队列 进出 过 程 3 
5) 队 头 元 素 出 队 (3 号 顶点 )， 依 次 访问 3 的 所 有 未 被 访问 邻接 点 5 (3 的 邻接 点 2 
已 被 访问 )， 标 记 已 访问 ， 并 入 队 。visited[$]=true，5 号 顶点 入 队 ， 如 图 7-84 和 图 7-85 
所 示 。 
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co Li | | 
图 7-84 广度 优先 搜索 过 程 4 图 7-85 ”队列 进出 过 程 4 
6) 队 头 元 素 出 队 (4 号 顶点 )， 依 次 访问 4 的 所 有 未 被 访问 邻接 点 6 (4 的 邻接 点 3 
已 被 访问 )， 标 记 已 访问 ， 并 入 队 。visited[6]=true，6 号 顶点 入 队 ， 如 图 7-86 和 图 7-87 
所 示 。 











2 se) | | 


图 7-86 广度 优先 搜索 过 程 $ 图 7-87 队列 进出 过 程 5 


7) 队 头 元 素 出 队 〈5$ 号 顶点 )， 依 次 访问 5 的 所 有 未 被 访问 邻接 点 ，5 的 邻接 点 4、6 均 
已 被 访问 ， 什 么 也 不 做 。 

8) 队 头 元 素 出 队 “〈6 号 顶点 )， 依 次 访问 6 的 所 有 未 被 访问 邻接 点 ，6 没有 邻接 点 ， 什 
么 也 不 做 。 

9) 队列 为 空 ， 算 法 结束 

广度 优先 壳 历 序列 为 : 123456 

广度 优先 过 历经 过 的 顶点 及 边 ， 称 为 广度 优先 生成 树 ， 人 简称 BFS 树 ， 如 图 7-88 所 示 。 
如 果 是 非 连通 图 ， 则 每 一 个 连通 分 量 会 产生 一 棵 BFS 树 ， 合 在 一 起 称 为 BFS 森林 。 























图 7-88 广度 优先 生成 树 
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代码 实现 


(1) 基于 邻接 算 阵 的 BFS 
void BFS_AM (AMGragh Gint 7) // 基 于 邻接 矩阵 的 广度 优先 过 历 


| 


} 





jnt u,w; 
queue<int>Q; // 创 建 一 个 普通 队列 (先进 先 出 ) ， 里 面 存 放 int 类 型 
cout<<G.Vex[v|]<<"\t"; 
visitedl[lv|]=true; 
Q.push (v); // 源 点 Vv 入 队 
while(!Q.empty()) // 如 有 果 队 列 不 空 
{ 
u=Q.front();// 取 出 队 头 元 素 赋 值 给 u 
Q.pop (); // 队 头 元 素 出 队 
for (w=0;w<G.vexnum;w++) / /依次 检查 u 的 所 有 邻接 点 
{ 
if (G.Edge[u] [w] &&!1visited[w])//u、w 邻接 而 且 w 未 被 访问 
{ 
cout<<G.Vex[w]<<"\t"; 
visited[w|]=true; 


O.push (w); 


(2) 基于 邻接 表 的 BFS 
void BFS_AL(ALGragh G, int v) // 基 于 邻接 表 的 广度 优先 过 历 








jnt u,w; 
AdjNode *p; 
queue<int>Q; // 创 建 一 个 普通 队列 (先进 先 出 ) ， 里 面 存放 int 类 型 
cout<<G.Vex[v|] .data<<"™"\t"; 
visitedl[lv|]=true; 
Q.push (Vv); // 源 点 vv 入 队 
while(!o.empty()) // 如 有 果 队 列 不 空 
{ 
u=Q.front();// 取 出 队 头 元 素 赋 值 给 u 
Q.pop(); // 队 头 元 素 出 队 
p=G.Vex[u] .first; 
while (p) // 依 次 检查 u 的 所 有 邻接 点 
{ 
w=p->V; //w 为 的 邻接 点 
if (!1visited[w])//w 未 被 访 问 
{ 
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cout<<G.Vex[w] .data<<"\t"; 
visited[w|]=true; 
O.push (w); 

} 

p=p->next; 


} 


(3) 非 连 通 图 的 BFS 
void BFS AL(ALGragh G) // 非 连通 图 的 广度 优先 遍历 
{ 





for (int 1i=0;1<G.vexnum;i++)y// 非 连通 图 需要 查 漏 点 ， 检 查 未 被 访问 的 顶点 
if(lvisited[i]l)yV/ 未 被 访问 ,以 1 为 起 点 再 次 广度 优先 通 历 
BFS_AL(G,i) ;// 基 于 邻接 表 ， 也 可 以 替换 为 基于 邻接 矩阵 BFS_AM (G6, i) 





} 





算法 复杂 度 分 析 
广 上 度 优先 搜索 的 过 程 实质 上 是 对 每 个 项 点 搜索 其 邻接 点 的 过 程 ， 图 的 存储 方式 不 同 ,其 
算法 复杂 度 也 不 同 。 





(1) 基于 邻接 窍 阵 的 BFS 算法 

查找 每 个 顶点 的 邻接 点 需要 On) 时间， 一 共 n 个 顶点 ， 总 的 时 间 复 杂 度 为 O(n )。 使 用 
了 一 个 辅助 队列 ， 最 坏 的 情况 下 每 个 项 点 入 队 一 次 ， 空 间 复 杂 上 度 为 O(n)。 

(2) 基于 邻接 表 的 BFS 算法 

查找 顶点 vj 的 邻接 点 需要 O(40w)) 时 间 , 40w) 为 vi 的 出 度 (无 向 图 为 度 )。 对 有 向 图 而 言 ， 
所 有 顶点 的 出 度 之 和 等 于 边 数 e; 对 无 问 图 而 言 ， 所 有 项 点 的 度 之 和 每 于 2e。 因 此 查找 邻接 
点 的 时 间 复 杂 度 为 O(e)， 加 上 初始 化 时 间 O(n)， 总 的 时 间 复 杂 度 为 O(nte)。 使 用 了 一 个 辅 
助 队 列 ， 最 坏 的 情况 下 每 个 顶点 入 队 一 次 ， 空 间 复 杂 度 为 O(n)。 


7.3.2” 冻 上 度 优 先 搜 索 


深度 优先 搜索 (Depth First Search，DFS) 也是 最 常见 的 图 搜索 方法 之 一 。 深 度 优先 搜 
过 沿 看 一 条 路 和 任 一 直 走 下 去 ， 无 法 行进 时 ， 回 退 到 刚刚 访问 的 节点 ， 似 “不 撞 丙 墙 不 回头 ， 
不 到 黄河 不 死心 ” 深度 优先 过 历 是 按照 深度 优先 搜索 的 方式 对 图 进行 壳 历 。 











深度 优先 通 历 秘 籍 : 后 被 访问 的 顶点 ， 其 邻接 点 先 被 访问 。 
根据 深度 优先 过 历 秘籍 , 后 来 先 服 务 , 可 以 借助 于 栈 实现 。 递 归 本 吴 殉 是 使 用 栈 实现 的 ， 
因此 使 用 递归 方法 更 方便 。 
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算法 步骤 〈 示 归 ) 

1) 初始 化 图 中 所 有 顶点 未 被 访问 。 

2) 从 图 中 的 某 个 顶点 v 出发， 访问 v 并 标记 已 访问 。 

3) 依次 检查 vv 的 所 有 邻接 点 w， 如 果 w 未 被 访问 ， 则 从 w 出 发 进行 深度 优先 壳 历 〈 递 
归 调 用 ， 重 复 第 2 步 和 第 3 步 。 

算法 步骤 〈 非 递归 ) 

1) 初始 化 图 中 所 有 顶点 未 被 访问 。 

2) 从 图 中 的 某 个 顶点 v 出发， 访问 v 并 标记 已 访问 。 

3) 访问 最 近 访 问 了 顶点 的 未 被 访问 邻接 点 w1:， 再 访问 wi 的 未 被 访问 邻接 点 w…… 直 到 
当前 项 点 没有 未 被 访问 的 邻接 点 时 停止 。 

4) 回 退 到 最 近 访 问 过 且 有 未 被 访问 的 邻接 点 的 顶点 ， 访 问 该 项 点 的 未 被 访问 的 邻接 点 ; 

5) 重复 第 3 步 和 第 4 步 ， 直 到 所 有 的 顶点 都 被 访问 过 。 

深度 优先 过 历 的 递归 算法 和 非 递归 算法 虽然 拉 述 方式 不 同 ， 但 遇 历 的 过 程 是 一 致 的 。 

完美 图 解 

例如 ， 一 个 无 问 图 如 图 7-89 所 示 ， 其 深度 优先 过 历 过 程 如 下 。 

1) 初始 化 所 有 的 顶点 未 被 访问 ，visited[ 站 =false， 关 1，2，3，…，8。 

2) 从 顶点 1 出发， 访问 1 号 项 点， 标记 已 访问 ，visited[1]=true， 如 图 7-90 所 示 。 









































图 7-89 ”无 向 图 图 7-90 ”深度 优先 搜索 过 程 1 





3) 从 1 出 发 访问 邻接 点 2， 然 后 从 2 出 发 访问 4， 从 4 出 发 访问 5， 从 5 出 发 没有 未 被 
访问 的 邻接 点 ， 如 网 7-91 所 示 。 

4) 回 退 到 刚刚 访问 的 项 点 4，4 也 没有 未 被 访问 的 邻接 点 。 回 退 到 最 近 访 问 的 项 点 2， 
从 2 出 友 访 问 下 一 个 未 被 访问 的 邻接 点 6， 如 图 7-92 所 示 。 

5) 从 6 出 发 没有 未 被 访问 的 邻接 点 ， 回 退 到 刚刚 访问 的 项 点 2。2 没有 未 被 访问 的 邻接 
点 ， 回 退 到 最 近 访 问 的 顶点 1， 如 图 7-93 所 示 。 

6) 从 1 出 发 访问 下 一 个 未 被 访问 的 邻接 点 3， 从 3 出 发 访问 7， 从 7 出 发 访问 8， 从 8 
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出 发 没有 未 被 访问 的 邻接 点 ， 如 图 7-94 所 示 。 





图 7-91 深度 优先 搜索 过 程 2 





图 7-93 ”深度 优先 搜索 过 程 4 图 7-94 ”深度 优先 搜索 过 程 5 
7) 回 退 到 刚刚 访问 的 顶点 7，7 也 没有 未 被 访问 的 邻接 点 。 回 退 到 最 近 访 问 的 顶点 3， 
3 也 没有 未 被 访 问 的 邻接 点 。 回 退 到 最 近 访 问 的 顶点 1，1 也 没有 末 被 访问 的 邻接 点 ， 退 历 
结束 ， 访 问 路 径 如 图 7-95 所 示 。 























图 7-95 ”深度 优先 搜索 过 程 6 


深度 优先 遍历 序 列 : 12456378。 
深度 优先 遍历 经 过 的 顶点 及 边 ， 称 为 深度 优先 生成 树 ， 和 简称 DFS 树 ， 如 图 7-96 所 示 。 








如 末 是 非 连通 图 ， 则 每 一 个 连通 分 量 会 产生 一 株 DFS 树 ， 合 在 一 起 称 为 DFS 和 森林。 
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图 7-96 ”深度 优先 生成 树 


代码 实现 

(1) 基于 邻接 窍 阵 的 DFS 

void DFS_AM(AMGragh G,int 7) // 基 于 邻接 和 矩阵 的 深度 优先 过 历 
{ 





int w; 
coOUtL<<C, Vex[lv]<<"™\t"s 
visitedl[lv|]=true; 
for (w=0;w<G .vexnum;wt++) // 依 次 检查 v 的 所 有 邻接 点 
if(G.Edge[v] [w] &&!1visited[w])//v、w 邻接 而 且 w 未 被 访问 
DFS_AM (Gy,w);// 从 w 顶点 开始 递归 深度 优先 遍历 
} 


(2) 基于 邻接 表 的 DFS 
void DFS AL(ALGragh Gy int v) // 基 于 邻接 表 的 深度 优先 遍历 
{ 








int w; 
AdjNode *p; 
cout<<G.Vex[v|] .data<<"™"\t"; 
visitedl[lv|]=true; 
p=G.Vex[v] .first; 
while (p) // 依 次 检查 v 的 所 有 邻接 点 
{ 

w=p->v; / /Ww 为 v 的 邻接 点 

if (1!1visited[w])//w 未 被 访问 

DFS_AL(G,w) ;// 从 w 出 发 ， 递 归 深 度 优先 裔 历 


p=p->next; 


| 


(3) 非 连通 图 的 DFS 
voidq DEFS_AL (ALGragh G)// 非 连通 图 ， 基 于 邻接 表 的 深度 优先 如 历 
{ 
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for (int i=0;i<G.vexnum;1i++)// 非 连通 图 需要 查 漏 点 ， 检 查 末 被 访问 的 顶点 
if (1!1visited[i])//i 未 被 访问 ,以 i 为 起 点 再 次 广度 优先 授 历 
DFS_AL(G,i); // 基 于 邻接 表 ， 也 可 以 替换 为 基于 邻接 矩阵 DFS_AM (G, i) 
} 


深度 优先 搜索 的 过 程 实质 上 是 对 每 个 顶点 搜索 其 邻接 点 的 过 程 ， 图 的 存储 方式 不 同 ， 其 
算法 复杂 度 也 不 同 。 

(1) 基于 邻接 矩阵 的 DFS 算法 。 查 找 每 个 顶点 的 邻接 点 需要 O(n) 时 间 ， 一 共 n 个 顶点 ， 
总 的 时 间 复 杂 度 为 O(n”)。 使 用 了 一 个 递归 工作 栈 ， 空 间 复 杂 度 为 0(n)。 

(2) 基于 邻接 表 的 DFS 算法 。 查 找 顶 点 vi 的 邻接 点 需要 O(40y)) 时 间 ，4@) 为 vj 的 出 度 
(无 问 图 为 度 )。 对 有 问 图 而 言 ， 所 有 顶点 的 出 度 之 和 等 于 边 数 e;: 对 无 向 图 而 言 ， 所 有 顶点 
的 度 之 和 等 于 2e。 因 此 碍 找 邻 接点 的 时 间 复 杂 度 为 O(e)， 加 上 初始 化 时 间 O(n)， 总 的 时 间 
复杂 度 为 O(nte)。 使 用 了 一 个 递归 工作 栈 ， 空 间 复 杂 度 为 O(n)。 

需要 注意 的 是 ， 一 个 图 的 邻接 矩阵 是 唯一 的 ， 因 此 基于 邻接 矩阵 的 BFS 或 DFS 遍历 序 
列 也 是 唯一 的 。 而 图 的 邻接 表 不 是 唯一 的 ， 边 的 输入 顺序 不 同 ， 正 序 或 逆序 建 表 都 会 影响 邻 
接 表 的 邻接 点 顺序 ， 因 此 基于 邻接 表 的 BFS 或 DFS 遍历 序列 不 是 唯一 的 。 


《4 


在 现实 生活 中 , 很 多 问题 可 以 转化 为 图 来 解决 。 例 如 , 计算 地 图 中 两 地 之 间 的 最 短路 径 、 
网 络 最 小 成 本 布线 、 工 程 进度 控制 等 。 本 蔬 介 绍 几 个 图 的 经 典 应 用 ， 包 括 最 短路 径 、 最 小 生 
成 树 、 拓 扑 排序 和 关键 路 径 。 


7.4.1 音源 最 短路 径 一 一 Dijkstra 


给 定 有 问 市 权 图 G=(V, 有 驴 ， 其 中 每 条 边 的 权 值 是 非 负 实数 。 此 外 ， 给 定 玉 中 的 一 个 项 
点 ， 称 为 源 点 。 现 在 要 计算 从 源 点 到 其 他 各 个 顶点 的 最 短路 径 长 度 。 在 带 权 图 中 ， 两 个 顶点 
的 路 径 长 度 指 它 们 之 间 的 路 径 上 各 边 的 权 值 之 和 。 

如 何 求 源 点 到 其 他 各 顶点 的 最 短路 径 呢 ? 

迪 科 斯 彻 提 出 了 和 涛 名 的 单 源 最 短路 径 求 解 算法 一 一 Dijkstra 算法 。 艾 效 格 。W“。 迪 科斯 
彻 (Edsger Wybe Dijkstra)， 稿 兰 人 人， 计算 机 科学 家 。 他 早年 钻研 物理 及 数学 ， 后 来 转 而 研 
究 计 算 学 。 他 曾 在 1972 年 获得 素 有 “计算 机 科学 界 的 诡 贝 尔 奖 ”之 称 的 网 灵 奖 ， 与 Donald 
Ervin Knuth 并 称 为 我 们 这 个 时 代 最 伟大 的 计算 机 科学 家 。 

Dijkstra 算法 是 解决 单 源 最 短路 径 问 题 的 贫 心 算法 ， 它 先 求 出 长 度 最 短 的 一 条 路 径 ， 再 
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参照 该 最 短路 径 求 出 长 度 次 短 的 一 条 路 径 ， 直 到 求 出 从 源 点 到 其 他 各 个 顶点 的 最 短路 径 。 

Dijkstra 算法 的 基本 思想 是 首先 假定 源 点 为 u， 顶 点 集合 VV 被 划分 为 两 部 分 : 集合 5 
和 天 89。 初始 时 $ 中 仪 舍 有 源 点 wu，5 中 的 顶点 到 源 点 的 最 短路 径 已 经 确定 ， 矿 5 中 的 顶点 
到 源 点 的 最 短路 径 待 是。 从 源 点 出 发 内 经 过 5 中 的 点 到 达 矿 S 中 的 点 的 路 径 为 特殊 路 径 , 用 
数组 dist[ 记 录 当 前 每 个 顶点 所 对 应 的 最 短 特 殊 路 径 长 度 。 

Dijkstra 算法 采用 的 贪心 策略 是 选择 特殊 路 径 长 度 最 短 的 路 径 ， 将 其 连接 的 矿 S 中 的 顶 
点 加 入 集合 S， 同 时 更 新 数组 dist[]。 一 旦 $ 包含 了 所 有 顶点 ，qdist[] 就 是 从 源 点 到 所 有 其 他 
顶点 之 间 的 最 短路 径 长 度 。 

算法 步骤 

1) 数据 结构 。 设 置地 图 的 带 权 邻 接 和 矩阵 为 GEdge[][]， 即 如 果 从 源 点 2 到 顶点 上 有 边 ， 
就 令 GEdge[ 加 四 等 于 <w， 产 的 权 值 ， 和 否则 G.Edge[u][ij=oo。 (无 穷 大 ); 采用 一 维 数组 dist[ 相 来 
记录 从 源 点 到 i 顶点 的 最 短路 径 长 度 ， 采用 一 维 数组 p[] 来 记录 最 短路 径 上 顶点 的 前 驱 。 

2) 初始 化 。 令 集合 5S={u}， 对 于 集合 天 8 中 的 所 有 顶点 x， 和 初始化 dist[i]=G.Edge[u][。 
如 果 源 点 wu 到 顶点 i 有 边 相 连 ， 和 初始 化 p[=w， 否 则 p[i]= 一 1。 

3) 找 最 小 。 在 集合 天 9 中 依照 贫 心 策略 来 寻找 使 得 dist 四 上 共有 最 小 值 的 顶点 t， 即 
dist[#]=min (qist[] | 属于 集合)， 则 项 点 t 就 是 集合 矿 S 中 距离 源 点 wu 最 近 的 顶点 。 

4) 加 入 5S 战队 。 将 顶点 t+ 加 入 集合 SS 中， 同时 更 新 [ 产 9。 

5) 判 结束 。 如 果 集 合 矿 5 为 空 ， 算 法 结束 ， 否 则 转 到 第 6 步 。 

6) 借 东 风 。 在 第 3 步 中 已 经 找到 了 源 点 到 上 的 最 短路 径 ， 那 么 对 集合 天 s 中 所 有 与 顶 
点 上 相 邻 的 顶点 户 都 可 以 借助 t 走 捷 径 。 如 果 dis[ 站 >qist[ 四 +GEdge[ 四 站， 则 dist[7]=dist[# 
+G.Edge[4[ 胃 ， 记 录 项 点 j 的 前 驱 为 t， 有 p[ 四 =t， 转 到 第 3 步 。 

由 此 可 见 ， 可 求 得 从 源 点 u 到 图 G 的 其 余 各 个 顶点 的 最 短路 径 及 长 上 度 ， 也 可 通过 数组 
p0 逆 向 找到 最 短路 径 上 经 过 的 城市 。 

完美 图 解 

现在 有 一 个 景点 地 图 ， 如 图 7-97 所 
示 ， 假 设 从 1 号 顶点 出 发 ， 求 到 其 他 各 
个 顶点 的 最 短路 径 。 

(1) 数据 结构 

设置 地 图 的 市 权 邻 接 和 矩阵 为 
G.Edge[][]， 即 如 果 从 顶点 i 到 顶点 有 
边 ， 则 G.Edge[ 思 [四 等 于 <i， 六 的 权 值 ， 
否则 G.Edge[i][ 四 =wo (无 穷 大 ), 如 图 7-98 
所 示 。 



























































图 7-97 景点 地 图 
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(2) 初始 化 

令 集 合 =}， 矿 S={2，3，4，5}， 对 于 集合 天 8 中 的 所 有 顶点 x， 初 始 化 最 短 距 离 数 
组 dist[i]=GEdge[1][ 阅 ，wzst[z=0， 如 图 7-99 所 示 。 如 果 源 点 1 到 顶点 i 有 边 相 连 ， 初 始 化 前 
驱 数 组 p[i=1， 否 则 p[ 可 = 一 1]， 如 图 7-100 所 示 。 


0 2 S$ oo oo 

0 oo 2 6 oo 

0 oo oo 7 | 

AU ] 2 3 4 5 

nom mo0l os = 
图 7-98 ”邻接 矩阵 GEdge[][] 图 7-99 最短 距 离 数 组 dist[] 





(3) 找 最 小 
在 集合 万 S={2，3，4，5} 中 ， 依 照 贪心 策略 来 寻找 天 9 集合 中 ws 如 最 小 的 顶点 t， 如 
图 7-101 所 示 ， 


pl[] 





图 7-100 前驱 数组 p[] 图 7-101 最短 距 离 数 组 dist[] 找 到 最 小 值 
为 2， 对 应 的 节点 太 2 








(4) 加 入 5S 战队 
将 顶 氮 4=2 加 入 集合 5 中 5S={1,2}， 同 时 更 新 矿 5={3, 4, 5}， 如 图 7-102 所 示 。 





图 7-102 景点 地 图 


(5) 借 东 风 
刚刚 找到 了 源 点 到 三 2 的 最 短路 径 ， 那 么 对 集合 矿 S 中 所 有 的 邻接 点 7， 痢 可 以 借助 t 
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走 捷 径 。 我 们 从 图 或 邻接 矩阵 都 可 以 看 出 ，2 号 节点 的 邻接 点 有 
是 3 和 4 号 布点 ， 如 图 7-103 所 示 。 区 

先 看 3 号 节点 能 否 借助 2 号 走 捷径 : dist[2]+GEdge[2] wwwuw7 1 
[3]=2+2=4， 而 当前 dist[3]=5>4， 因 此 可 以 走 捷 径 即 2 一 3， 更 新 cy i 
dist[3]=4， 记 录 顶 点 3 的 前 驱 为 2， 即 p[3]= 2。 oo oo oo oo % 

再 看 4 号 布点 能 否 信 助 2 写 走 捷径 : 如 果 dist[2]+GEdge[2] 
[4]=2+6=8， 而 当前 dist[4]=o%0>8， 因 此 可 以 走 捷径 即 2 一 4， 更 
新 dst[4]=8， 记 录 顶 点 4 的 前 驱 为 2， 即 p[4]= 2。 

更 新 后 如 图 7-104 和 图 7-105 所 示 。 


] 7 4 5 1 2 3 4 > 
| 9 | 2 mm | 0 | -| | -| 


7-104 ”最 短 距 离 数组 dist[] 7-105 六 张 数组 p[] 





7-103 ”邻接 和 矩阵 GEdege[][] 


(6) 找 最 小 
在 集合 矿 S={3, 4, 5} 中 ， 依 照 贪心 策略 来 寻找 dist[] 上 共有 最 小 值 的 顶点 尹 依照 贫 心 策略 
来 寻找 矿 S 集合 中 dist[] 最 小 的 项 点 1， 如 图 7-106 所 示 。 











7-106 ”最短 距离 数组 dist[] 找 到 最 小 值 为 4， 对 应 的 节点 太 3 


(7) 加 入 5 战队 
将 顶点 六 3 加 入 集合 5S 中 5={1, 2,3}， 同 时 更 新 矿 S={4, 5}， 如 图 7-107 所 示 。 





7-107 景点 地 图 
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(8) 借 东 风 

刚刚 找到 了 源 点 到 1 =3 的 最 短路 径 ， 那 么 对 集合 天 8 中 所 有 7 的 邻接 点 户 都 可 以 借助 
1 走 捷 径 。 我 们 从 图 或 邻接 矩阵 可 以 看 出 ，3 号 市 点 的 邻接 点 是 4 号 和 5 号 节点 。 

先 看 4 号 节点 能 否 借助 3 号 走 捷 径 : dist[3]+GEdge[3][4]=4+7=11， 而 当前 dist[4]=8<11， 
比 当前 路 径 还 长 ， 因 此 不 更 新 。 

再 看 $ 号 节点 能 和 否 借助 3 号 走 捷径 : qdist[3]+G.Edge[3][5]=4+1=5， 而 当前 dist[5]=o0>5， 
因此 可 以 走 捷径 即 3 一 95， 更 新 dist[5]=5， 记 录 顶 点 5 的 前 驱 为 3， 即 p[5]=3。 

更 新 后 如 图 7-108 和 图 7-109 所 示 。 


l 2 3 4 5 1 2 3 4 5 
“7 ;| 


7-108 “最短 距离 数组 dist[] 7-109 前 张 数组 p[] 








(9) 找 最 小 
在 集合 产 S$={4, 5} 中 ， 依 照 贪心 策略 来 寻找 天 9 集合 中 dzs 可 最 小 的 顶点 上 如 图 7-110 


所 示 。 
] 2 3 4 SI 


7-110 ”最 短 距离 数组 dist[] 找 到 最 小 值 为 5， 对 应 的 节点 三 5 





(10) 加 入 5 战队 
将 顶点 三 5 加 入 集合 5S 中 5={1,2,3,5}， 同 时 更 新 矿 S={4}， 如 图 7-111 所 示 。 





7-111 景点 地 图 


(11) 借 东 风 
刚刚 找到 了 源 点 到 上 =S 的 最 短路 径 ， 那 么 对 集合 天 9 中 所 有 的 邻接 点 j， 部 可 以 借助 
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1 走 捷径 。 我 们 从 图 或 邻接 矩阵 可 以 看 出 ，5 号 节点 没有 邻接 点 ， 因 此 不 更 新 ， 如 图 7-112 
和 图 7-113 所 示 。 


] 2 3 4 S 1 Bp 3 4 5 
mll 0o|2|41s|5|m 
7-112 最短 距离 数组 dist[] 7-113 ”前 驱 数 组 p[] 


(12) 找 最 小 
在 集合 广 5={4} 中 ， 依 照 贪心 策略 来 寻找 dist[] 最 小 的 顶点 ， 上 只 有 一 个 顶点 ， 所 以 很 容 
易 找 到 ， 如 图 7-114 所 示 。 


了 3 二 呈 
mn0| "| 2 | 4 | 5 


图 7-114 ”最 短 距离 数组 ds 如 找到 最 小 值 为 8， 对 应 的 节点 六 4 





(13) 加 入 5S 战队 
将 顶点 上 加 入 集合 8 中 sf 2, 3, 5, 4}， 同 时 更 新 太 $S={ };， 如 图 7-115 所 示 。 





7-115 景点 地 图 


(14) 算法 结 

产生 全 为 裤 时 ， 算 法 停 正 。 

由 此 ， 可 求 得 从 源 点 u 到 图 G 的 其 余 各 个 顶点 的 最 短路 径 及 长 度 ， 也 可 通过 前 驱 数 组 
加 逆向 找到 最 短路 径 上 经 过 的 城市 ， 如 图 7-116 所 示 。 
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] 多 3 4 4 
加 
图 7-116 前 驱 数 组 p[] 
例如 ，p[5]=3， 即 5 的 前 驱 是 3; p[3]=2， 即 3 的 前 驱 是 2; p[2]=1， 即 2 的 前 驱 是 1; 
p[1]= 一 1]，1 没有 醒 驱 ， 那 么 从 源 点 1 到 5 的 最 短路 径 为 1 一 2 一 3 一 5。 


代码 实现 
void Dijkstra (AMGragh G,int uu) 
{ 





for (int i=0;i<G.vexnum;i++) / /初始 化 距离 数组 dist[] 和 前 驱 数 组 p[] 
1 
dist[i]=G.Edge[u][i]; / /初始 化 源 点 ua 到 其 他 各 个 顶点 的 最 短路 径 长 度 
flagl[il=false; 
if (dist[i]==INFE) 
p[i]=-1; // 源 点 到 该 顶点 的 路 径 长 度 为 无 穷 大 ， 说 明 顶 点 i 与 源 点 不 相 令 
else 
p[i]=u; // 说 明 顶 点 i 与 源 点 u 相 邻 ， 设 置顶 点 i 的 前 驱 p[i]=u 
} 
dist[lul]j=0; 
flag[u]=true; ”// 初 始 时 ， 集 合 s 中 只 有 一 个 元 素 : 源 点 
for (int i=0;i<G.vexnum; i++)//@ 找 源 点 到 每 一 个 顶点 的 最 短路 径 
{ 
int temp=INF,t=u; 
for (int j=0;j<G.vexnum; j++) // 在 集合 V-s 中 寻找 距离 源 点 u 最 近 的 顶点 上 
if(!flag[j]&&dist[]j]<temp) 
{ 
七 二 党 























temp=dist[j]; 
} 
if (t==u) return ; // 找 不 到 t， 跳 出 循环 
| // 人 否则 ， 将 上 t 加 入 集合 
for (int j=0;j<G.vexnum;j++) // 旨 更 新 与 七 相 邻 接 的 顶点 到 源 点 _u 的 距离 
if(!flag[j]&gG.Edge[t] [jj]<INF) //!flag[j] 表 示 j 了 在 V-s 中 
if(dist[j]l>(dist[t]j+G.Edgelt][j])) 
{ 
dist[j]=dist[t]+G.Edge[t][jJ] }; 
p[j]=t »; 


| 


想 一 想 : 因为 我 们 在 程序 中 使 用 p[] 数 组 记录 了 最 居 路 人 笃 上 每 一 个 节点 的 前 驱 ， 因 此 除 
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了 显示 最 短 距 离 外 ， 还 可 以 显示 最 短路 径 上 经 过 了 哪些 城市 ， 可 以 增加 一 段 程序 逆 癌 找到 该 
最 短路 径 上 的 城市 序列 。 


void findpath (AMGragh G,VexType uu) 
{ 
int x; 
stack<int>Ss; 
EO0Ut<* 中 为 Tendl; 
for(int 1=0;1<G.vexnum;1+t+) 
| 
= 
if (x==-1&&u!=G.Vex[1i]) 
{ 











cout<<" 源 点 到 其 他 各 顶点 最 短路 径 为 "<<u<<"--"<<G.Vex[i]<<"sorry, 无 路 可 达 "; 
cout<<endgdil; 
continue; 
} 
while (x!=-1) 
{ 
S.push (x); 
x=p[x]; 
， 
cout<<" 源 点 到 其 他 各 顶点 最 短路 径 为 ，"; 
while(!S.empty()) 
{ 
cout<<G.Vex[S.top()]1<<"-——")} 
S.pop(); 
， 
EGRK<G Vex[L] x" 最 短 距离 为 : "<<dist[i]<<endl; 








} 


只 需要 在 主 函 数 末 尾 调用 该 函数 ， 即 可 输出 源 点 到 各 个 顶点 的 最 短路 径 。 

算法 复杂 度 分 析 

(1 ) 时 间 复 杂 度 

在 Dijkstra 算法 描述 中 ， 一 共有 4 个 for 语句 ， 第 个 for 语句 的 执行 次 数 为 mm， 第 加 个 
for 语句 里 面 藤 套 了 两 个 for 语句 @、 由 ， 它 们 的 执行 次 数 均 为 2， 对 算法 的 运行 时 间 贡 献 最 
大 。 当 外 层 循环 标号 为 1 时 , @、 多 语句 在 内 层 循环 的 控制 下 均 执 行 半 次 ,外 层 循环 包 从 1 一 
n。 因 此 ， 该 语句 的 执行 次 数 为 nXn= mmr， 算法 的 时 间 复 杂 度 为 O02?)。 

(2) 空间 复杂 度 

由 以 上 算法 可 以 得 出 , 实现 该 算法 所 需要 的 辅助 空间 包含 为 数组 flag, 变量 i、j、t 和 temp 
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所 分 配 的 空间 ， 因 此 空间 复杂 度 为 O(n)。 

算法 优化 

1) 优先 队列 优化 。fer 语句 @@ 是 在 集合 VS 中 寻找 距离 源 点 u 最 近 的 顶点 t， 如 果 穷 举 
需要 O(n) 时 间 ，@ 语 句 的 时 间 复 杂 度 为 O(n*”)。 如 果 采 用 优先 队列 ( 见 后 面 高 级 应 用 章节 )， 
则 找 一 个 最 近 顶 点 需要 O(logn) 时 间 ，@ 语 句 的 时 间 复 杂 度 为 O(nlogn)。 

2) 采用 邻接 表 存 储 。for 语句 由 松弛 操作 ， 如 采 采 用 邻接 和 矩阵 存储 图 ， 每 次 需要 执 
行 寺 次， 图 语句 的 时 间 复 杂 度 为 O(n*)。 而 如 果 采 用 邻接 表 存 储 ， 则 每 次 执行 1 顶点 的 度 
数 x， 每 个 顶点 的 度数 之 和 为 边 数 e， 由 语句 的 时 间 复 杂 度 为 O(e)。 对 于 稀 玖 图 ，O(e) 要 
比 O(n”) 小 。 


7.4.2 各 顶点 之 间 最 短路 径 一 一 Floyd 


Dijkstra 算法 是 求 源 点 到 其 他 各 个 顶点 的 最 短路 径 , 如 果 求 解 任意 两 个 项 点 的 最 短路 径 ， 
则 需要 以 每 个 顶点 为 源 点 ， 重 复 调用 n 次 Dijkstra 算法 。 其 实 完全 没 必要 这 么 麻烦 ， 下 面 介 
绍 的 Floyd 算法 可 以 求解 任意 两 个 顶点 的 最 短路 径 。Floyd 算法 又 称 为 插 点 法 ， 其 算法 核心 
是 在 顶点 到 顶点 7 之 间 ， 插 入 顶点 态 看 是 否 能 够 缩短 和 jj 之 间距 离 〈 松 弛 操作 )。 

算法 步骤 

1) 数据 结构 。 设 置地 图 的 带 权 邻接 矩阵 为 GEdge[][]， 即 如 果 从 顶点 i 到 顶点 7 有 边 ， 
就 让 GEdge[i][ 放 =<i， 六 的 权 值 ， 否 则 GEdge[ 训 中 = 叱 (无穷 大 ); 采用 两 个 辅助 数组 ; 最短 
距离 数组 dist 四 中， 记录 从 i 到 jj 顶点 的 最 短路 人 径 长 度 ， 前 驱 数 组 p 困 [有 刘 ， 记 录 从 i 到 顶点 
的 最 短路 径 上 i 顶点 的 前 驱 。 

2) 初始 化 。 初始 化 dist[i][D= GEdge[] 中 ， 如 果 顶 点 i 到 顶点 有 边 相 连 ， 初始 化 p[i][=i， 
否则 p[i][ 四 =--1。 

3) 插 点 。 其 实 就 是 在 i、j 之 间 插 入 顶点 k， 看 是 否 
能 够 缩短 i 和 了 之 间距 离 〈 松 弛 操作 )。 如 果 
dist[i][7]>dist[i][k]+disttk]D], Wy) gist[i][ l=distil[K]+dist[A] 
四， 记录 顶点 的 前 驱 为 p[i[ 中 =p[ 和 中。 

完美 图 解 

现在 有 一 个 景点 地 图 ， 如 图 7-117 所 示 ， 求 各 个 顶 
点 之 间 的 最 短路 径 。 

(1 ) 数据 结构 

设置 地 图 的 带 权 邻 接 和 矩阵 为 GEdge[][], 即 如 果 从 项 
点 i 到 顶点 7 有 边 ， 就 让 GEdege[il[ 站 -<;， 六 的 权 值 ， 当 图 7-117 景点 地 图 
计时 ，GEdee[i][I=0, 否 则 GEdge[i][ 站 = 无穷大 )， 如 图 7-118 所 示 。 
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(2) 初始 化 





初始 化 最 短 距 离 数 组 dist[[ 中 = GEdge[[ 有 站， 如 果 顶 点 i 到 顶点 有 边 相 连 ， 初 始 化 前 驱 
数组 p=i， 否 则 站 四 =-1。 初 始 化 后 的 dist[]0 和 p0[]， 如 图 7-119 所 示 。 
0 1 oo 4 0 1 oo 4 -|] 0 -1 0 
“ distBlL-|2 | pa 
3 5 0 8 3 5 0 8 2 2 #1 2 
oo0 oo 6 0 oo0 oo 6 0 —] -1 3 一 | 
图 7-118 ”邻接 矩阵 GEdge[][] 图 7-119 最 短 距离 数组 和 前 驱 数 组 


(3) 插 点 (k=0) 





其 实 就 是 借 顶 点 0 更 新 最 短 距 离 。 如 果 dist[i][]>dist[i][0]+dist[0][7]， 册 dist[i]D]=dist 
[[0]+dist[0][ 轨 ， 记 录 项 把 j 的 前 有 驱 为 : PDIF P[0] 中 。 

谁 可 以 借 顶 点 0 呢 ? 

看 顶点 0 的 入 边 ，2 一 0， 也 就 是 说 顶点 2 可 以 借 0 点 ， 更 新 2 到 其 他 顶点 的 最 短 距 离 。 
《程序 中 不 知道 谁 可 以 借 0 点 ， 穷 举 所 有 顶点 是 否 可 以 借 0 点 。) 

dist[2][1]: dist[2][1]=5 > dist[2][0]+qist[0][1]=4,; 则 更 新 dist[2][1]=4,; p[2][1]=0,; 如 图 7-120 
所 示 。 

dist[2][3]: dist[2][3]=8 > qist[2][0]+qistf0][3]=7; 则 更 新 qist[2][3]=7; p[2][3]=0, 如 图 7-121 
所 示 。 





图 7-120 ” 插 点 过 程 (2、1 之 间 插 0 点) 图 7-121 插 点 过 程 (2、3 之 间 插 0 点) 
更 狐 后 的 最 短 距离 数组 和 前 驱 数 组 ， 如 图 7-122 所 示 。 
(4) 插 点 (k=1) 
大 家 一 起 借 顶 点 1 更 新 最 短 距 离 。 谁 可 以 借 顶 点 1 呢 ? 
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0 1 oo 4 -|] 0 -1 0 
ee a 
3 4 0 7 2 0 -1 0 
mo 6 0 -1 -1 3 -1 
图 7-122 最短 距离 数组 和 前 豫 数 组 
看 顶点 1 的 入 边 ， 顶 点 0、2 都 可 以 借 1 点 ， 更 新 其 到 其 他 顶点 的 最 短 距离 。 


dist[0][2]: dist[0][2]=ce > dist[0][1]+dist[1][2]=10， 则 更 新 dist[0][2]=10，p[0][2]=1， 如 
图 7-123 所 示 。 

dist[0][3]: dist[0][3]=4 > dist[0][1]+4dist[1][3]=3; 则 更 新 dist[0][3]=3,p[0][3]=1, 如 图 7-124 
所 示 。 





图 7-123” 插 点 过 程 (0、2 之 间 插 1 点 ) 图 7-124 插 点 过 程 (0、3 之 间 插 1 点 ) 
dist[2][0]: distf2][0]=3 < dist[2][1]+dist[1][0]= co， 不 更 新 。 
dist[2][3]: dist[2][3]=8 > qist[2][1]+qistf1][3]=6,; 则 更 新 wst[0][2]=6,p[2][3]=1, 如 图 7-125 
所 示 。 





图 7-125 插 点 过 程 (2、3 之 间 插 1 点 ) 


更 新 后 的 最 得 距离 数组 和 前 驱 数 组 ， 如 图 7-126 所 示 。 
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0 1 10 3 —] 0 ] ] 
0 a 
3 4 0 06 2 0 -1 | 
mo 6 0 -1 -1 3 -1 





图 7-126 最短 距 离 数 组 和 前 豫 数 组 


(5) 插 点 (k=2) 

大 家 一 起 借 项 点 2 更 狐 最 短 距离 。 谁 可 以 借 顶 点 2 呢 ? 

看 顶点 2 的 入 边 ， 顶 点 1、3 都 可 以 借 2 点 ， 更 狐 其 到 其 他 顶点 的 最 短 距离 。 

dist[1][0]: dist[1][0]=0 > dist[1][2]+dist[2][0]=12， 则 更 新 dist[1][0]=12，p[1][0]=2， 如 
图 7-127 所 示 。 

dist[1][3]: distf1][3]=2 <dist[1][2]+dist[2][3]=15， 不 更 新 。 

dist[3][0]: qist[3][0]=%o>qist[3][2]+dist[2][1]=9, 则 更 新 dist[3][0]=9,; p[3][0]=2, 如 图 7-128 
所 示 。 








图 7-127 插 点 过 程 (1、0 之 间 插 2 点 ) 图 7-128 ” 插 点 过 程 (3、0 之 间 插 2 点) 
dist[3][1]: dist[3][1]=o0>4dist[3][2]+dist[2][1]=10, 则 更 新 dist[3][1]=10, p[3][1]=p[2][1]=0， 
如 图 7-129 所 示 。 





图 7-129 插 点 过 程 (3、1 之 间 捅 2 点 ) 
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更 新 后 的 最 得 距离 数组 和 前 驱 数 组 ， 如 图 7-130 所 示 。 


0 1 10 3 一 0 ] ] 
人 ” Sr 
3 4 0 0 2 0 -1 1 
9 10 6 0 2 0 3 -l 





图 7-130 ”最 短 距 离 数 组 和 前 驱 数 组 

(6) 插 点 (k=3) 

大 家 一 起 借 顶 点 3 更 新 最 短 距 离 。 谁 可 以 借 顶 点 2 呢 ? 

看 顶点 3 的 入 边 ， 顶 点 0、1、2 都 可 以 借 3 点 ， 更 新 其 到 其 他 顶点 的 最 短 距离 。 

dist[0][1]: distf0][1]=1 < dist[0][3]+dist[3][1]=13， 不 更 新 。 

dist[0][2]: dist[0][2]=10 > dist[0][3]+dist[3][2]=9， 则 更 新 dist[0][2]=9，p[0][2]=3， 如 
图 7-131 所 示 。 

dist[1][0]: distf1][0]=12 > qist[1][3]+dist[3][0]=11,; 则 更 新 dist[1][0]=11,p[1][0]=p[3][0]=2， 
如 图 7-132 所 示 。 








图 7-131 插 点 过 程 (0、2 之 间 插 3 点 ) 图 7-132 插 点 过 程 (1、0 之 间 插 3 点 ) 
dist[1][2]: dist{1][2]=9 > dist[1][3]+dist[3][2]=8,; 则 更 新 dist[1][2]=8%; p[1][2]=3,; 如 图 7-133 
所 示 。 





图 7-133 ” 插 点 过 程 (1、2 之 间 捅 3 点 ) 


异步 社区 lazyren(13059738008) 专 享 请 尊重 版 权 


292 | euiFieax1gA 图 


dist[2][0]: distf2][0]=3 < dist[2][3]+dist[3][0]=15， 丰 更 新 。 
dist[2][1]: dist[2][1]=4 < distf2][3]+dist[3][1]=16， 不 更 新 。 
更 狐 后 的 最 短 距离 数组 和 前 驱 数 组 ， 如 图 7-134 所 示 。 


0 1 9 3 -1 0 3 1 
ll 2 -1 3 1 
dist[i][)]= RE plil[j]= 0 

9 10 6 0 2 





图 7-134 ”最短 距离 数组 和 前 豫 数 组 


(7) 插 点 结束 

dist[][ 数 组 即 为 各 顶点 之 间 的 最 短 距离 ， 如 果 想 找 顶 点 i 到 顶点 j 的 最 短路 入 ， 可 以 根 
据 前 驱 数 组 p[][] 获 得 。 例 如， 求 1 到 2 的 最 短路 径 ， 首 先 谈 取 p[1][2]=3， 说 明 顶 点 2 的 前 
驱 为 3; 继续 向 前 找 ， 读 取 p[1][3]=1， 说 明 3 的 前 驱 为 1， 得 到 1 到 2 的 最 短路 径 为 1 一 3 一 
2。 求 1 到 0 的 最 短路 径 ， 首 先 读 取 p[1][0]=2， 说 明 顶 点 0 的 前 驱 为 2; 继续 向 前 找 ， 读 取 
p[1][2]=3， 说 明 2 的 前 驱 为 3; 继续 问 前 找 ， 读 取 P[1][3]=1， 得 到 1 到 0 的 最 短路 径 为 1 一 3 
一 2 一 0。 

代码 实现 

void Floyd (AMGragh G) // 用 Floyd 算法 求 有 问 网 G 中 各 对 顶点 硅 和 j 之 间 的 最 短路 径 

{ 





int 工 了 vK; 
for (i=0;i<G.vexnum;i++) // 各 对 节点 之 间 初 始 距 离 及 已 知 路 径 
for (j=0;]j<G.vexnum;]J++) 
| 
L1G Bageld] lJ]> 
f (dist[i]{[j]<INF && i!=]) 
[lL] // 如 果 二 和 jj 之 间 有 弧 ， 则 将 的 前 驱 置 为 i 
else p[i][j]= // 如 果 i 和 jj 之 间 无 匆 ， 则 将 j 了 的 前 驱 置 为 -1 
} 
for (k=0; k<G.vexnum; k++) 
for (i=0;1i<G.vexnum; 工 + 十 ) 
for(j=0;j<G.vexnum; 了] 十 十 ) 
if (dist[i] [k]+dist[k][j]<dist[i][j])// 从 i 经 k 到 j 的 一 条 路 径 更 短 
| 
dist[1] [jl=aLst[Ii]IkIratet [kl [ly 77EN alst[il [3] 
p[i] [j]=p[k] [j]; // 更 改 j 的 前 驱 为 k 
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算法 复杂 度 分 析 

(1) 时 间 复 杂 展 

3 层 for 语句 循环 ， 时 间 复 杂 度 为 O(n )。 

(2) 空间 复杂 度 

采用 两 个 辅助 数组 一 一 最 短 距 离 数 组 qist 困 [用 和 前 驱 数 组 p 条 中 ,因此 空间 复杂 度 为 OQ? )。 

尽管 Floyd 算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(n*)， 但 其 代码 简单 ， 对 于 中 等 输入 规模 来 说 ， 仍 然 
相当 有 效 。 如 果 用 Dijkstra 算法 求解 各 个 顶点 之 间 的 最 短路 径 ， 则 需要 以 每 个 顶点 为 源 点 调 
用 一 次 ,一 共 调 用 nn 次， 其 总 的 时 间 复 杂 度 也 为 O0。 特 别 注意 的 是 ，Dijkstra 算法 无 法 处 
理 处 理 带 负 权 值 边 的 图 ，Floyd 算法 可 以 处 理 带 负 权 值 边 的 图 ， 但 是 不 允许 图 中 包含 负 圈 
〈《 权 值 为 负 的 圈 )。 有 兴趣 的 读者 还 可 以 学 习 其 他 两 个 解决 负 权 值 边 的 最 短路 径 算 法 一 一 
Bellman-Ford 和 SPFA 算法 。 


7.4.3 最 小 生成 树 


校园 网 是 为 学 校 师 生 提供 资源 共享 、 信 息 交 流 和 协同 工作 的 计算 机 网 络 ， 是 一 个 宽带 、 
具有 交互 功能 且 专 业 性 很 强 的 局 域 网 络 。 如 果 一 所 学 校 包 括 多 个 专业 学 科 及 部 门 ， 也 可 以 形 
成 多 个 局 域 网 络 ， 并 通过 有 线 或 无 线 方式 连接 起 来 。 原 来 的 网 络 系统 只 局 限于 学 院 、 图 书馆 
为 单位 的 局 域 网 ， 不 能 形成 集中 管理 以 及 各 种 资源 的 共享 ， 个 别 院 校 还 远离 大 学 本 部 ， 这 些 
情况 严重 地 阻 但 了 该 校 的 网 络 化 需求 。 现 在 需要 设计 网 络 电费 布线 ， 将 各 个 单位 连通 起 来 ， 
如 何 设计 布线 使 费用 最 少 呢 ? 

该 问题 用 无 向 连通 图 G=(V, 轧 来 表示 通信 和 网络， 
表示 顶点 集 , E 表示 边 集 。 把 各 个 单位 抽象 为 图 中 
的 顶点 ;顶点 与 顶点 之 间 的 边 ， 表 示 单 位 之 间 的 通 
信和 网 络 ， 边 的 权 值 表示 布线 的 费用 。 如 果 两 个 节点 
没有 连 线 ， 代 表 这 两 个 单位 之 间 不 能 布线 ， 费 用 为 
无 穷 大 ， 如 图 7-135 所 示 。 

那么 我 们 如 何 设计 网 络 电缆 布线 ， 将 各 个 单位 
连通 起 来 ， 并 使 费用 最 少 呢 ? 图 7-135 通信 网 络 

对 于 nn 个 顶点 的 连通 图 , 只 需 n-1 条 边 就 可 以 使 这 个 图 连通 , n-1 条 边 要 想 保证 图 连通 ， 
就 必须 不 含 回 路 ， 所 以 我 们 只 需要 找 出 n 一 1 条 权 值 最 小 且 无 回路 的 边 即 可 。 

需要 说 明 几 个 概念 。 

。 子 图 : 从 原 图 中 选中 一 些 顶 点 和 边 组 成 的 图 ， 称 为 原 图 的 子 图 。 

。 生成 子 图 : 选中 一 些 边 和 所 有 顶点 组 成 的 图 ， 称 为 原 图 的 生成 子 图 。 

。 生成 树 : 如 果 生 成 子 图 恰好 是 一 棵 树 ， 则 称 为 生成 树 。 
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。 最 小 生成 树 : 权 值 之 和 最 小 的 生成 树 ， 则 称 为 最 小 生成 树 。 

本 题 就 是 最 小 生成 树 求解 问题 。 

找 出 2-1 条 权 值 最 小 的 边 很 容易 ， 那 么 怎么 保证 无 回路 呢 ? 

如 条 在 一 个 匈 中 深度 搜索 或 广度 搜索 有 没有 回路 ， 是 一 件 索 重 的 工作 。 有 一 个 很 好 的 办 
法 一 一 集合 避 圈 法 。 在 生成 树 的 过 程 中 ， 我 们 把 已 经 在 生成 树 中 的 节点 看 作 一 个 集合 ， 把 剩 
下 的 节点 看 作为 一 个 集合 ， 从 连接 两 个 集合 的 边 中 选择 一 条 权 值 最 小 的 边 即 可 。 

首先 任 选 一 个 节点 ， 例 如 1 号 节点 ， 把 它 放 在 集合 V 中 ，LE LT， 那么 剩 下 的 节点 即 
[一 U={2, 3, 4, 5, 6, 7}， 天 是 网 的 所 有 顶点 集合 。 如 图 7-136 所 示 。 

现在 只 需 看 看 连接 两 个 集合 (政和 天 CO) 的 边 中 ， 哪 一 条 边 权 值 最 小 ， 把 那 条 权 值 最 小 
的 边关 联 的 节点 加 入 U 集合。 从 图 7-136 可 以 看 出 ， 连 接 两 个 集合 的 3 条 边 中 ，1 一 2 的 边 
权 值 最 小 ， 选 中 它 ， 把 2 号 节点 加 入 过 集合 {1,2}, 三 {3, 4,5, 6,7}。 












































图 7-136 ”最 小 生成 树 求解 过 程 图 7-137 ”最 小 生成 树 求解 过 程 


再 从 连接 两 个 集合 (了 V 和 大 DC) 的 边 中 选择 一 条 权 值 最 小 的 边 。 从 图 7-137 中 可 以 看 出 ， 
连接 两 个 集合 的 4 条 边 中 ， 节 点 2 到 节点 7 的 边 权 值 最 小 ， 选 中 此 条 边 , 把 7 号 节点 加 入 U 
集合 {1,2,7}， 太 Uf3, 4, 5, 61。 

如 此 下 去 ， 直 到 U=V 结 束 ， 选 中 的 边 和 所 有 的 节点 组 成 的 图 束 是 最 小 生成 树 。 

是 不 是 非常 徐 单 ? 

这 就 是 Prim 算法 ， 在 1957 年 由 了 Robert C. Prim 发 现 的 。 那 么 如 何 用 算法 来 实现 呢 ? 

首先 ， 令 {U0}，uoEV，TEB= 人 }。uo 可 以 是 任何 一 个 市 点 ， 因 为 最 小 生成 树 包 含 所 有 
节点 ， 所 以 从 哪个 节点 出 发 都 可 以 得 到 最 小 生成 树 ， 且 不 影响 最 终结 果 。7E 为 选中 的 边 集 。 

然后 ， 做 如 下 贪心 选择 。 

选取 连接 【和 天 U 的 所 有 边 中 的 最 短 边 ， 即 满足 条 件 iEU, je-U， 且 边 (i,j) 是 连 
接 【和 大 过 的 所 有 边 中 的 最 短 边 ， 即 该 边 的 权 值 最 小 。 

最 后 ， 将 顶点 7 了 加 入 集合 U， 边 (i, 疙 加 入 TE。 继 续 上 面 的 贪心 选择 一 直 进 行 到 U=V 
































让 
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为 止 ， 此 时 ， 选 取 到 的 所 有 边 恰 好 构成 图 G 的 一 棵 最 小 生成 树 7。 

算法 步 又 

1) 确定 合适 的 数据 结构 。 设 置 融 权 邻 接 和 矩阵 C 存储 图 G， 如 果 图 G 中 存在 边 (u,v)， 
令 C[u][W] 等 于 边 (u,v) 上 的 权 值 ， 否 则 ，C[y]v]j=<，bool 数组 s[]， 如 来 s[ 直 true， 说 明 顶 
点 i1 已 加 入 集合 U。 

注意 : 这 里 为 了 方便 ， 仅 仅 使 用 一 个 二 维 数组 表示 图 的 邻接 息 阵 ， 输 入 时 直接 输入 顶点 
的 下 标 即 可 《〈 下 标 从 1 开始 )。 


如 图 7-138 所 示 ， 直 观 地 看 图 很 容易 找 出 U AR LU 
集合 到 广 U 集合 的 边 中 哪 条 边 是 最 小 的 ， 但 是 4 
VY 











程序 中 如 果 穷 人 举 这 些 边 ， 再 找 最 小 值 就 太 有 抹 烦 
了 ， 那 怎么 办 呢 ? 

可 以 通过 设置 两 个 数组 巧妙 地 解决 这 个 问 
席 ，closest 思 表示 UU 中 的 项 点 ja 到 集合 U 中 的 m 
最 邻近 点 ,Jowcost 四 表示 大 U 中 的 顶点 j 到 集合 4 
U 中 的 最 邻近 点 的 边 值 ， 即 边 (j，closestlj]) 的 1 
权 值 。 图 7-138 ”最 小 生成 树 求解 过 程 

例如 ， 在 图 7-138 中 ，7 号 节点 到 上 UU 集合 中 的 最 邻近 点 是 2，closest[7]=2， 如 图 7-139 所 
示 。7 号 节点 到 最 邻近 点 2 的 边 值 为 1， 即 边 (2, 7) 的 权 值 ， 记 为 lowcost[7]=1， 如 图 7-140 
所 示 。 




















] 2 3 4 5 6 7 
2 1 | 2 


wea] | | | | 二 | 二 


图 7-139 closest[ 数 组 


] 2 3 4 6 
中 顶 反 
mo rT TT TT 


本 97/ Lees -UU 柴 合 
图 7-140 ”lowcost[] 数 组 


只 需要 在 大 忆 集合 中 找 1owcos 如 ] 值 最 小 的 项 点 即 可 。 

2) 初始 化 。 令 集合 LE=foo}，zms 玉 并 初始 化 数组 closest[]、lTowcost[] 和 s[]。 

3) 在 大志 集合 中 找 lowcost 值 最 小 的 顶点 t， 妈 lowcost[41]=min{lowcost[js 让， 汪 
足 该 公式 的 顶点 上 束 是 集合 U 中 连接 集合 UU 的 最 邻近 点 。 

4) 将 顶点 上 加 入 集合 U。 
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5) 如 果 集 合 矿 UU 为 完 ， 算 法 结束 ， 否 则 ， 转 第 6 步 。 

6) 对 集合 UU 中 的 所 有 顶点 j， 更 狐 其 lowcost[] 和 closest[]。 更 狐 公 式 : 让 (CI 四 < 
lowcost [ 门 ) {lowcost [站 = C [4 []; closest [站 =t;}， 转 第 3 步 。 

按照 上 述 步骤 ， 最 终 可 以 得 到 一 株 权 值 之 和 最 小 的 生成 树 。 

完美 图 解 

设 G= (VE) 是 无 回 连 通 市 权 图 ， 如 图 7-141 所 示 。 

1) 数据 结构 。 设 置地 图 的 帝 权 邻接 矩阵 为 CI ， 即 如 果 从 顶点 i 到 顶点 7 有 边 ， 束 让 
C[[ 放 =<i， 六 的 权 值 ， 否 则 CI 中 =wo 《〈 无 抒 大 )， 如 图 7-142 所 示 。 








0 23 oo oo oo 28 36 
23 8. 20 ‘te. we WW 4 
中 20 o_o 13 oo oo 4 
0 oo 1S oo 3 oo 9 
oo oo oo 3 oo 17 16 
28 oo oo oo 17 oo 25 
36 1 4 9 16 23 oo 
图 7-141 无 向 连通 市 权 图 G 图 7-142 ”邻接 矩阵 C[ ][] 


2) 初始 化 。 假 设 uo=1， 令 集合 [请 由 ， 大 [六 12,3,4, 5 6,71，7TE= 介 ，s[1]=true;， 初始 
化 数组 closest[]: 除了 1 号 和 点 外 其 余 币 点 均 为 1， 表示 天 过 中 的 顶点 到 集合 过 的 最 临近 点 
均 为 1， 如 图 7-143 所 示 。lowcost[]: 1 配方 点 到 VU 中 的 项 点 的 边 值 ， 即 读 取 邻接 矩阵 第 
1 行 ， 如 图 7-144 所 示 。 











] 2 .YY se 0 7 
oe EE 


图 7-143 closest[ 数 组 


] 0 
nd EE bd 


图 7-144 ”lowcost[] 数 组 


初始 化 后 如 图 7-145 所 示 。 
3) 找 最 小 。 在 集合 广 U={2, 3, 4, 5, 6,7} 中 ， 依 照 贪心 策略 寻找 天 也 集 合 中 lowcost 最 
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小 的 项 点 t+， 如 图 7-146 所 示 。 

找到 最 小 值 为 23， 对 应 的 节点 六 2。 

选中 的 边 和 节点 如 图 7-147 所 示 。 

4) 加 入 UU 战队 。 将 顶点 上 加 入 集合 [天仙 L 
2}， 同 时 更 新 产 [ 庆 人 3, 4, 5, 6, 7} 。 

5) 更 狐 。 刚 刚 找到 了 到 U 集合 的 最 邻近 
点 1=2, 那么 对 1 在 集合 天 过 中 每 一 个 邻接 点 
]， 都 可 以 借助 1 更新。 从 图 或 邻接 窍 阵 可 以 看 
出 ，2 号 市 点 的 邻接 点 是 3 和 7 号 节点 : 














图 7-145 最 小 生成 树 求解 过 程 






lowcost|| 





图 7-146 ”lowcost[] 数 组 图 7-147 最 小 生成 树 求解 过 程 








C[2][3]=20<owcosl[3]=oo， 更 新 最 邻近 距离 lowcost[3]=20， 最 邻近 点 closest[3]=2: 
C[2][7]=1<owcosl[7]=36， 更 新 最 邻近 距离 lowcost[7]=1， 最 邻近 点 closest[7]=2: 
更 狐 后 的 closest 四 和 1owcost[ 门 数组 如 图 7-148 和 图 7-149 所 示 。 


] 3 4 S 6 且 
图 7-148 ”closest[ 数 组 


| 2 3 4 5 6 7 
lowcost|| 





图 7-149 ”lowcost[] 数 组 


更 新 后 如 图 7-150 所 示 。 
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图 7-150 ”最 小 生成 树 求解 过 程 


closest[ 四 和 lowcost[ 四 分别 表 示 矿 U 集合 中 顶点 j 到 UU 集合 的 最 邻近 顶点 和 最 邻近 距离 。 
3 号 顶点 到 过 集合 的 最 邻近 点 为 2， 最 邻近 距离 为 20; 4、5 号 顶点 到 过 集合 的 最 邻近 点 仍 
为 初始 化 状态 1， 最 邻近 距离 为 c; 6 号 顶点 到 过 集合 的 最 邻近 点 为 1， 最 邻近 距离 为 28; 
7 号 顶点 到 过 集合 的 最 邻近 点 为 2， 最 邻近 距离 为 1 。 

6) 找 最 小 。 在 集合 天 [天 如 , 4, 5, 6, 7} 中 ， 依 照 贫 心 策 略 寻找 天 已 集合 中 Iowcost 最 小 
的 顶点 t， 如 图 7-151 所 示 。 


lowcost| | 





图 7-151 





找到 最 小 值 为 1， 对 应 的 节点 六 7。 

选中 的 边 季 点 如 图 7-152 所 示 。 

7) 加 入 过 战队 。 将 顶点 上 加 入 集合 [二 人 2， 
7}， 同 时 更 新 太 U={3, 4, 5, 6}。 

8) 更 新 。 刚 刚 找到 了 到 U 集合 的 最 邻近 点 
三 7， 那么 对 t 在 集合 天 过 中 每 一 个 邻接 点 户 都 
可 以 借 上 更 新 。 从 网 或 邻接 矩阵 可 以 看 出 ，7 号 市 
点 在 集合 大 U 中 的 邻接 点 是 3、4、5、6 市 点: 

C[7][3]=4<1owcost[3]=20， 更 新 最 邻近 距离 
lowcost[3]=4， 最 邻近 点 closest[3]=7:; 图 7-152 最 小 生成 树 求 解 过 程 

C[7][4]=9<1owcost[4]= 吕 ， 更 新 最 邻近 距离 lowcost[4]=9， 最 邻近 点 closest[4]=7; 

C[7][5]=16<1iowcost[5]= 吕 ， 更 新 最 邻近 距离 lowcost[5]=16， 最 邻近 点 closest[5]=7; 

C[7][6]=25<1iowcost[6]=28， 更 新 最 邻近 距离 lowcost[6]=25， 最 邻近 点 closest[6]=7。 











异步 社区 lazyren(13059738008) 专 享 请 尊重 版 权 


7.4 ”图 的 应 用 | 299 


更 新 后 的 closest[ 罗 和 Iowcost[ 四 数组 如 图 7-153 和 图 7-154 所 示 。 
1 2 3 4 S 6 7 


图 7-153 closest[ 数 组 


1 4 5 6 7 


2 3 
on | ”| 2 国有 ， 


图 7-154 ”71owcost[] 数 组 


更 新 后 如 图 7-155 所 示 。 

closesf[/] 和 1owcost[ 门 分 别 表 示 [ 产 忆 集合 
顶点 7 到 UU 集合 的 最 邻近 顶点 和 最 邻近 距离 。3 
写 顶 点 到 UU 集合 的 最 邻近 点 为 7， 最 邻近 距离 
为 4; 4 号 顶点 到 UU 集合 的 最 邻近 点 为 7， 最 令 
近 距 离 为 9;5 写 顶 点 到 U 和 集合 的 最 邻近 点 为 7， 
最 邻近 距离 为 16; 6 号 顶点 到 U 集合 的 最 邻近 ¢ 
点 为 7， 最 邻近 距离 为 25。 Dg 和 

9) 找 最 小 。 在 集合 广 U={3, 4, 5, 6} 中 ， 图 7-15$ 最 小 生成 树 求解 过 程 
依照 信心 策略 寻找 帮 U 集合 中 Ilowcost 最 小 的 顶点 上 如 图 7-156 所 示 。 


1 2 3 4 3 6 7 
sie EE 
] 净 


图 7-156 ”lowcost[] 数 组 














找到 最 小 值 为 4， 对 应 的 节点 1=3。 

选中 的 边 和 布点 如 网 7-157 所 示 。 

10) 加 入 过 战 队 。 将 顶点 上 加 入 集合 =f1 2,3,7}， 同 时 更 新 大 避 {4, 5, 6}。 

11) 更 新 。 刚 刚 找 到 了 到 U 集合 的 最 邻近 点 上 =3， 那 么 对 t 在 集合 矿 U 中 每 一 个 邻接 
点 7， 都 可 以 借助 1 更 新。 我 们 从 图 或 邻接 矩阵 可 以 看 出 ，3 号 节点 在 集合 厅 U 中 的 邻接 点 
是 4 号 衣 点 。 

CT3][4]=15>lowcost[4]=9， 不 更 新 。 

closest[ 间 和 lowcost 四 数组 不 改变 。 

更 新 后 如 图 7-158 所 示 。 
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5 


图 7-157 最 小 生成 树 求 解 过 程 图 7-158 ”最 小 生成 树 求解 过 程 








closest[/] 和 1owcost[ 丰 分 别 表 示 大 U 集合 中 顶点 j 到 UU 集合 的 最 邻近 顶点 和 最 邻近 距离 。 
4 号 顶点 到 U 集合 的 最 邻近 点 为 7， 最 邻近 距离 为 9; 5 号 顶点 到 U 集合 的 最 邻近 点 为 7， 
最 邻近 距离 为 16; 6 号 顶点 到 UU 集合 的 最 邻近 点 为 7， 最 邻近 距离 为 25。 

12) 找 最 小 。 在 集合 矿 U={4，5，6} 中 ， 依 照 信 心 策 略 寻 找 矿 U 集合 中 Iowcost 最 小 的 
顶点 t， 如 图 7-159 所 示 。 

找到 最 小 值 为 9， 对 应 的 节点 1=4。 

选中 的 边 和 节点 如 图 7-160 所 示 。 











] 2 4 2 0 7 
人 回国 四 回回 四 加 


图 7-159 ”1owcost[] 数 组 8 图 7-160 最 小 生成 树 求解 过 程 





13) 加 入 战队。 将 顶点 1 加 入 集合 U={1，2，3，4，7}， 同 时 更 新 三 {5，6}。 

14) 更 新 。 刚 刚 找 到 了 到 U 集合 的 最 邻近 点 三 4， 那 么 对 1 在 集合 天 已 中 每 一 个 邻接 点 
7， 都 可 以 借助 1 更 狐 。 从 图 或 邻接 和 矩阵 可 以 看 出 ，4 号 和 点 在 集合 太 U 中 的 邻接 点 是 5 号 

C[4][5]=3<1owcost[5]=16， 更 狐 最 邻近 距离 lowcost[5]=3， 最 邻近 点 closest[5]=4。 

更 新 后 的 closest[ 罗 和 lowcost[ 首 数组 如 图 7-161 和 图 7-162 所 示 。 
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ren| 7 
图 7-161 closest[ 数 组 
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1 2 3 4 5 6 
mt TT 
图 7-162 ”lowcost[] 数 组 


更 新 后 如 图 7-163 所 示 。 

closest[ 首 和 7owcost[ 门 分 别 表示 [ 产 忆 集合 
顶点 7 到 UU 集合 的 最 邻近 顶点 和 最 邻近 距离 。5 
写 顶 点 到 U 集合 的 最 邻近 点 为 4， 最 邻近 距离 
为 3; 6 号 顶点 到 过 集合 的 最 邻近 点 为 7， 最 令 
近 距 离 为 25。 

1$) 找 最 小 。 在 集合 天 [天 人 ，6} 中 ， 依 











照 信心 策略 寻找 矿 U 集合 中 7owcost 最 小 的 项 A A 
太 如 图 7-164 所 不 。 图 7-163 ”最 小 生成 树 求解 过 程 


了 


] 包 3 4 5 6 
eeTT 国 是 


图 7-164 ”lowcost[] 数 组 





找到 最 小 值 为 3， 对 应 的 节点 1=5。 
选中 的 边 和 节点 如 图 7-165 所 示 。 








图 7-165 ”最 小 生成 树 求解 过 程 
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16) 加 入 过 战 队 。 将 顶点 上 加 入 集合 LT 2, 3, 4,5, 7}， 同 时 更 新 产 [{6}。 
17) 更 新 。 刚 刚 找到 了 到 U 集合 的 最 邻近 点 上 =5， 那 么 对 t 在 集合 矿 U 中 每 一 个 邻接 
点 7， 都 可 以 借助 t 更 狐 。 从 图 或 邻接 矩阵 可 以 看 出 ，5 号 市 点 在 集合 天 过 中 的 邻接 点 是 6 











CI[5][6]=17<1iowcost[6]=25， 更 新 最 邻近 距离 lowcost[6]=17， 最 邻近 点 closest[6]=5。 
更 新 后 的 closest 罗 和 1owcost[ 刀 数组 如 图 7-166 和 图 7-167 所 示 。 


] 2 3 4 5 6 7 
qo | | 7| 7 了 4| 国 | > 
图 7-166 ”closest[ 数 组 
1 2 3 4 5 0 7 

3 


mn [ToT eT 


图 7-167 ”lowcost[] 数 组 


更 新 后 如 图 7-168 所 示 。 

closest[ 首 和 lowcost[ 思 分 别 表示 大 U 集合 
中 顶点 了 到 U 集合 的 最 邻近 顶点 和 最 邻近 距 
离 。6 写 顶 点 到 UU 集合 的 最 邻近 点 为 5， 最 令 
近 距 离 为 17。 

18) 找 最 小 。 在 集合 矿 U={6} 中 ， 依 照 
信心 策略 寻找 矿 U 集 合 中 Iowcost 最 小 的 项 点 
tf， 如 图 7-169 所 示 。 

找到 最 小 值 为 17， 对 应 的 末 居 三 6 选中 图 7-168 ”最 小 生成 树 求 解 过 程 
的 边 和 市 点 如 图 7-170 所 示 。 














] 2 3 4 5 6 7 


loweosrl] | 0 | 2 | 4| 9| 3 | :| 


图 7-169 ”1owcost[] 数 组 图 7-170 最 小 生成 树 求解 过 程 








19) 加 入 器 战 队 。 将 顶点 1 加 入 集合 UU= 生 ,2, 3, 4,5, 6, 71， 同 时 更 新 天 [三 介 。 
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20) 更 新 。 刚 刚 找 到 了 到 忌 集 合 的 最 邻近 点 二 6， 那 么 对 上 在 集合 天 过 中 每 一 个 邻接 点 
j， 都 可 以 借 t 更 狐 。 从 图 7-170 可 以 看 出 ，6 号 节点 在 集合 产 辟 中 无 邻接 点 ， 因 为 天 [三 全。 
closesl[7/] 和 1owcost 思 数组 如 图 7-171 和 图 7-172 所 示 。 


1 2 3 4 5 6 7 


图 7-171 closest[ 数 组 








1 2 3 4 5 6 7 
wos | 0 | #3 4 9)3 ol 
图 7-172 ”1owcost[] 数 组 
得 到 的 最 小 生成 树 如 图 7-173 所 示 。 








a ei 





图 7-173 最 小 生成 树 





最 小 生成 树 权 值 之 和 为 57， 即 把 lowcost[] 数 组 中 的 值 加 起 来 。 
代码 实现 


void Prim(int n, int uO0, int cIN] [N|]) 
{ // 顶 点 个 数 n、 开 始 顶 点 u0、 带 权 邻 接 和 矩阵 c[n] [n] 
/ /如果 s [i]=true, 说明 顶 皮 i 已 加 入 最 小 生成 树 
// 的 项 点 集合 U; 盏 则 顶点 i 属于 集合 V-U 
// 将 最 后 的 相关 的 最 小 权 值 传递 到 数组 lowcost 
s [u0]=true; // 初 始 时 ， 集 合 中 U 只 有 一 个 元 素 ， 即 项 点 u0 


int 1 工 ， 














Tit J: 
for (i=1; i<=n; i++) / /初始 化 
{ 

ijf(i!=u0) 

{ 
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lowcost[i]=c[u0] [il; 
closest[i|]=u0; 
s[i]=false; 
} 
else 
Jowcost [ 工 ]=0 ; 
fT 
{ 
int temp=INF; 
int t=u0; 
for (j=1; j<=n; j++) //@ 在 集合 中 V-U 中 寻找 距离 集合 U 最 近 的 顶点 上 
{ 
1If((!SLI]])g&&(LIowcost[]]<temp) ) 
| 








Es 
temp=lowcost[j]，; 


} 


if (t==u0) 
break; // 找 不 到 七 ， 跳 出 循环 
st] se / /否则 ， 将 tt 加 入 集合 U 


for (j=1; j<=n; j++)  // 则 更 新 lowcost 和 closest 
ee 
{ 
Towedstl1 j= 人 Ed 二 
closest[]j]=t; 


} 


算法 复杂 度 分 析 

(1) 时 间 复 杂 虔 

在 Prim(int n, intu0, int c[IN][ND) 算 法 中 ,一 共有 4 个 for 语句， 第 也 个 for 语句 的 执行 次 
数 为 n， 第 书 个 for 语句 里 面 舱 套 了 两 个 for 语句 、， 它 们 的 执行 次 数 均 为 n， 对 算法 的 
运行 时 间 页 献 最 大 。 当 外 层 循 环 标号 为 1 时，(3)、 世 语句 在 内 层 循环 的 控制 下 均 执 行 n 次 ， 
外 层 循环 包 从 1~n， 因 此 ， 该 语句 的 执行 次 数 为 nXn= nr ， 算 法 的 时 间 复 杂 上 度 为 O01? )。 

(2) 空间 复杂 上 度 

算法 所 需要 的 辅助 空间 包 合 六 广 1owcos 由 ]、cioses 由 、s， 算 法 的 空间 复杂 度 是 O(n)。 
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7.4.4 最 小 生成 树 


构造 最 小 生成 树 还 有 一 种 算法 一 一 Kruskal 算法 : 设 G=(V,E) 是 无 回 连 通 带 权 图 , 大刀， 
2，…, nn}; 设 最 小 生成 树 T= 《V7TE), 该 树 的 初始 状态 为 只 有 nn 个 顶点 而 无 边 的 非 连通 图 六 
CJ， 位)，Kruskal 算法 将 这 nn 个 顶点 看 成 是 nn 个 孤立 的 连通 分 支 。 它 首先 将 所 有 的 边 按 权 值 
从 小 到 大 排序 ， 然 后 只 要 了 中 选中 的 边 数 不 到 n-1， 就 做 如 下 的 贪心 选择 : 在 边 集中 选取 
权 值 最 小 的 边 (i, 让， 如 果 将 边 (i, 7 加 入 集合 7TE 中 不 产生 回路 ( 圈 )， 则 将 边 (i, 7 加 入 
边 集 TE 中 ， 即 用 边 (i, 站 将 这 两 个 连通 分 文 合 并 连接 成 一 个 连通 分 文 ; 否则 继续 选择 下 一 
条 最 短 边 。 把 边 (i, j) 从 集合 E 中 删 去 。 继 续 上 面 的 贪心 选择 ， 直 到 7 中 所 有 顶点 都 在 同 
一 个 连通 分 支 上 为 止 。 此 时 ， 选 取 到 的 n-1 条 边 恰好 构成 G 的 一 棵 最 小 生成 树 7。 

那么 ， 怎 样 判断 加 入 某 条 边 后 图 7 会 不 会 出 现 回路 呢 ? 

该 算法 对 于 手工 计算 十 分 方便 , 因为 用 肉眼 可 以 很 容易 看 到 挑选 哪些 边 能 够 避免 构成 回 
路 〈 避 疾 法 )， 但 使 用 计算 机 程序 来 实现 时 ， 还 需要 一 种 机 制 来 进行 判断 。Kruskal 算法 用 了 
一 个 非常 聪明 的 方法 ， 即 集合 避 圈 : 如 果 所 选择 加 入 的 边 的 起 点 和 终点 都 在 7 的 集合 中 ， 那 
么 束 可 以 断定 一 定 会 形成 回路 ( 阅 )。 其 实 束 是 我 们 前 和 面 提 到 的 “ 避 圈 法 ” 边 的 两 个 节点 不 
能 属于 同一 集合 。 

算法 步骤 

1) 人 初始化。 将 图 G 的 边 集 已 中 的 所 有 边 按 权 值 从 小 到 大 排序 ， 边 集 TE={ }， 把 每 个 项 
点 都 初始 化 为 一 个 孤立 的 分 文 ， 即 一 个 顶点 对 应 一 个 集合 。 

2) 在 EE 中 寻找 权 值 最 小 的 边 (i, 让。 

3) 如 果 顶 点 和 7 位 于 两 个 不 同 连 通 分 文 ， 则 将 边 (i,， 站 加 入 边 集 TE， 并 执行 合并 操 





—kruskal 







































































作 ， 将 两 个 连通 分 支 进 行 合 3 
4) 将 边 (i, 记 从 集合 EE 中 删 去 ， 即 Ep-{ (i, 站) }。 
5) 如 果 选 取 边 数 小 于 n-1， 转 第 2 步 ; 否则 ， 算 法 结 
束 ， 生 成 最 小 生成 树 7。 
完美 图 解 


设 G=( 妃 是 无 问 连 通融 权 图 ， 如 图 7-174 所 示 。 
1) 初始 化 。 将 图 G 的 边 集中 的 所 有 边 按 权 值 从 小 
到 大 排序 ， 如 图 7-175 所 示 。 图 7-174 ”无 向 连通 带 权 图 G 
边 集 初始 化 为 空 集 ，TE={ }， 把 每 个 节点 都 初始 化 为 
一 个 孤立 的 分 文 ， 即 一 个 顶点 对 应 一 个 集合 ， 集 合 号 为 该 节点 的 序号 ， 如 图 7-176 所 示 。 
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萌 悦 3 
QQ) @) 
1 了 4 
(CD (7) (出 
(OO™ Sa 
图 7-175” 按 边 权 值 排 序 后 的 图 G 图 7-176 ”每 个 节点 初始 化 集合 号 





2) 找 最 小 。 在 E 中 寻找 权 值 最 小 的 边 e1(2, 7)， 边 值 为 1。 

3) 合并 。 市 尽 2 和 市 皮 7 的 集合 号 不 同 ， 即 属于 两 个 不 同 连通 分 文 ， 则 将 边 〈2, 7) 加 
入 边 集 7 五 ， 执 行 合并 操作 《〈 将 两 个 连通 分 文 所 有 节 氮 合并 为 一 个 集合 ) 假设 把 小 的 集合 号 
赋值 给 大 的 集合 号 ， 那 么 7 号 节点 的 集合 号 也 改 为 2， 如 图 7-177 所 示 。 

4) 找 最 小 。 在 E 中 寻找 权 值 最 小 的 边 ez(4, 5)， 边 值 为 3。 

5) 合并 。 节 上 扣 4 和 市 友 5 集合 号 不 同 ， 即 属于 两 个 不 同 连通 分 文 ， 则 将 边 《〈4, 5) 加 入 
边 集 7 五 ， 执 行 合并 操作 将 两 个 连通 分 文 所 有 节点 合并 为 一 个 集合 ;假设 我 们 把 小 的 集合 号 
赋值 给 大 的 集合 号 ， 那 么 5 号 市 点 的 集合 写 也 改 为 4， 如 图 7-178 所 示 。 

6) 找 最 小 。 在 EE 中 寻找 权 值 最 小 的 边 es3(3, 7)， 边 值 为 4。 
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图 7-177 最 小 生成 树 求解 过 程 图 7-178 ”最 小 生成 树 求解 过 程 














7) 合并 。 市 皮 3 和 市 点 7 集合 写 不 同 ， 即 属于 两 个 不 同 连 通 分 支 ， 则 将 边 (3, 7) 加 入 边 
集 7 五 ， 执 行 合并 操作 将 两 个 连通 分 文 所 有 布点 合并 为 一 个 集合 ; 假设 我 们 把 小 的 集合 写 赋 
值 给 大 的 集合 号 ， 那 么 3 号 节点 的 集合 号 也 改 为 2， 如 几 7-179 所 示 。 

8) 找 最 小 。 在 中 寻找 权 值 最 小 的 边 es(4, 7)， 边 值 为 9。 

9) 合并 。 节 点 4 和 节点 7 集合 与 不 同 ， 即 属于 两 个 不 同 连通 分 广 ， 则 将 边 (4, 7) 加 入 边 
集 TE， 执 行 合 并 操作 将 两 个 连通 分 文 所 有 市 点 合并 为 一 个 集合 ; 假设 我 们 把 小 的 集合 写 赋 
值 给 大 的 集合 号 ， 那 么 4、5 写 节 点 的 集合 号 虱 改 为 2， 如 图 7-180 所 示 。 

10) 找 最 小 。 在 E 中 寻找 权 值 最 小 的 边 es(3, 4)， 边 值 为 15。 

11) 合并 。 节 后 3 和 市 皮 4 集 合 写 相同 ， 属 于 同一 连通 分 广 ， 人 不 能 选择 ， 耕 则 会 形成 
回路 。 
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图 7-179 ”最 小 生成 树 求解 过 程 图 7-180 ”最 小 生成 树 求解 过 程 











12) 找 最 小 。 在 E 中 寻找 权 值 最 小 的 边 ee(5, 7)， 边 值 为 16。 

13) 合并 。 闻 点 5 和 节点 7 集合 号 相同 ， 属 于 同一 连通 分 文 ， 不 能 选择 ， 人 否则 会 形成 
回路 。 

14) 找 最 小 。 在 互 中 寻找 权 值 最 小 的 边 er($3, 6)， 边 值 为 17。 

15) 合并 。 市 点 5 和 布点 6 集合 号 不 同 ， 即 属于 两 个 不 同和 连通 分 文 ， 则 将 边 (5, 0) 加 入 边 
集 TE， 执行 合并 操作 将 两 个 连通 分 文 所 有 节点 合并 为 一 个 集合 ; 假设 我 们 把 小 的 集合 号 赋 
值 给 大 的 集合 号 ， 那 么 6 号 节点 的 集合 号 都 改 为 2， 如 图 7-181 所 示 。 

16) 找 最 小 。 在 EE 中 寻找 权 值 最 小 的 边 es(2, 3)， 边 值 为 20。 

17) 合并 。 市 点 2 和 节点 3 集合 号 相同 ， 属 于 同一 连通 分 文 ， 不 能 选择 ， 人 否则 会 形成 
回路 。 

18) 找 最 小 。 在 E 中 寻找 权 值 最 小 的 边 eo(1, 2)， 边 值 为 23。 

19) 合并 。 市 点 1 和 节点 2 集合 号 不 同 ， 即 属于 两 个 不 同 连 通 分 文 ， 则 将 边 (1, 2) 加 入 边 
集 TZ， 执 行 合 并 操作 将 两 个 连通 分 文 所 有 节点 合并 为 一 个 集合 ; 假设 我 们 把 小 的 集合 号 赋 
值 给 大 的 集合 号， 那么 2、3、4、5、6、7 号 节点 的 集合 号 都 改 为 1， 如 图 7-182 所 示 。 

20) 选中 的 各 边 和 所 有 的 顶点 束 是 最 小 生成 树 ， 各 边 权 值 之 和 束 是 最 小 生成 树 的 代价 。 































































































图 7-181 最 小 生成 树 求解 过 程 图 7-182 最 小 生成 树 


代码 实现 
int Merge (int a int b) 
{ 

int p=nodesetl[al]; 


int gq=nodeset [bl]; 
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if (P==G) return 0; 
for (int i=1;i<=n;i++) // 检 查 所 有 节点 ， 把 集合 号 是 gq 的 改 为 p 
{ 
if (nodeset[i]==9g) 
nodeset [i]=p;//a 的 集合 号 赋值 给 b 集合 号 











} 


return 1; 


} 


int Kruskal (int n) 
{ 
int ans=0; 
for(int i=0;1i<m;1++) 
if(Merge (e[1I].u el[i].v)) 
{ 
ans+=e[i].w; 
了 一 一 7 
if (n==1) 
return ans; 


} 


return 0， 


} 


算法 复杂 度 分 析 

(1) 时 间 复 杂 度 

算法 中 ， 需 要 对 边 进行 排序 ， 知 使 用 快速 排序 ， 执 行 次 数 为 eloge， 算 法 的 时 间 复 杂 度 
为 O(eloge)。 而 合并 集合 需要 n-1 次 合并 ， 每 次 为 O(n)， 合 并 集合 的 时 间 复 杂 度 为 Oo)。 
如 果 使 用 并 查 集 可 以 优化 合并 集合 的 时 间 ( 并 查 集 将 在 10.1 市 中 进行 讲解 )。 总 的 时 间 复 区 
度 为 O(eloge)。 

(2) 空间 复杂 度 

算法 所 需要 的 辅助 空间 包含 集合 号 数组 nodeset[n]， 则 算法 的 空间 复杂 上 度 是 O(n)。 


7.4.5 ”拓扑 排序 


一 个 无 环 的 有 问 图 称 为 有 辣 无 环 图 (Directed Acycline Graph，DAG )。 

有 问 无 环 图 是 描述 一 个 工程 、 计 划 、 和 生产 、 系 统 每 流程 的 有 效 工 上 其。 一 个 大 工程 可 分 为 
若干 个 子 工程 (活动 )， 活 动 之 间 通常 有 一 定 的 约束 ， 例 如 先 做 什么 活动 、 后 做 什么 活动 。 

用 顶点 表示 活动 ， 用 弧 表 示 活 动 之 间 的 优先 关系 的 有 问 图 ， 称 为 项 点 表示 活动 的 网 
(Activity On Vertex Network)， 人 简称 AOV 网 。 

在 AOV 网 中 ， 奎 从 顶点 i 到 顶点 j 之 间 存 在 一 条 有 问 路 人 径 ， 称 顶点 i 是 项 点 j 的 前 驱 ， 
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或 者 称 顶 点 j 是 项 皮 i 的 后 继 。 夺 <i, 六 是 图 中 的 弧 ， 则 称 顶 点 i 是 项 扣 j 的 直接 前 驱 ， 顶 点 
j 是 项 点 i 的 下 接 后 驱 。 

AOV 网 中 的 弧 表 示 活 动 之 间 存 在 的 制约 关系 。 例如 , 计算 机 专业 的 学 生 必须 完成 一 系 
列 规定 的 基础 诗 和 专业 诛 才 能 毕业 。 学 生 投 照 怎样 的 顺序 来 学 习 这 些 读 程 呢 ? 这 个 问题 可 
以 被 看 成 一 个 大 的 工程 , 其 活动 就 是 学 习 每 一 门 读 程 。 这 坚 诛 程 的 名 称 与 相应 代号 如 表 7-2 
所 示 。 














表 7-2 图 的 4 种 存储 方法 比较 


课程 编号 先 修 课程 

















CGC 高 等 数学 无 

如 果 用 项 点 表示 课程 ， 弧 表示 先 修 关系 ， 若 课程 i 是 课程 
的 先 修 课程 ， 则 用 弧 <i， 记 表示， 课程 之 间 的 关系 如 图 7-183 。 (Ca CC 
所 未。 < 

AOV 网 中 是 不 允许 有 环 的 ， 否 则 会 出 现 自己 是 自己 的 前 
驱 ， 陷 入 死 循 环 。 怎 么 判断 AOV 网 中 是 否 有 环 呢 ? 一 个 检测 。 《Ga C2) 
的 办 法 是 对 有 向 图 的 顶点 进行 拓扑 排序 。 如 果 AOV 网 中 所 有 I 
的 顶点 都 在 拓扑 序列 中 ， 则 AOV 网 中 必定 无 环 。 

拓扑 排序 是 指 将 AOV 网 中 的 项 点 排 成 一 个 线性 序列 ,该 。 (C9 人 
序列 必须 满足 ， 若 从 顶点 i 到 顶点 有 一 条 路 径 ， 则 该 序列 中 图 7-183 课程 之 间 关 系 
顶点 i 一 定 在 顶点 j 之 前 。 

如 果 进 行 拓扑 排序 呢 ? 

拓扑 排序 的 基本 思想 如 下 。 

1) 选择 一 个 无 前 驱 的 顶点 并 输出 。 

2) 从 图 中 删除 该 项 点 和 该 项 点 的 所 有 发 出 边 。 

3) 重复 第 1 步 和 第 2 步 ， 直 到 不 存在 无 前 驱 的 顶点 。 

4) 如 果 输 出 的 顶点 数 小 于 AOV 网 中 的 顶点 数 ， 则 说 明 网 中 有 环 ， 否 则 输出 的 序列 即 拓 
扑 序列 。 





拓扑 排序 并 不 是 唯一 的 ， 例 如 ， 在 图 7-184 中 ， 顶 点 Co 和 Cs 都 无 前 驱 ， 先 输出 哪 一 个 
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都 可 以 ， 如 果 先 输出 Co， 则 删除 Co 和 Co 的 所 有 发 出 边 ， 如 网 7-184 〈a) 所 示 。 此 时 Cs 和 
Cs 都 无 前 驱 ， 如 果 输 出 C;， 则 删除 Cs 和 Cs 的 所 有 发 出 边 ， 如 网 7-184 (b〉 所 示 。 此 时 Cs 
和 C3 部 无 前 驱 ， 如 果 输 出 C3， 则 删除 Cs 和 Cs 的 所 有 友 出 边 ， 如 图 7-184《〈c) 所 示 。 此 时 
C2? 无 前 驱 ， 如 条 输出 C,， 则 删除 Cs 和 Cs 的 所 有 友 出 边 ， 如 图 7-184 (d) 所 示 。 此 时 Ci 和 
C4 都 无 前 继 ， 输 出 并 删除 即 可 。 


(a) 删除 Co 之 后 (b) 删除 C5 之 后 (c) 删除 C3 之 后 〈d) 删除 C2 之 后 
图 7-184 拓扑 排序 过 程 


拓扑 序列 为 : Co Cs C3 (>， C1, Cao 
上 述 的 摘 述 过 程 中 有 删除 顶点 和 边 的 操作 ， 实 际 上 ， 完 全 没 必 要 真 的 删除 顶点 和 边 。 可 








以 将 没有 前 张 的 顶点 《入 度 为 0) 暂 存 到 栈 中 ， 输 出 时 出 栈 即 表示 删除 。 in 
其 邻接 点 的 入 度 减 1 即 可 。 例 如 在 图 中 ， 删 除 Co 的 所 有 发 出 边 ， 相 当 于 将 C3、 Ci 顶点 


的 入 度 减 1， 如 图 7-185 所 示 。 


入 度 0(G (CD 入 度 2 
入 度 2《@ C2》 入 度 ! 入 度 1(@ 
入 度 0 CC (CY 入 度 3 入 度 0 


(a) AOV 网 (b) 删除 C1 之 后 


图 7-185 ”拓扑 排序 (删除 顶点 和 边 ) 





算法 步骤 

1) 求 出 各 顶点 的 入 度 ， 存 入 数组 加 degree[] 中 ， 并 将 入 上 度 为 0 的 顶点 入 栈 S。 
2) 如 果 栈 不 宇 ， 则 重复 执行 以 下 操作 : 

e 栈 顶 元 素 出 栈 ， 并 保存 到 拓扑 序列 数组 1opo[] 中 
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。 顶点 i 的 所 有 邻接 点 入 度 减 1， 如 来 减 1 后 入 度 为 0， 立 即 入 栈 $。 
3) 如 来 输出 的 项 点 数 小 于 AOV 网 中 的 顶点 数 ， 则 说 明 网 中 有 环 ， 人 否则 笨 出 拓扑 序列 。 
完美 图 解 


例如 ， 一 个 AOV 网 如 图 7-186 所 示 ， 其 拓扑 排序 的 过 程 如 下 。 





图 7-186 AOYV 网 














因为 删除 顶点 守 时 ， 要 将 项 氮 守 的 所 有 邻接 点 入 度 减 1， 访 问 一 个 项 点 的 所 有 邻接 点 ， 
使 用 邻接 表 存 储 需 要 时 间 复 杂 度 为 该 项 点 的 度 ， 邻 接 算 阵 需 要 O(n)， 因 此 采用 邻接 表 存 储 ， 


如 图 7-187 所 示 。 





图 7-187 ”邻接 表 








邻接 表 访 问 邻 接点 容易 ， 计 算 入 度 难 ， 因 此 为 了 计算 顶点 的 入 度 ， 在 创建 邻接 表 的 同 
时 ， 再 创建 一 个 道 邻接 表 ， 根 据 道 邻接 表 轻 松 计算 各 顶点 的 入 度 。 读 者 可 以 动手 试 一 试 
画 出 图 7-186 所 示 的 逆 邻 接 表 ， 计 算 各 顶点 的 入 度 。 或 者 输入 按时 ， 直 接 计 算 入 队 ， 例 如 
输入 边 12， 则 令 indegree[2]++。 
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1) 求 出 各 顶点 的 入 度 〈 允 历 逆 邻接 表 即 可 )， 存 入 数组 ideegree[] 中 ， 并 将 入 度 为 0 的 
顶点 入 栈 S， 如 图 7-188 所 示 。 





0 ] 2 3 4 S 
moe [oT 2 Tr Ta Ts To 
图 7-188 ”入 度数 组 和 栈 
2) 栈 顶 元 素 $ 出 栈 ， 并 保存 到 拓扑 序列 数组 topo[] 中 ， 如 图 7-189 所 示 。 


0 ] 2 治 二 9 


wns TTT 


图 7-189 ”拓扑 序列 数组 


顶点 5 的 所 有 邻接 点 〈C4、C3， 邻 接 表 为 逆序 ) 入 度 减 1， 如 果 减 1 后 入 度 为 0， 立即 
入 栈 S， 如 图 7-190 所 示 。 








0 1 2 3 4 9 


mo oT TT TT 


图 7-190 ”入 度数 组 和 栈 
3) 栈 顶 元 素 0 出 栈 ， 并 保存 到 拓扑 序列 数组 topo[] 中 ， 如 图 7-191 所 示 。 


0 ] 2 3 二 5 
3 


“was | 


图 7-191 拓扑 序列 数组 
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顶点 0 的 所 有 邻接 点 (C3、C,，、C1) 入 度 减 1， 如 果 减 1 后 入 度 为 0， 立 即 入 栈 S， 如 
图 7-192 所 示 。 


0 i 和 半 53 
moe oT To To Ta To 

图 7-192 入 度数 组 和 栈 
4) 栈 顶 元 素 2 出 栈 ， 并 保存 到 拓扑 序列 数组 topo[] 中 ， 如 图 7-193 所 示 。 


0 ] 2 总 二 3 


wa [s To TT TT 


图 7-193 ”拓扑 序列 数组 





顶点 2 的 所 有 邻接 点 (CG4、C1) 入 度 减 1， 如果 减 1 后 入 度 为 0, 立即 入 栈 S$S， 如 图 7-194 
所 示 。 


0 ] 训 加 于 9 


man [oo To oT Te 


图 7-194 入 度数 组 和 栈 
5) 栈 顶 元 素 1 出 栈 ， 并 保存 到 拓扑 序列 数组 topo[] 中 ， 如 图 7-195 所 示 。 


0 ] 2 二 9 


ws ol | 


图 7-195 拓扑 序列 数组 
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顶点 1 没有 邻接 点 ， 什 么 也 不 做 ， 栈 如 网 7-196 所 示 。 


0 1 2 3 4 
1 


meee To To oT To 


图 7-196 ”入 度数 组 和 栈 
6) 栈 顶 元 素 3 出 栈 ， 并 保存 到 拓扑 序列 数组 topo[] 中 ， 如 图 7-197 所 示 。 
0 ] 2 3 4 . 
wa[sToT2 TTT 


图 7-197 拓扑 序列 数组 





顶点 3 的 邻接 后 C4 入 度 减 1， 减 1 后 入 度 为 0， 立 即 入 栈 S， 如 图 7-198 所 示 。 


0 1 2 4 5 


woo Lo To To To To To 


图 7-198 ”入 度数 组 和 栈 
7) 栈 项 元 素 4 出 栈 ， 并 保存 到 拓扑 序列 数组 topo[] 中 ， 如 图 7-199 所 示 。 
0 ] 2 3 二 9 
wn[sTo TT TT 
图 7-199 ”拓扑 序列 数组 


顶点 4 的 没有 邻接 点 什么 也 不 做 。 
8) 栈 空 ， 算 法 停止 。 输 出 顶点 个 数 等 于 AOV 网 中 的 顶点 个 数 ， 输 出 拓扑 排序 序列 ， 如 
图 7-200 所 示 。 
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0 ] 2 3 4 5 
woos | "| 2 | 1 4 
图 7-200 ”拓扑 序列 数组 


代码 实现 
Bool Tovolooicalesort Leragoh € ,Tm toperT] 77 所 
{ 
// 有 问 图 G 采用 邻接 表 存 储 结 构 
// 阁 GC 无 回路 ， 则 生成 G 的 一 个 拓扑 序列 topo[] ， 并 返回 true， 否 则 false 
jnt i,m; 
stackzint>s. / /初始 化 一 个 栈 S， 需 要 引入 头 文 件 #include<stack> 
FindInDegree (G); /7/ 求 出 各 顶点 的 入 度 存 入 数组 indqegree[] 中 
for(i=0;1i<G.vexnum;1++) 
if(!indegree[i]l)// 入 度 为 0 者 进 栈 
S.push (i); 
m0 // 对 输出 顶点 计数 ， 初 始 为 0 
while(!Ss.empty())// 材 s 非 空 
{ 





1 // 取 栈 顶 项 点 i 

So // 栈 顶 顶 点 i 出 栈 
topo[m]=i; // 将 i 保存 在 拓扑 序列 数组 topo 中 
m 二 十， // 对 输出 项 点 计数 


AdjNode *p=G.Vex[i] .first; ”//p 指 问 i 的 第 一 个 邻接 点 
while (p) //i 的 所 有 邻接 点 入 度 减 1 
{ 





有 攻关 //k 为 i 的 邻接 点 
--indegreel[k]; //i 的 每 个 邻接 点 的 入 度 减 1 
Ff (indeoreelk]|==0) // 若 入 度 减 为 0， 则 入 栈 
S.push (k); 

p=p->next; //P 指 问 项 点 1 的 下 一 个 邻接 节点 


} 

1 

if (m<G.vexnum) // 该 有 问 图 有 回路 
return false; 

else 
return true; 


} 


算法 复杂 度 分 析 

(1) 时 间 复 杂 撒 

求 有 问 图 中 各 顶点 的 入 度 需 要 亿 历 邻接 表 , 算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(e)。 度数 为 0 的 顶点 
入 栈 的 时 间 复 杂 度 为 O(n)， 奉 有 问 图 无 环 ， 每 个 顶点 出 栈 后 其 邻接 点 入 度 减 1， 时 间 复 杂 度 
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为 O(e)。 忌 的 时 间 复 杂 上 度 为 O(nte)。 
(2) 空间 复杂 度 
算法 所 需要 的 辅助 空间 包含 入 上 度数 组 indegree[]、 拓 扑 序 列 数 组 topo[]、 栈 S， 则 算法 的 


空间 复杂 上 度 是 O(n)。 
7.4.6 ”天 键 路 径 


AOV 网 可 以 反映 活动 之 间 的 先后 制约 关系 ， 但 在 实际 工程 中 ， 有 时 活动 不 仅 有 先后 顺 
序 ， 还 有 持续 时 间 ， 即 必须 经 过 多 长 时 间 访 活动 才 可 以 完成 。 这 时 需要 另外 一 种 网 络 一 一 
AOE (Activity On Edge) 网 ， 即 边 表示 活动 的 网 。AOE 网 是 一 个 市 权 的 有 有 问 无 环 图 ， 顶 点 
表示 事件 ， 弧 表示 活动 ， 弧 上 的 权 值 表示 
活动 持续 的 时 间 。 

例如 ， 有 一 个 包含 6 个 事件 、8 个 活 
动 的 工程 ， 如 图 7-201 所 示 。Vo、V5 分 别 
代表 工程 的 开始 ( 源 点 ) 和 结束 ( 汇 点 )， 
ao、 2 完成 后 , Vi 才 可 以 开始 , Vi 完成 后 ， 
q3、Q4 才 可 以 开始 。 




















在 实际 工程 应 用 中 , 通常 需要 解决 两 图 7-201 AOE 网 
个 问题 : 








1) 估算 完成 整个 工程 至 少 需要 多 少时 间 : 

2) 判断 哪些 活动 是 关键 活动 ， 即 如 果 该 活动 耽搁 会 影响 整个 工程 进度 。 

在 AOE 网 中 ， 从 源 点 到 汇 点 的 带 权 路 径 长 度 最 大 的 路 径 称 为 天 键 路 径 ， 关 键 路 径 上 的 
活动 称 为 天 键 活动 。 

如 何 确定 天 键 路 径 呢 ? 

首先 要 清楚 4 个 问题 : 事件 的 最 早 发 生 时 间 、 最 述 发 生 时 间 ， 活 动 的 最 早 发 生 时 间 、 最 
述 发 生 时 间 。 

(1) 事件 Vi 的 最 早 发 生 时 间 ve 

事件 Vi 的 最 早 发 生 时 间 是 从 源 挟 到 Vi 的 最 大 路 径 长 度 。 很 多 人 不 理解 ， 为 什么 最 早 发 
生 时 间 是 最 大 路 径 长 度 ? 举例 说 明 ， 小 明 妈 妈 一 边 炒 沫 ， 一 边 获 融 ， 炒 菜 需 要 20 分 钟 ， 效 
融 需 要 30 分 钟 ， 最 早 什么 时 间 开 饭 ? 肯定 是 最 长 的 时 间 啊 。 

因为 进入 事件 V; 的 所 有 入 边 活动 部 已 完成 ，Vi 才 可 以 开始 ， 因 此 可 以 根据 事件 的 拓扑 
顺序 从 源 点 同 汇 点 递 推 ， 求 解 事件 的 最 早 发 生 事件 。 

初始 化 源 点 的 最 早 发 生 时 间 为 0， 即 ve[0]=0。 

Vi 的 最 早 发 生 时 间 考 查 入 边 ， 取 弧 尾 ve+ 入 边 权 值 的 最 大 值 ， 如 图 7-202 所 示 。 
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其 中 ,7 为 以 Vi 为 弧 头 的 弧 集 合 ， 即 Vj 的 入 边 集合 
例如 ， 一 个 AOE 网 中 ， 已 经 求 出 Vi、V、V4 这 3 个 顶点 的 ve 值 ， 求 Vs 的 ve 值 。 如 
图 7-203 所 示 。 





图 7-202 求 ve 值 (考查 入 边 ) 图 7-203 求 Vs; 的 ve 值 (考查 Vj; 的 入 边 ) 


velil=max {velk]+wn}, <Vi,V> ET ve[S5|=max{ve[ll|]+S5, ve[l2|]+3， vel[l4|]+1}=9 


(2) 事件 V; 的 最 迟 发 生 时 间 v1 四 

事件 V; 的 最 迟 发 生 时 间 不 能 影响 其 所 有 后 继 的 最 迟 发 生 时 间 。V; 的 最 迟 发 生 时 间 不 能 
大 于 其 后 继 Vx 的 最 迟 发 生 时 间 减 去 活动 <Vi V 寡 的 持续 时 间 。 

因此 可 以 根据 事件 的 逆 拓 扑 顺 序 从 汇 点 回 源 点 递 推 ， 求 解 事件 的 最 迟 发 生 事件 。 

初始 化 汇 点 的 最 迟 发 生 时 间 为 汇 点 的 最 早 发 生 时 间 ， 即 w[z 一 1]=ve[z 一 ]。 

Vi 的 最 述 发 生 时 间 考 查 出 边 ， 取 弧 头 v 太 出 边 权 值 的 最 小 值 ， 如 图 7-204 所 示 。 

其 中 ，7 为 以 Vi 为 弧 尾 的 弧 集合 ， 即 V; 的 出 边 集合 

例如 ， 一 个 AOE 网 中 ， 己 经 求 出 Vs、Ve 两 个 顶点 的 vw 值 ， 求 V3 的 vi 值 ， 如 图 7-205 




















所 示 。 
@ Wp (vs) vI[5]=20 
局 70 全 Ae 
图 7-204 求 v1 值 (考查 出 边 ) 图 7-205 求 V3 的 v1 值 (考查 V; 的 出 边 ) 
viIlil=min {vilk|-wa}, <Vir, VET vi[3]=min{v/[S]—7,， vi[6|] ~—10}=6 








(3) 活动 wu=<V V 户 的 最 早 发 生 时 间 e[ 

只 要 事件 V 发 生 了 ， 活 动 必 瓯 可 以 开始 ， 因 此 活动 a; 的 最 早 发 生 时 间 等 于 事件 Vj 的 最 
时 发生 时 间 。 

即 的 最 早 友 生 时 间 为 其 弧 头 的 最 时 发 生 时 间 ， 如 图 7-206 所 示 。 

eli|=vel)| 
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例如 ， 一 个 AOE 网 中 ， 已 经 求 出 V3 顶点 的 ve 值 ， 求 由 的 e 值 。 如 图 7-207 所 示 。 
弧 尾 弧 尾 =7 
©@——© BG——® “0 
图 7-206 求 e 值 ( 弧 尾 的 ve 值 ) 图 7-207 求 a 的 e 值 ( 弧 尾 的 ve 值 ) 


e[4j=ve[3]=3 


(4) 活动 wu=<Vh V 记 的 最 迟 发 生 时 间 让] 

活动 w 的 最 到 开始 时 间 不 能 耽误 事件 Vs 的 最 迟 开 始 时 间 ， 因 此 活动 w 的 最 迟 开 始 时 间 
等 于 事件 的 最 迟 开 始 时 间 减 去 活动 w 的 持续 时 间 wx。 

即 活动 a; 的 最 述 发 生 时 间 等 于 弧 尾 的 最 述 友 生 时 间 减 去 边 值 ， 如 图 7-208 所 示 。 

li]= vi[k] —wx 


例如 ， 一 个 AOE 网 中 ， 己 经 求 出 Vj; 顶点 的 vi 值 ， 求 4 的 1 值 ， 如 图 7-209 所 示 。 
z 弧 头 7 弧 头 
国外, 
图 7-208 求 1 值 ( 弧 头 的 wi 值 -~ 边 值 ) 图 7-209 求 1 值 ( 弧 头 的 wi 值 ~ 边 值 ) 


1[4]= viI[5] -7=20-7=13 

求解 秘籍 

1) 事件 V; 的 最 早 发 生 时 间 ve[ 让 ， 考 介 入 边 ， 弧 尾 vet+ 入 边 权 值 的 最 大 值 。 
2) 事件 V 的 最 迟 发 生 时 间 vl[ 订 ， 考查 出 边 ， 弧 头 vy 三 出 边 权 值 的 最 小 值 。 
3) 活动 a; 的 最 早 发 生 时 间 e[ 引 : 弧 头 的 最 早 发 生 时 间 。 

4) 活动 w 的 最 迟 发 和 后 时 间 1 由: 弧 尾 的 最 述 发 生 时 间 减 去 边 值 。 
完美 图 解 


例如 ， 一 个 AOE 网 ， 如 图 7-210 所 示 。 




















图 7-210 AOE 网 
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1) 首先 求 拓扑 排序 序列 ， 保 存在 topo[] 数 组 中 ， 如 图 7-211 所 示 。 


0 ] 2 3 4 3 
wn [oT TT Ts 


图 7-211 拓扑 序列 数组 











2) 按照 拓扑 排序 序列 (0，2，1，3，4，S$)， 从 前 向 后 求解 每 个 顶点 的 最 早 发 生 时 间 
ve[]。 考 查 入 边 ， 弧 尾 ve+ 入 边 权 值 的 最 大 值 。 
ve[0]=0; 


ve[2]=ve[0]+15=15; 


Vi 有 两 个 入 边 ， 弧 尾 ve+ 入 边 权 值 ， 取 最 大 值 ， 如 图 7-212 所 示 。 


ve[l1]=max{ve[2]+4,ve[0]+2}=19，; 
ve[3]=ve[l1]+10=29，; 


V4 有 两 个 入 边 ， 弧 尾 ve+ 入 边 权 值 ， 取 最 大 值 ， 如 图 7-213 所 示 。 


Ve [4]=max{fve[2]+11, ve[1]1+19}=38， 


Vs5 有 两 个 入 边 ， 踊 尾 ve+ 入 边 权 值 ， 取 最 大 值 ， 如 图 7-214 所 示 。 





图 7-212 求 Vi 的 ve 值 图 7-213 求 Vy 的 ve 值 图 7-214 求 Vs 的 ve 值 
(考查 Vi 的 入 边 ) (考查 Vi 的 入 边 ) (考查 Vs 的 入 边 ) 


ve[5]=max{ve[4]+5,vVe[3]1+6}=43; 





3) 按照 道 拓扑 顺序 (5，4，3，1，2，0)， 从 后 向 前 求解 每 个 顶点 的 最 述 发 生 时 间 vl]。 
初始 化 汇 点 的 最 迟 发 生 时 间 为 汇 点 的 最 早 发 生 时 间 , 即 vl[n-1]=ve[n1]。 其 他 顶点 考查 出 边 ， 
弧 头 v 广 出 边 权 值 的 最 小 值 。 

vVJ [5]1=ve[5]=43， 


vl1[4]=vl[5]-5=38，; 
vl1[3]=vl[5]-6=37; 


Vi 有 两 个 出 边 ， 弧 头 三 出 边 权 值 ， 取 最 小 值 ， 如 图 7-215 所 示 。 
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WL Lm LL4|=19% LL3|=101]s|9; 


Vz 有 两 个 出 边 ， 弧 头 vy 出 边 权 值 ， 取 最 小 值 ， 如 图 7-216 所 示 。 





as=1]1 
图 7-215 求 Vi 的 vi 值 (考查 Vi 的 出 边 ) 图 7-216 求 Vy 的 vi 值 (考查 VV 的 出 边 ) 
v1i[2]= min{vi[4]-11, vli[1]-4}=15; 

Vo 有 两 个 出 边 ， 弧 头 v 六 出 边 权 值 ， 取 最 小 值 ， 如 图 7-217 所 示 。 


vl1[0]=min{vi[2]-15, vli[1]-2}=0; 


求解 完毕 后 ， 事 件 的 最 早 发 生 时 间 和 最 述 发 生 时 则 如 图 7-218 所 示 。 

















图 7-217 求 Vo 的 vi 值 (考查 Vo 的 出 边 ) 图 7-218 ”事件 的 最 早 发 生 时 间 和 最 迟 发 生 时 间 








4) 计算 活动 的 最 时 开始 时 间 和 最 迟 开始 时 间 。 活 动 w 的 最 早 发 生 时 间 e[] 等 于 弧 头 的 
最 早 发 生 时 间 。 活 动 ;的 最 述 发 生 时 间 / 国 等 于 踊 尾 的 最 妈 发 生 时 间 减 去 边 值 。 








活动 ao=<70 > 8&10]=ve[0]=0¢ 1[0]=v111]=2=17; 
DV Vi>e [lJ]=vel0]=0r 1[11=v1[2]=15=0; 
清 动 B=<Vo Vi>: [2]=ve[l2]=15; 1[2]=¥y1[1]-4=19; 
ED =< Vs E93l=velll=s19 1[13]=vI13]=10=27 
滞 动 B=<Vi,ViSe &[4]=ve[lli]l=19; 1[4]=v1[4]=19=19 
= El]=Vvel21=15 1[SI=v11d4]-11=27 
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活动 ae=<V3,Vs>: e[6]=ve[3]=29; 1[6]=v1[5]-6=37; 
YA Vr Vs [Tsveld1=s38 1171=vl[5]=930 


如 果 活 动 的 最 早 发 生 时 间 等 于 最 述 发 生 时 间 ， 则 该 活动 为 天 键 活动 ， 如 图 7-219 所 未 。 








图 7-219 关键 活动 


5) 关键 活动 组 成 从 源 点 到 汇 点 的 路 径 为 关键 路 径 (Vo, Vz, Vi, Va, Vs), 如 图 7-220 所 示 。 





图 7-220 AOE 网 (关键 活动 ) 


算法 步骤 

1) 利用 拓扑 排序 算法 ， 将 拓扑 排序 结果 保存 在 1opo[] 数 组 中 。 

2) 将 每 个 事件 的 最 早 发 生 时 间 初 始 化 为 0， 即 vy[i]=0， 二 0, 1，…, 1 一 1 。 

3) 根据 拓扑 顺序 从 前 癌 后 依次 求 每 个 事件 的 最 早 发 生 时 间 ， 循 环 执行 以 下 操作 。 





























。 取出 拓扑 序列 中 的 顶点 二 隆 1opo[ 站 ， 和 大 0, 1，…, 7 一 1 。 
。 用 指针 p 依次 指 癌 天 的 每 个 邻接 点 ， 取 得 邻接 点 的 序号 广 p->v， 更 新 顶点 7 的 最 早 


发 生 时 间 ve[ 用 ， 即 


步 社区 lazyren(13059738008) 专 享 请 尊重 版 权 


322 | etziwr:1WA 图 


if(ve|j]<ve[K]+p->welght) veljl=velk|+p->weight 

相当 于 求 弧 尾 ve+ 入 边 的 最 大 值 ， 如 图 7-221 所 示 。 

这 里 的 程序 处 理 并 不 是 一 下 子 考查 所 有 入 边 ， 但 效果 是 一 样 的 ， 想 一 想 ， 为 什么 ? 
4) 将 每 个 事件 的 最 迟 发 生 事件 w[ 站 初始 化 汇 点 的 最 早 发 生 时 间 ， 即 vl[i]=ve[n--1]。 
5) 按照 逆 拓 扑 顺 友 从 后 问 前 ， 求 解 每 个 事件 的 最 述 发 生 时 间 ， 循 环 执行 以 下 操作 。 
。 取出 逆 拓 扑 序列 中 的 序号 大 大 topo[ 相 ， 冯 11，…, 1,0。 

。 用 指针 jp 依次 指 回 的 每 个 邻接 点 ， 取 得 邻接 点 的 友 号 三 p->v， 更 独 顶 点 k 的 最 述 

发 生 时 间 v1[ 和 有， 即 

if(vl[Kkj>vl] ~p->weight) vl[kl=vllj|] ~p->weight 
相当 于 求 弧 尖 v 六 出 边 的 最 小 什 ， 如 图 7-222 所 示 。 
5 


ar wy CW 
CC 一 也 人 一 全 
VY VW 























图 7-221 求 ve 值 图 7-222 求 v/1 值 
6) 判断 活动 是 否 为 关键 活动 。 对 每 个 项 点 i， 用 指针 p 依 


weight 
次 指向 i 的 每 个 邻接 点 ， 取 得 邻接 点 的 序号 jp->v， 计 算 活动 
<V;,，V 广 的 最 早 和 最 述 友 生 时 间 ， 如 图 7-223 所 示 。 如 来 e 和 1/ 图 7-223 求 e 和 /7 值 
相等 ， 则 活动 <V,, V 疡 为 关键 活动 。 
e=vel[1]; l=vl|]| -p->welght 


代码 实现 
bool CriticalPath (ALGragh G,int topo[])//G 为 邻接 表 存 储 的 有 问 网 ， 输 出 G 的 关键 活动 
{ 
nt nlyk,JrerL? 
if(!TopologicalSort (G,topo)) 
cout<<" 该 图 有 环 ， 无 拓扑 序列 ! "<<endl; 
n= Yen //n 为 项 点 个 数 
for (i=0;i<n;i++) / /给 每 个 事件 的 最 早 发 生 时 间 置 初 值 0 
ve[i]=0; 
// 投 拓扑 次 序 求 每 个 事件 的 最 早 发 生 时 间 
for (i=0;1i<n; 工 十 十 ) 
{ 




















k=topo [i]; // 取 得 拓扑 序列 中 的 顶点 序号 K 
AdjNode *p=G.Vex[k] .first; / /Pp 指 癌 的 第 一 个 邻接 顶点 


while (Pp!=NULL) 
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{ // 依 次 更 新 K 的 所 有 邻接 顶点 的 最 早 发 生 时 间 
j= //j 为 邻接 顶点 的 序号 
if (ve[j]<ve[lk]+p->weignht) // 更 新 顶点 j 的 最 早 发 生 时 间 ve[j] 
ve[j]=ve[lk]+p->weight; 
p=p->next; //Pp 指 站 kk 的 下 一 个 邻接 顶点 








| 
0 // 给 每 个 事件 的 最 迟 发 生 时 间 置 初 值 ve [n-1] 


vv [IJ=ve[n-1L]:; 
// 按 逆 拓 扑 次 序 求 每 个 事件 的 最 迟 友 生 时 间 
for(i=n-1;i>=0;1--) 


{ 


























k=topo[il]; // 取 得 逆 折 扑 序列 中 的 顶点 序号 k 

AdjNode *p=G.Vex[K] .first; //P 指 癌 的 第 一 个 邻接 顶点 

while (PI=NUTLTL ) 

{ // 根 据 K 的 邻接 点 ， 更 新 k 的 最 迟 发 生 时 间 
j=p->v; //j 为 邻接 顶点 的 序号 





(El bp >WeLont,) // 更 狐 顶 点 的 最 述 发 生 时 间 v1 [k] 
vl[k]=vl[j]-p->weight; 
p=p->next; //P 指 站 kk 的 下 一 个 邻接 顶点 
} 
} 
/ /判断 每 一 活动 是 侍 为 天 键 活动 
cout<<" 关 键 活动 路 径 为 :"; 





for (i=0;i<n; i++) // 每 次 循环 针对 vi 为 活动 开始 点 的 所 有 活动 
{ 
AdjNode *p=G.Vex[i] .first; //P 指 癌 工 的 第 一 个 邻接 顶点 


while (p!=NULL) 
{ 





| = //j 为 i 的 邻接 顶点 的 序号 

e=ve [i]; / /计算 活动 <vi，vj> 的 最 早 开 始 时 间 e 

l=vl[j]-p->weight; / /计算 活动 <vi，vj> 的 最 人 运 开 始 时 | 间 1 

a // 帮 为 关键 活动 ， 则 输出 <vi，vj> 
Cout<<"<"<<G.Vex[i] .data<<","<<G.Vex[]j] .data<<"> Ws 

p=p->next; //p 指向 i 的 下 一 个 邻接 顶点 


} 


return true; 


} 


算法 复杂 度 分 析 
(1) 时 则 复杂 上 度 
求 事件 的 最 早 和 最 迟 发 生 时 间 , 以 及 活动 的 最 早 和 最 迟 发 生 时 间 都 要 对 所 有 顶点 及 邻接 
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点 进行 检查 ， 因 此 求 关键 路 径 算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(nte)。 

(2) 空间 复杂 度 

算法 所 需要 的 辅助 空间 包含 拓扑 排序 算法 中 的 入 度数 组 indegree[]、 拓 扑 序 列 数 组 
lopo[]、 栈 S， 关 键 路 径 算 法 中 的 ve[]、v1、e[]、 人 让 ， 则 算法 的 空间 复杂 度 是 O(nte)。 


7.5 


1. 本 章 内 容 小 结 
本 章 主要 讲述 多 的 基本 概念 和 存储 方式 , 重点 讲解 图 的 过 历 及 应 用 , 具体 内 容 如 图 7-224 
和 图 7-225 所 示 。 











远 辑 结构 : 非 线 性 结构 


顺序 存储 : 邻接 矩阵 、 边 集 数 组 


图 在 全 结构 | 
链 式 存储 : 邻接 表 、 十 子 链 表 、 邻 接 多 重 表 


相关 概念 : 完全 图 、 网 、 上 度 、 子 图 、 连 通 图 、 生 成 树 等 
图 7-224 图 的 基本 内 容 
创建 
| 广度 优先 壳 历 
图 的 运算 万- 
深度 优先 遍历 


应 用 : 最 短路 径 、 最 小 生成 树 、 拓 扑 排序 、 关 键 路 径 
7-225 图 的 运算 
2. 图 的 存储 结构 
(1)〉 邻接 算 阵 
。 在 无 回 图 中 ， 如 果 vi 到 vw 有 边 ， 则 邻接 算 阵 MD]DD=MDID=1， 人 否则 M [=0。 
1, 生 (Vv,v,)eE 
0, 其 他 


。 在 有 问 图 中 ， 如 果 vi 到 vw 有 边 ， 则 邻接 矩阵 MTD]=1， 人 奋 则 MIID]=0。 


mt-| 
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1 ,和 有 《vy,v,>eE 
0, 其 他 

注意 : 兴 插 写 <y;，v 谊 表示 有 序 对 ， 圆 括 写 (vw;，v)) 表 示 无 序 对 。 
。 网 是 和 市 权 图 ， 和 需要 存储 边 的 权 值 ， 则 邻接 矩阵 表示 为 : 


mtn- 











mW ,在 (wyv)eE 或 人 vv>e 
MIiI[ 71= ij 7 17 “7 
[可 E ,其 他 
(2) 邻接 表 
邻接 表 是 图 的 一 种 链 式 存储 方法 。 邻 接 表 包含 两 部 分 : 顶点 和 邻接 点 。 顶 点 包括 顶点 信 











县 和 指 癌 第 一 个 邻接 点 的 指针 ， 邻 接点 包括 邻接 点 的 存储 下 标 和 指 癌 下 一 个 邻接 点 的 指针 。 
顶点 vi 的 所 有 邻接 点 构成 一 个 单 链表 。 

1) 无 癌 图 邻接 表 的 特点 : 

。 如 果 无 问 图 有 nn 个 顶点、e 条 边 ， 则 顶点 表 有 nn 个 市 点 ， 令 接点 表 有 2e 个 方 点 ; 

。 顶点 的 度 为 该 项 点 后 面 单 链 表 中 的 节点 数 。 

2) 有 问 图 邻接 表 的 特点 : 

。 如 果 有 问 图 有 个 项 点 、e 条 边 ， 则 顶点 表 有 nn 个 市 点 ， 邻 接点 表 有 ee 个 节点 ; 

。 顶点 的 出 度 为 该 项 点 后 面 单 链表 中 的 节点 数 。 

(3) 十 字 链 表 

十 字 链 表 是 有 回 图 的 另 一 种 链 式 存储 结构 。 它 结合 了 邻接 表 和 逆 邻 接 表 的 特性 ， 可 以 快 
速 访问 出 跌 和 入 弧 ， 得 到 出 度 和 入 度 。 十 学 链表 也 包含 两 部 分 : 顶点 和 点 和 中 和 点 。 顶 点 节 
点 包括 顶点 信息 和 两 个 指针 分别 指 问 第 一 个 入 弧 和 第 一 个 出 弧 )， 弧 节点 包括 两 个 数据 域 
( 弧 尾 、 弧 涉 ) 和 两 个 指针 域 (分 别 指 问 同 弧 头 和 同 弧 尾 的 弧 )。 

(4) 邻接 多 重 表 

邻接 多 重 表 (Adjacency Multilist) 是 无 问 图 的 另 一 种 链 式 存储 结构 。 邻 接 表 的 关注 点 是 
顶点 ， 而 邻接 多 重 表 的 关注 点 是 边 ， 适 合 对 边 做 访问 标记 、 删 除 边 等 操作 。 邻 接 多 重 表 类 似 
十 学 链表 ， 也 包含 两 部 分 ， 顶点 节点 和 边 节 点 。 顶 点 市 点 包括 顶点 信息 和 一 个 指针 〈 指 问 第 
一 个 依附 于 该 项 点 的 边 )， 边 市 点 包括 两 个 数据 域 ( 顶 点 i 顶点 让 和 两 个 指针 域 (分 别 指 
加 依附 于 六 了 的 下 一 条 边 )。 

3. 图 的 蜗 历 

。 三 上 度 优 先 搜 索 (BFS)， 又 称 为 宽度 优先 搜索 ， 是 最 种 见 的 图 搜索 方法 之 一 。 广 度 优 




































































先 搜索 是 从 茶 个 项 点 〈 源 点 ) 出 发 ， 一 次 性 访问 所 有 未 家 访问 的 邻接 点 ， 再 依次 从 
这 些 访问 过 邻接 点 出 发 。 
广度 优先 通 历 秘籍 : 先 被 访问 的 顶点 ， 其 邻接 点 先 被 访问 。 
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。 深度 优先 搜索 (DFS) 也 是 最 第 见 的 图 搜索 方法 之 一 。 深 夏 优 先 搜索 沿 看 一 条 路 人 答 
一 直 走 下 去 ， 无 法 行进 时 ， 回 退 到 刚刚 访问 的 节点 。 

深度 优先 遍历 秘籍 : 后 被 访问 的 项 点， 其 邻接 点 先 被 访问 。 

4. 图 的 应 用 

(1) 最 短路 答 

。 Dijkstra 算法 是 解决 单 源 最 短路 径 问 题 的 贫 心 算法 ， 它 先 求 出 长 度 最 短 的 一 条 路 径 ， 
再 参照 该 最 短路 径 求 出 长 度 次 短 的 一 条 路 径 ， 和 直到 求 出 从 源 点 到 其 他 各 个 顶点 的 最 
短路 径 。 

。 Floyd 算法 又 称 为 插 点 法 ， 其 算法 核心 是 在 顶点 i 到 顶点 j 之 间 ， 插 入 顶点 k， 看 是 
否 能 够 缩短 上 和 7 之 间 的 距离 《松弛 操作 )。 

(2) 最 小 生成 树 

。 Prim 算法 : 选取 连接 U 和 矿 U 的 所 有 边 中 的 最 短 边 ， 即 满足 条 件 iE U, jEV-U， 
且 边 (i, 让 是 连接 UV 和 矿 U 的 所 有 边 中 的 最 短 边 ， 即 该 边 的 权 值 最 小 。 人 然后， 将 
顶点 7 加 入 集合 U， 边 (Gi, 站 加 入 TE。 继 续 上 面 的 贪心 选择 ， 一 直 进 行 到 U=V 为 
止 ， 此 时 ， 选 取 到 的 n-1 条 边 恰好 构成 图 G 的 一 村 最 小 生成 树 7。 

。 Kruskal 算法 : 将 这 nn 个 顶点 看 成 是 nn 个 弧 立 的 连通 分 文 。 它 首先 将 所 有 的 边 按 权 值 
从 小 到 大 排序 ， 然 后 上 只 要 了 中 选中 的 边 数 不 到 对 1， 束 做 如 下 的 贪心 选择 : 在 边 集 瑟 
中 选取 权 值 最 小 的 边 (i， 门 ， 如 果 将 边 (人 站 加 入 集合 TE 中 不 产生 回路 ( 圈 )， 
则 将 边 (i,， 让 加 入 边 集 TE 中 ， 即 用 边 (i, 让 将 这 两 个 连通 分 支 合 并 连接 成 一 个 
连通 分 文 ; 否则 继续 选择 下 一 条 最 短 边 。 把 边 (i, )) 从 集合 E 中 删 去 。 继 续 上 面 的 
信心 选择 ， 直 到 7 了 中 所 有 顶点 都 在 同一 个 连通 分 文 上 为 止 。 此 时 ， 选 取 到 的 n-1 条 
边 恰 好 构成 G 的 一 棵 最 小 生成 树 7。 

(3) 拓扑 排序 

拓扑 排序 是 指 将 AOV 网 中 的 顶点 排 成 一 个 线性 序列 ， 该 序列 必须 满足 : 若 从 顶点 i 到 

顶点 7 有 一 条 跨 人 径 ， 则 该 序列 中 顶点 i 一 定 在 顶点 j 之 前 。 

(4) 关键 路 径 

在 AOE 网 中 ， 从 源 点 到 汇 点 的 带 权 路 径 长 度 最 大 的 路 径 称 为 关键 路 径 。 关 键 路 径 上 的 

活动 称 为 天 键 活动 。 

求解 秘籍 

1) 事件 V 的 最 早 发 生 时 间 ve[ij: 考查 入 边 ， 弧 尾 vet+ 入 边 权 值 的 最 大 值 。 

2) 事件 V; 的 最 到 发 生 时 间 vl 考查 出 边 ， 弧 头 大 出 边 权 值 的 最 小 值 。 

3) 活动 @ 的 最 早 发 生 时 间 e 四 : 弧 头 的 最 早 发 生 时 间 。 

4) 活动 qj 的 最 述 发 生 时 间 1 四 : 弧 尾 的 最 述 发 生 时 间 减 去 边 值 。 
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伍 找 (Search)， 义 称 为 搜索 ， 指 从 数据 表 中 找 出 符合 特定 条 件 的 记录 。 如 今 我 们 处 在 
信息 燃 炸 的 大 数据 时 代 ， 如 何 从 海量 信息 中 快速 找到 需要 的 信息 ， 这 就 需要 俘 找 搁 术 。 如 来 
有 什么 不 恒 的 或 要 得 询 的 ， 都 会 上 网 搜索 一 下 ， 得 找 是 最 单 见 的 应 用 之 一 。 

查找 算法 的 性 能 和 下 面 几 个 因素 有 关 : 

1) 算法 ; 

2) 数据 规模 ; 

3) 行 售 关键 字 在 数据 表 中 的 位 置 ; 

4) 三 找 的 频率 。 

- 般 采 用 平均 碍 找 长 度 (Average Search Length，ASL) 来 衡量 一 个 查找 算法 的 好 坏 ， 
分 为 伍 找 成 功 的 平均 查找 长 度 和 查找 失败 的 平均 全 找 长 度 。 平 均 伍 找 长 度 的 计算 公式 如 下 。 















































ASL = > pe, 
i=] 





其 中 ,nn 为 数据 规模 ,pi 为 僵 找 第 i 个 记录 的 概率 ，ci 为 俘 找 第 i 个 记录 所 需要 的 关键 子 
比较 次 数 。 

根据 在 碍 找 过 程 中 是 售 对 表 有 修改 操作 ， 分 为 静态 得 找 和 动态 得 找 。 根 据 效 据 结 构 个 同 
又 分 为 线性 表 碍 找 、 树 表 奋 找 和 散 列 表 碍 找 。 散 列表 奋 找 是 一 种 比较 特殊 的 得 找 技术 。 


8_.1 ETEEEEEE 


线性 表 的 碍 找 非 芝 和 傈 单 ， 如 条 线性 表 无 床 ， 则 采用 顺序 碍 找 ， 如 采 线 性 表 有 序 ， 则 采用 
折 半 查找 。 


8.1.1 顺序 查找 


顺序 查找 是 最 简单 的 查找 方式 ,以 暴力 穷 举 的 方式 依次 将 表 中 的 关键 字 与 竺 查找 关键 字 
比较 。 

算法 步骤 

1) 将 记录 存储 在 数组 r[0..n-1] 中 ， 待 查找 关键 字 存 储 在 x 中。 

2) 依次 将 xr[i] (i=0,…,n-1) 与 x 比较， 比较 成 功 则 返回 i， 否则 返回 0。 

完美 图 解 

例如 ， 序 列 {8, 12, 5, 16, 55, 24, 20, 18, 36, 6, 501， 用 顺序 查找 法 查找 55。 

1) 初始 状态 ， 将 序列 存储 在 数组 r[0..10] 中 ，x=55。 
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2) 将 x 与 r[0] 比 较 ，xz#r[0]， 则 继续 比较 下 一 个 ， 如 图 8-1 所 示 。 


S70 比较 
6 7 8 9 10 


0 1 二 3 二 > 
a | se | oe 
12 3 16 | SS | 24 | 20 | 18 | 36 


图 8-1 ”顺序 查找 过 程 1 


"| |] 





3) 将 x 与 r[1] 比 较 ，x#r[1]， 则 继续 比较 下 一 个 ， 如 图 8-2 所 示 。 


x 与 r[1] 比 较 
4 5 6 7 8 9 10 


0 1 2 3 
Iconnmrn 


图 8-2 ”顺序 查找 过 程 2 





4) 将 x 与 r[2] 比 较 ，xzr[2]， 则 继续 比较 下 一 个 ， 如 图 8-3 所 示 。 


x 与 x12] 比较 
8 9 10 


0 ] 2 3 4 9 0 7 
Tansnnmmmaug 


图 8-3 ”顺序 查找 过 程 3 





5) 将 x 与 r[3] 比 较 ，x#r[3]， 则 继续 比较 下 一 个 ， 如 图 8-4 所 示 。 


x 与 [13] 比较 
4 5 6 7 8 9 10 


0 ] 2 3 
orTeTs Ts Te [Te TT 


图 8-4 ”顺序 查找 过 程 4 





6) 将 x 与 r[4] 比 较 ，x=r[4]， 但 找 成 功 ， 返 回 位 置 下 标 4， 如 图 8-5 所 示 。 


x 与 r[4] 比 较 
GF 1 2 3 \4 5 6 7 8 9 10 





图 8-5 ”顺序 查找 过 程 5 


异步 社区 lazyren(13059738008) 专 享 请 尊重 版 权 


330 | elloi=[ 帮 :4 查找 


代码 实现 
int SqSearch (int r[],int n,int x)// 顺 序 查 找 
{ 
for (int i=0;i<n;i++) // 要 判断 1 是 否 超过 范围 n 
if(r[il==x) //r[i] 和 x 比较 
return i;// 返 回 下 标 
return 一， 


} 

算法 复杂 度 分 析 

(1)〉 时 间 复 杂 度 

顺序 人 查找 最 好 的 情况 是 一 次 查找 成 功 ， 最 坏 的 情况 是 n 次 查找 成 功 。 

假设 查找 每 个 关键 字 的 概率 均等 ， 即 查找 概率 p 二 1/n， 查 找 第 i 个 关键 学 需要 比较 i 次 
成 功 ， 则 查找 成 功 的 平均 查找 长 度 如 下 。 

2 1 le. n+tl 
0 

如 果 查 找 的 关键 学 不 存在 ， 则 每 次 都 会 比较 n 次 ， 时 间 复 杂 上 度 也 为 O(n)。 

(2) 空间 复杂 度 

算法 只 使 用 了 一 个 辅助 变量 六 空间 复杂 度 为 0(1)。 

但 是 从 上 述 算法 可 以 看 出 ， 每 次 除了 关键 字 比 较 ， 还 要 判断 是 否 超过 表 长 ， 可 以 设置 哨 
兵 优化 该 算法 。 将 记录 存储 在 数组 xr[1..n] 中 ，r[0] 空 间 不 使 用 ， 将 待 查找 关键 字 x 放 入 rx[0] 中 ， 
从 最 后 一 个 关键 字 开 始 癌 甫 比较， 循环 结束 返回 i 即 可 。 当 返回 值 =0 时 ， 说 明 碍 找 失 败 。 

算法 优化 

int SqSearch2(int r2[],int n,int x)// 顺 序 查找 优化 算法 

{ 























jnt i; 
r2[0]=x; // 待 查找 元 素 放 入 r10] ， 作 为 监视 哨 
for (i=n;r2[i]!=x;i--);// 不 需要 判断 i 是 否 超 过 沁 围 


POEUN J 


} 


优化 后 的 算法 虽然 在 时 间 复 杂 度数 量 级 上 没有 改变 , 仍然 是 O(n), 但 是 比较 次 数 减少 了 
一 半 ， 不 需要 每 次 判断 i 是 否 超过 范围 。 
顺序 查找 就 是 暴力 穷 举 ， 数 据 量 很 大 时 ， 查 找 效率 很 低 。 


8.1.2 ” 折 半 但 找 


猜 数 游戏 : 一 天 晚上 ， 我 们 在 家 里 看 电视 ， 茶 大 型 娱乐 让 目 在 玩 猜 数 游戏 。 主 持 人 在 女 
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5 宾 的 手心 上 写 一 个 10 以 内 的 整数 ， 让 女 亮 宾 的 老公 猜 是 多 少 ， 而 女 嘉 宾 只 能 提示 大 了 ， 
还 是 小 了 ,并且 只 有 3 次 机 会 。 
主持 人 悄悄 地 在 美女 手心 写 了 一 个 8。 


老公 :“2。 
老婆 : “小 了 。 
2 
老婆 : “小 了 。 
老公 :“10。 


老婆 :“ 天 啊 ， 怎 么 还 有 这 么 策 的 人 。” 

那么 ， 你 有 没有 办 法 以 最 快 的 速度 猜 出 来 呢 ? 

从 问题 摘 述 来 看 ， 如 果 是 nn 个 数 ， 那 么 最 坏 的 情况 是 要 猜 n 次 才能 成 功 。 其 实 完 全 没有 
必要 一 个 一 个 地 猜 ， 因 为 这 些 数 是 有 序 的 ， 可 以 使 用 折 半 得 找 的 策略 ， 每 次 和 中 间 的 元 素 比 
较 。 如 果 比 中 间 元 素 小 ， 则 在 前 半 部 分 查找 ; 如 果 比 中 间 元 素 大 ， 则 去 后 半 部 分 查找 。 这 种 
方法 称 为 二 分 查找 或 折 半 查找， 也 称 为 二 分 搜索 技术 。 

例如 ， 给 定 款 个 元 素 序 列 ， 这 些 元 素 是 有 序 的 〈 假 定 为 升序 )， 从 序列 中 得 找 元 素 x。 

用 一 维 数 组 S[] 存 储 该 有 序 序列 , 设 变量 low 和 high 表示 查找 范围 的 下 界 和 上 界 , middle 
表示 查找 范围 的 中 间 位 置 ，x 为 特定 的 查找 元 素 。 

算法 步骤 

1) 初始 化 。 令 Iow=0， 即 指 问 有 序数 组 8 的 第 一 个 元 素 ，1rigj=m-1， 即 指向 有 序数 组 
的 最 后 一 个 元 素 。 

2) 判定 low 三 high 是 否 成 立 ， 如 果 成 立 ， 转 问 第 3 步 ， 人 否则 ， 算 法 结束 。 

3) middle=(low+high)/2， 即 指 问 查找 范围 的 中 间 元 素 。 

4) 判断 x 与 SImiddle] 的 关系 。 如 果 x=S[middle]， 则 搜索 成 功 ， 算 法 结束 ; 如 果 
x>S[middle]， 则 令 Iow=middlet+1; 否则 令 high=middle-1， 转 同 第 2 步 。 

完美 图 解 

例如 ， 在 有 序 序列 (5, 8, 15, 17, 25, 30, 34, 39, 45, 52, 60) 中 查找 元 素 17。 

1) 数据 结构 。 用 一 维 数组 S[] 存 储 该 有 序 序列 ，x=17， 如 图 8-6 所 示 。 
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0 ] 2 3 4 S 0 7 8 9 
us TTsT" Ts Tl |» Ts Ts To 
图 8-6 ST] 数 组 


2) 初始 化 。Iow=0，high=10， 计 算 middIle=(low+high)/2=5， 如 图 8-7 所 示 。 
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1 2 3 + 5 0 7 8 9 10 


0 
ss 15 | 17 | 25 |30 45 | 52 





low=0 middle=5 high=10 
图 8-7 搜索 初始 化 





3) 将 x 与 SImiddle] 比 较 。x=17<S[middle]=30, 在 序列 的 前 半 部 分 查找 , 令 high=middle-1， 
搜索 的 范围 缩小 到 子 问题 S[0..middIe-1]， 如 图 8-8 所 示 。 


0 ] 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
"ET TT 
low=0 high=4 
图 8-8 ”搜索 过 程 








4) 计算 middle=(low+thigh)/2=2， 如 图 8-9 所 示 。 


_0 1 2 3 4 l 5 6 7 8 9 10 
ssl) sr ls)%|»|s |? | 
low=0 miadle=2 jie/ 庆 4 
图 8-9 ”搜索 过 程 





5) 将 x 与 Sfmiddle] 比 较 。x=17>S[middle]=15， 在 序列 的 后 半 部 分 查找 ， 令 low=middle 
+1， 搜 索 的 范围 缩小 到 子 问 题 Sfmiddlet+1..high]， 如 图 8-10 所 示 。 


0 ] 2 3 4 3 6 7 8 9 10 





low=3 high=4 
图 8-10 ”搜索 过 程 


6) 计算 middle=(Iow+thigh)/2=3， 如 图 8-11 所 示 。 
0 ] 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
ss | sn 0 3) | | 
middle=3 low=3 high=4 
图 8-11 搜索 过 程 


7) 将 x 与 SImiddle] 比 较 。x=S[middlel|=17， 查 找 成 功 ， 算 法 结束 。 


代码 实现 
用 BinarySearch(int n, int s[], int 加 函数 实现 折 半 得 找 算法 ， 其 中 守 为 元 素 个 数 ，s[] 为 有 
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序数 组 ，x 为 竺 查找 元 素 。/ow 指 问 数 组 的 第 一 个 元 素 ，high 指 问 数 组 的 最 后 一 个 元 素 。 如 
果 Iow 三 high，middle=(lowt+high)/2， 即 指 问 查找 围 的 中 则 元 素 。 如 果 x=S[middle]， 搜 索 成 
功 ,算法 结束 ;如果 x>S[middle], 则 令 Iow=middle+1, 去 后 半 部 分 搜索 ; 否则 令 high=middle-1， 
去 前 半 部 分 搜索 。 

(1) 非 递 归 算 法 

nt Blinarvyeearzeh (int gl] yint 站 > 竹 于 二 委 汉 /人 分 但 找 非 远 肯 复 迁 


{ 
int low=0,high=n-1;  / /Low 指向 有 序数 组 的 第 一 个 元 素 ，hignh 指 问 有 序数 组 的 最 后 一 个 元 素 
while (low<=high) 
{ 








int middle= (lowthigh)/2; //middle 为 查找 范围 的 中 间 值 
if (x==s [middle]) //x 等 于 查找 范 围 的 中 间 值 ， 算 法 结束 
return middle; 
else if (x>s [middle]) //x 大 于 查找 范围 的 中 间 元 素 ， 则 从 左 半 部 分 查找 
low=middle+1; 
else //x 小 于 得 找 范 围 的 中 间 元 素 ， 则 从 右 半 部 分 得 找 
high=middle-1; 








| 


return -1，} 


} 


(2) 递归 算法 
因为 递归 有 上 自 调用 问题 ， 因 此 需要 增加 两 个 参数 1ow 和 high 来 标记 搜索 范围 的 开始 和 





和 
征 


int recursionBS (int s[],int x,int low,int high) // 二 分 查找 递归 算法 
{ 





//low 指向 数组 的 第 一 个 元 素 ，high 指向 数组 的 最 后 一 个 元 素 
if (low>high) / /递归 结束 条 件 
return -1;} 
int middle= (lowthigh)/2; // 计 算 middle (查找 范围 的 中 间 位 置 ) 





if (x==s [middle]) //x 等 于 s[midqdqle]， 碍 找 成 功 ， 算 法 结束 
return middle; 
else if(x<s[middle]) //x 小 于 s[miqdgle]， 则 从 前 半 部 分 查找 
return recursionBS(s,x,1low,middle-1); 
else //x 大 于 s[middle]， 则 从 后 半 部 分 碍 找 


return ecurSsSlIonBSsS (sy xmiadaadqle+1 hghnh) ， 


} 

算法 复杂 度 分 析 

(1) 时 间 复 杂 度 

对 于 二 分 但 找 算法 , 时 间 复 杂 度 怎么 计算 呢 ? 如 果 用 7T(n) 来 表示 n 个 有 序 元 素 的 二 分 查 
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找 算 法 的 时 间 复 杂 上 度 ， 那 么 : 
。 当 1=]1 时 ， 需 要 一 次 比较 ，7(n)=0(1)。 
。 当 n>1 时 ， 待 查找 元 素 和 中 间 位 置 元 素 比 较 ， 需 要 O(1) 时 间 。 如 果 比 较 不 成 功 ， 那 
么 需要 在 前 半 部 分 或 后 半 部 分 搜索 , 问题 的 规模 缩小 了 一 尘 ,时 间 复 杂 度 变 为 T(n/2)。 


es CO(]) ，n=1] 
WW = 4 O00), nl1 











。 当 n>1 时， 可 以 递 推 求解 如 下 。 
T(n)=T(n/2)+00) 
=7T(n/2°)+200) 
=T(n/2’)+300) 
=T(n/2”)+xO() 
违 推 最 终 的 规模 为 1， 令 n=2*， 则 x=1logn。 
T(n)=T()+1lognOd) 














= O(1)+ lognO(l) 
= O(logn) 
二 分 奏 找 的 非 递 归 算 法 和 递归 算法 奉 找 的 方法 是 一 样 的 ， 时 间 复 杂 上 度 相同 ， 艾 为 


O(log7)。 

(2) 空间 复杂 度 

二 分 查找 的 非 递归 算法 中 ， 变 量 占 用 了 一 些 辅助 空间 ， 这 些 辅助 空间 都 是 常数 阶 的 ， 因 
此 空间 复杂 度 为 0(1)。 

对 于 二 分 查找 的 递归 算法 ， 除 了 使 用 一 些 变量 外 ， 递 归 调 用 还 需要 使 用 栈 来 实现 ， 空 间 
复杂 度 怎么 计算 呢 ? 

在 递归 算法 中 ,每 一 次 递归 调用 都 需要 一 个 栈 空间 存储 ， 那 么 我 们 上 只 需要 看 看 有 多 少 次 
调用 。 假 设 原 问题 的 规模 为 2， 那 么 第 一 次 递归 就 分 为 两 个 规模 为 n/2 的 子 问题 ， 这 两 个 子 
问题 并 不 是 每 个 都 执行 ， 只 会 执行 其 中 之 一 。 因 为 和 中 间 值 比较 后 ， 要 么 去 前 半 部 分 查找 ， 
要 么 去 后 半 部 分 查找; 再 把 规模 为 n/2 的 子 问 题 继 续 划分 为 两 个 规模 为 n/4 的 子 问题 ， 选 择 
其 一 ; 继续 分 治 下 去 ， 最 坏 的 情况 会 分 治 到 只 剩 下 一 个 数值 ， 那 么 算法 执行 的 节点 数 就 是 从 
树 根 到 叶子 所 经 过 的 节点 ， 每 一 层 执行 一 个 ， 直 到 最 后 一 层 ， 如 图 8-12 所 示 。 

递归 调用 最 终 的 规模 为 1， 即 n/2=1， 则 x=logn。 假 设 阴 影 部 分 是 搜索 经 过 的 路 符 ， 则 
一 共 经 过 了 logn 个 节点 ， 也 就 是 说 递归 调用 了 logn 次 。 递 归 算 法 使 用 的 栈 空 间 为 递归 树 的 
深度 ， 因 此 二 分 查找 递归 算法 的 空间 复杂 度 为 O(logn)。 
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图 8-12 ”二 分 查找 递归 树 


8.2 FE 








线性 表 的 顺序 查找 最 坏 和 平均 情况 需要 O(n) 时 间 ， 二 分 查找 需要 O(logn) 时 间 ， 但 是 二 
分 碍 找 的 前 所 是 线性 表 必 须 是 有 序 的 ， 如果 无 序 则 二 分 奋 找 是 没有 意义 的 。 顺 序 奏 找 和 二 分 
得 找 适 合 静 态 奏 找 ， 如 朱 在 奏 找 过 程 中 有 插入 、 删 除 等 修改 操作 ， 则 最 坏 和 平均 情况 下 都 需 
要 O(0D) 时 间 。 是 否 存 在 一 种 数据 结构 和 算法 ， 既 可 以 高 效率 地 奋 找 ， 又 可 以 高 效率 地 动态 修 
改 ? 将 二 分 得 找 肛 略 与 二 又 树 结合 起 来 ， 实现 二 又 奉 找 树 结 构 ， 可 以 在 最 坏 的 情况 下 使 得 单 


次 修改 和 查找 在 O(logn) 时 间 内 完成 。 


8.2.1 二 又 查 找 树 
本义 查找 树 (Binary Search Tree，BST)， 又 称 为 二 又 搜 索 树 、 二 又 排序 树 ， 是 一 种 对 得 
找 和 排序 都 有 用 的 特殊 二 又 树 。 
二 叉 谷 找 树 或 是 空 树 ， 或 是 请 足 如 下 性 质 的 二 又 树 。 
1) 大 其 天子 树 非 衬 ， 则 左 子 树 上 上 所 有 区 点 的 人 
均 小 于 根 市 点 的 值 。 
2) 在 其 右 子 树 非 衬 ,， 则 右 子 树 上 所 有 下 点 的 值 
均 大 于 根 季 点 的 但 。 
3) 其 左右 子 树 本 映 又 各 是 一 棵 二 又 三 找 树 。 
本义 查找 树 的 特性 : 左 子 树 < 根 < 右 子 树 ， 即 二 
又 答 找 树 的 中 序 遇 有 历 是 一 个 递增 序列 。 例 如 ， 一 棣 
二 又 答 找 树 ， 其 中 序 壳 历 投 影 序列 如 图 8-13 所 未 。 
1. 二 义 查 找 树 的 查找 
因为 二 又 得 找 树 的 中 序 过 历 有 序 性 ， 所 以 三 找 


























S l8 20 25 32 43 60 
图 8-13 ”中 序 遇 历 投影 序列 
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和 二 分 得 找 类 似 ， 每 次 缩小 得 找 范 围 ， 碍 找 的 效率 较 高 。 
算法 步骤 
1) 奇 二 义 但 找 树 为 定 ， 人 查找 失败 ， 人 返回 空 指针 。 
2) 大 二 叉 谷 找 树 非 衬 ， 将 竺 得 找 关 键 字 x 与 根 节 点 的 关键 字 T->data 比较 : 
。 和 若 X== 工 >data， 查找 成 功 返回 根 和 点 指针 
e。 各 xz<T->data， 则 递归 碍 找 左 子 树 ; 
。 各 xz>T>data， 则 递归 奋 找 右 子 树 。 
完美 图 解 
例如 ， 一 株 二 又 奉 找 树 ， 如 网 8-14 所 示 ， 奏 找 关 键 字 32。 
1) 32 与 二 又 查找 树 的 树 根 25 比较 ，32>25， 则 在 右 子 树 中 人 查找， 如 图 8-15 所 示 。 


A A 


图 8-14 二 又 查找 树 图 8-15 ”二 又 查找 树 查 找 过 程 1 


2) 32 与 右 子 树 的 树 根 69 比较 ，32<69， 则 在 左 子 树 中 查找 ， 如 图 8-16 所 示 。 
3) 32 与 左 子 树 的 树 根 32 比较 ， 相 等 ， 人 查找 成 功 ， 返 回 该 节点 指针 ， 如 图 8-17 所 示 。 





8-16 ”二 又 得 找 树 碍 找 过 程 2 8-17 ”二 又 奋 找 树 碍 找 过 程 3 
代码 实现 


BSTree SearchBST(BSTree T,ElemType key)// 二 又 排 序 树 的 递归 查找 
{ 
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// 大 得 找 成 功 ， 则 返回 指 同 该 数据 元 素 节 点 的 指针 ， 人 否则 返回 至 指针 
if((!T)||key==T->data) 
return T，; 
else if (key<T->data) 
return SearchBST (T->lchilgd, key);// 在 左 子 树 中 查找 
else 
return SearchBST (T->rchilgd, key);// 在 右 子 树 中 查找 
} 


算法 复杂 度 分 析 
(1) 时 间 复 杂 上 度 
二 又 查找 树 的 查找 时 间 复 杂 度 和 树 的 形态 有 关 ， 可 分 为 最 好 情况 、 最 坏 情况 和 平均 情况 








。 最 好 情况 下 ， 二 又 奉 找 树 的 形态 和 二 分 但 找 的 判定 树 相 似 ， 如 图 8-18 所 示 。 每 次 会 
找 可 以 缩小 一 半 的 搜索 范围 ， 香 找 路 径 最 多 从 根 到 叶子 ， 比 较 次 数 最 多 为 树 的 局 度 
logz， 最 好 情况 的 平均 奉 找 长 度 为 O(logn)。 

。 最 坏 情况 下 ， 二 又 得 找 树 的 形态 为 单 文 树 ， 即 只 有 套子 树 或 只 有 右 子 树 ， 如 疼 8-19 




















所 示 。 每 次 查找 的 搜索 范围 缩小 为 n-1， 退 化 为 顺序 查找 ， 最 坏 情 况 的 平均 查找 的 
长 度 为 O(n)。 


Cn) 
vy 
2 





图 8-18 ”二 又 合 找 树 (最 好 情况 ) 图 8-19 ”二 又 合 找 树 (最 坏 情况 ) 











。 7 个 节点 的 二 又 查找 树 有 24! 棵 (有 的 形态 相同 )， 可 以 证 明 ， 在 平均 情况 下 ， 二 叉 
查找 树 的 平均 查找 长 度 也 为 O(logn)。 

(2) 空间 复杂 度 

空间 复杂 度 为 0(1)。 

2. 二 叉 查 找 树 的 插入 

因为 二 又 查 找 树 的 中 序 遍 历 有 序 性 ， 首 先 要 查找 待 插入 关键 字 的 插入 位 置 ， 当 查找 不 成 
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功 时 ， 将 竺 插入 关键 字 作 为 新 的 叶子 节点 插入 到 最 后 一 个 碍 找 节 点 的 左 孩 子 或 右 孩 子 。 








算法 步骤 
1) 奇 二 义 查 找 树 为 室 ， 创 建 一 个 狐 的 节点 9， 将 竺 插入 
关键 字 放 入 狐 市 点 的 数据 域 , s 节点 作为 根 节 点 , 左右 子 树 均 
J 
2) 若 二 又 查找 树 非 空 ， 将 竺 查找 关键 学 x 与 根 节点 的 关 
刍 字 T->data 比较 : 
。 奉 x<T->data， 则 将 x 插入 左 子 树 ; 
。 奉 x>T->data， 则 将 x 插入 右 子 树 。 
完美 图 解 8-20 ”二 又 查找 树 


例如 , 一 棵 二 又 查 找 树 , 如 图 8-20 所 示 , 插入 关键 字 30。 
1) 30 与 树 根 25 比较，30>25， 则 在 25 的 右 子 树 中 查找 ， 如 图 8-21 所 示 。 
2) 30 与 右 子 树 的 树 根 69 比较 ，30<69， 则 在 69 的 左 子 树 中 查找 ， 如 图 8-22 所 示 。 


“0 A 


图 8-21 二 又 查 找 树 插入 过 程 1 图 8-22” 二 又 查找 树 插 入 过 程 2 


3) 30 与 左 子 树 的 树 根 32 比较 ，30<32， 则 在 32 的 左 子 树 中 查找 ， 如 图 8-23 所 示 。 
4) 32 的 左 子 树 为 宇 ， 则 将 30 作为 新 的 叶子 节点 ， 插 入 32 的 左 子 树 ， 如 图 8-24 所 示 。 


全 AR 


图 8-23 ”二 又 奉 找 树 插 入 过 程 3 图 8-24 ”二 又 奏 找 树 插 入 过 程 4 
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代码 实现 
void InsertBST(BSTree &T,FElemType e)// 二 义 排序 树 的 插入 
{ 
// 当 二 叉 排序 树 T 中 不 存在 关键 学 等 于 e@ 的 数据 元 素 时 ， 则 插入 该 元 素 


if(!T) 
{ 
BSTree S=new BSTNode,; // 生 成 新 节点 
Se // 新 节点 S 的 数据 域 置 为 e 
S->lchi1d=S->rchi1d=NULL;// 新 节点 S 作为 叶子 节点 
Te // 把 新 节点 S 链接 到 已 找到 的 插入 位 置 


} 
else if (e<T->data) 
InsertBST(T->lchild,e );// 插 入 左 子 树 
else if(e>T->data) 
InsertBST(T->rchild,e);// 插 入 右 子 树 
} 


算法 复杂 度 分 析 

二 又 查 找 树 的 插入 需要 先 查 找 插入 位 置 , 插入 本 身 只 需要 常数 时 间 , 但 查找 插入 位 置 的 
时 间 复 杂 度 为 O(logn)。 

3. 二 又 查 找 树 的 创建 

二 又 查 找 树 的 创建 可 以 从 空 树 开始 ， 按照 输入 关键 字 的 顺序 依次 进行 插入 操作 ， 最 终 得 
到 一 棵 二 又 查找 树 。 

算法 步骤 

1) 初始 化 二 又 查 找 树 为 空 树 ，7=NULL。 

2) 输入 一 个 关键 学 x， 将 x 插入 二 义 但 找 树 T 中 。 

3) 重复 第 2 步 ， 直 到 关键 字 输 入 完毕 。 

完美 图 解 

例如 ， 依 次 输入 关键 字 (25, 69, 18, 5, 32, 45, 20)， 创 建 一 棵 二 又 查找 树 。 

1) 输入 25， 二 又 查 找 树 初始 化 为 空 ， 所 以 25 作为 树 根 ,左右 子 树 为 室 ， 如 图 8-25 所 示 。 

2) 输入 69， 插 入 二 叉 奏 找 树 中 。 首 先 和 树 根 25 比较 ， 比 25 大 ， 到 右 子 树 查 找 ， 右 子 
树 为 空 ， 插 入 25 的 右 子 树 位 置 ， 如 图 8-26 所 示 。 




















图 8-25 ”二 又 得 找 树 创 建 过 程 1 图 8-26 ”二 又 碍 找 树 创 建 过 程 2 
3) 输入 18， 插 入 二 义 碍 找 树 中 。 首 移 和 树 根 25 比较 ， 比 25 小 ， 到 左 子 树 至 找 ， 无 子 
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树 为 定 ， 插 入 到 25 的 左 子 树 位 置 ， 如 图 8-27 所 示 。 
4) 输入 5， 插入 二 又 查找 树 中 。 前 先 和 树 根 25 比较 ， 比 25 小 ， 到 左 子 树 查 找 ; 和 树 
根 18 比较 ， 比 18 小 ， 到 堪 子 树 奏 找 ， 左 子 树 为 宇 ， 插 入 18 的 左 子 树 位 置 ， 如 图 8-28 所 未 。 


6 


图 8-27 二 又 查 找 树 创建 过 程 3 
5) 输入 32， 插 入 二 又 向 找 树 中 。 首 先 和 树 根 25 比较 ， 比 25 大 ， 到 右 子 树 得 找 ， 和 树 根 
69 比较 ， 比 69 小 ， 到 左 子 树 查 找 ， 左 子 树 为 空 ， 插 入 69 的 左 子 树 位 置 ， 如 图 8-29 所 示 。 
6) 输入 4$， 插 入 二 又 得 找 树 中 。 首 先 和 树 根 25 比较 ， 比 25 大 ， 到 右 子 树 查 找 ; 和 树 
根 69 比较 ， 比 69 小 ， 到 左 子 树 查 找 ， 和 树 根 32 比较 ， 比 32 大 ， 到 石子 树 得 找 ， 右 子 树 为 
衬 ， 插 入 32 的 石子 树 位 置 ， 如 图 8-30 所 示 。 





图 8-28 二 又 奏 找 树 创建 过 程 4 








图 8-29 ”二 又 查找 树 创 建 过 程 5 图 8-30 ”二 又 查找 树 创建 过 程 6 
7) 输入 20， 插 入 二 叉 查 找 树 中 。 首 先 和 树 根 25 比较 ， 
比 25 小 ， 到 左 子 树 查 找 ;， 和 树 根 18 比较 ， 比 18 大 ， 到 碳 
子 树 合 找 ， 右 子 树 为 衬 ， 插 入 18 的 右 子 树 位 置 ， 如 图 8-31 
所 示 。 
代码 实现 
void CreateBST (BSTree &T)// 二 义 排 序 树 的 创建 
{ 





// 依 次 读 入 关键 字 ， 将 其 插入 二 又 排序 树 T 中 人 
or | 图 8-31 二 文 但 找 树 创建 过 程 7 
ElemType e; 
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Cin>>e; 
while (e!=ENDFLAG) //ENDFLAG 为 自 定 义 和 常量， 作为 输入 结束 标志 
{ 

InsertBST(T,e);  // 插 入 二 又 排序 树 工 中 


Cin>>e; 





} 


算法 复杂 度 分 析 

二 又 查 找 树 的 创建 ， 需 要 n 次 搬入， 每 次 需要 O(logn) 时 间 ， 因 此 创建 二 又 查找 树 的 时 
间 复 杂 上 度 为 O(nlogn)。 相 当 于 把 一 个 无 序 序列 转换 为 一 个 有 序 序列 的 排序 过 程 。 实 质 上 ， 创 
建 二 又 查找 树 的 过 程 和 快速 排序 一 样 ， 根 节点 相当 于 快速 排序 中 的 基准 元 素 。 左 右 两 部 分 划 
分 的 情况 取决 于 基准 元 素 ， 创 建 二 又 查找 树 时 ， 和 输入 序列 的 次 序 不 同 ， 创 建 的 二 又 碍 找 树 是 
不 同 的 。 最 好 的 情况 如 图 8-18 所 示 ， 最 坏 的 情况 如 图 8-19 所 示 。 

4. 二 又 查找 树 的 删除 

首先 要 在 二 又 查 找 树 中 找到 待 删除 的 节点 ,然后 执行 删除 操作 。 假 设 指 针 p 指 问 待 删除 
节点 ， 指 针 f 指 问 p 的 双 杀 节点 。 根 据 竺 删除 节点 所 在 位 置 的 不 同 ， 删 除 操作 处 理 方法 也 不 
同 ， 可 分 为 3 种 情况 。 

(1) 被 删除 节点 左 子 树 为 空 

如 果 被 删除 节点 左 子 树 为 宇 ， 则 令 其 右 子 树 子 承 父 业 代 蔡 其 位 置 即 可 。 例 如， 在 二 又 查 
找 树 中 删除 P 节点 ， 如 图 8-32 所 示 。 

(2) 被 删除 节点 右 子 树 为 空 

如 果 被 删除 节点 右 子 树 为 空 ， 则 令 其 左 子 树 子 承 父 业 代 巷 其 位 置 即 可 ， 如 图 8-33 所 示 。 









































删除 p 删除 p 
图 8-32 ”二 又 伍 找 树 删除 〈 左 子 树 空 ) 图 8-33 ”二 义 但 找 树 删除 ( 右 子 树 空 ) 





(3) 人 被 删除 太后 左 右 子 树 均 不 空 

如 果 被 误 际 三 点 的 左 子 树 和 右 子 树 均 不 空 ， 则 没 办 法 再 使 用 子 承 父 业 的 方法 了 。 根据 二 
又 奏 找 树 的 中 序 有 序 性 ， 删 除 该 节点 时 ， 可 以 用 其 直接 前 张 〈 或 直接 后 继 ) 代 柠 其 位 置 ， 然 
后 删除 其 直接 前 驱 (或 直接 后 继 ) 即 可 。 那 么 中 友 所 历 序 列 中 ， 一 个 市 把 的 直接 前 驱 (或 直 
接 后 继 ) 是 哪个 节 氮 呢 ? 
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直接 前 驱 : 中 序 志 历 中 ,节点 p 的 直接 前 张 为 其 左 子 树 的 最 右 节 氮 。 即 治 寿 疡 的 左 子 树 
一 直 访 问 其 右 子 树 ， 和 直到 没有 右 子 树 ， 束 找到 了 最 右 季 点， 如 图 8-34 (a) 所 示 。s 指 问 p 
的 直接 前 驱 ，g 指 问 s 的 双亲 。 

直接 后 继 : 中 序 表 历 中 ， 市 点 p 的 直接 后 继 为 其 右 子 树 的 最 左 节点 ， 如 图 8-34 (b) 所 
示 。s 指 问 p 的 朋 接 后 继 ，g 指 问 s 的 双 莱 。 














P 的 左 子 树 的 P 的 右 子 树 的 

最 右 结 点 为 p 最 左 结 点 为 p 

的 直接 前 驱 的 直接 后 继 

(a) 直接 前 驱 (b) 直接 后 继 
图 8-34 ”二 文 得 找 树 删除 〈 元 右 子 树 非 空 ) 





以 p 的 直接 前 驱 s 代 蔡 p 为 例 ， 相 当 于 令 sy 节点 的 数据 赋值 给 p 节点 ， 即 s 代替 p。 然 
后 删除 s 节点 即 可 ， 因 为 s 为 最 右 节 点 ， 它 没有 右 子 树 ， 删 除 后 ， 左 子 树 子 承 父 业 代替 s， 
如 图 8-35 所 示 。 











8-35 ”二 又 碍 找 树 删除 〈 远 右 子 树 非 空 ) 


例如 , 在 二 又 碍 找 树 中 删除 24。 首 先 碍 找到 24 的 位 置 p, 然后 找到 p 的 直接 前 驱 s (22) 
节点 ， 令 22 赋值 给 p 的 数据 域 ， 删除 s 节 扣 ， 删 除 过 程 如 图 8-36 所 示 。 
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图 8-36 ”二 叉 奉 找 树 删 除 〈 删 除 24) 


删除 节点 之 后 是 不 是 仍然 满足 二 又 碍 找 树 的 中 序 过 历 有 序 性 ? 
需要 注意 的 是 ， 有 一 种 特殊 情况 ， 即 pb 的 左 孩 子 没 有 右 子 树 ，s 就 是 其 左 子 树 的 最 右 节 
点 〈 直 接 前 驰 )， 即 s 代 蔡 p， 然后 删除 s 市 点 即 可 ， 因为 s 为 最 右 市 点 没有 右 子 树 ， 删除 后 ， 


左 子 树 子 承 父 业 代 蔡 s， 如 图 8-37 所 示 。 














A 
员 除 ; 
q 





图 8-37 二 又 查找 树 删 除 〈( 特 殊 情 况 ) 


例如 ， 在 二 又 查 找 树 中 删除 20， 删 除 过 程 如 图 8-38 所 示 。 


/ 
Pp 
4d = = 
S S 


图 8-38 ”二 叉 奋 找 树 删 除 〈 删 除 20) 
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算法 步骤 

1 ) 在 二 又 碍 找 树 中 得 找 符 删除 关键 字 的 位 置 ,z 指 问 待 删除 节点 , f 指 问 p 的 双亲 节点 ， 
如 果 碍 找 失 败 ， 则 返回 。 

2) 如 果 查 找 成 功 ， 则 分 3 种 情况 进行 删除 操作 。 

。 如 采 补 删除 布点 左 子 树 为 衬 ， 则 令 其 右 子 树 子 承 父 业 代 蔡 其 位 置 即 可 。 

。 如 采 补 删除 贡 点 右 子 树 为 衬 ， 则 令 其 左 子 树 子 承 父 业 代 蔡 其 位 置 即 可 。 

。 如 采 补 删除 币 点 左右 子 树 均 不 宇 ， 则 令 其 直接 前 驱 《〈 或 直接 后 继 ) 代替 之 ， 再 删除 

其 直接 前 驱 (或 直接 后 继 )。 

完美 图 解 

(1) 左 子 树 为 空 

在 二 又 得 找 树 中 删除 32， 首 先 得 找到 32 所 在 的 位 置 ， 判 断 其 左 子 树 为 衬 ， 则 令 其 右 子 
树 子 承 父 业 代 蔡 其 位 置 ， 删 除 过 程 如 图 8-39 所 示 。 

















删除 32 





图 8-39 ”二 又 得 找 树 删 除 《〈 堪 子 树 为 空 ) 


(2) 右 子 树 为 衬 
在 二 又 得 找 树 中 删除 69， 首 先 碍 找到 69 所 在 的 位 置 ， 判 断 其 右 子 树 为 裤 ， 则 令 其 左 子 
树 子 承 父 业 代 蔡 其 位 置 ， 删 除 过 程 如 岁 8-40 所 示 。 





图 8-40 ”二 又 得 找 树 删除 《〈 右 子 树 为 空 ) 
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(3) 左右 子 树 均 不 空 

在 二 又 查找 树 中 删除 25， 首 先 查 找到 25 所 在 的 位 置 ， 判 断 其 左右 子 树 均 不 空 ， 则 令 其 
直接 前 驱 ( 左 子 树 最 右 节点 20) 代替 之 ， 再 删除 其 直接 前 驱 20 即 可 。 删 除 20 时 ， 其 左 子 
树 子 承 父 业 ， 删 除 过 程 如 图 8-41 所 示 。 








删除 25 





图 8-41 二 又 得 找 树 删除 《左右 子 树 非 空 ) 


代码 实现 
void DeleteBST(BSTree &T,char Key) 
{ 
// 从 二 又 排序 树 了 中 删除 关键 字 等 于 key 的 节点 
BSTree p=1; 
BSTree f=NULL; 
BSTree qd,s; 
if(!T) return; // 树 为 空 则 返回 
while (P) // 碍 找 
{ 








if (p->data==key) break; // 找 到 关键 字 等 于 key 的 节点 P， 结 束 循 环 
f=p; //f£ 为 p 的 双亲 
If (p->data>key,) 
p=p->lchild; // 在 p 的 左 子 树 中 继续 伍 找 
else 
p=p->rchild; // 在 p 的 右 子 树 中 继续 俘 找 
} 
if(!P) return; // 找 不 到 被 删节 点 则 返回 
//3 种 情况 : p 左右 子 树 均 不 宇 、 无 右 子 树 、 无 左 子 树 
if((p->lchild) && (p->rchi1g))// 被 柚 节 点 p 左右 子 树 均 不 空 
{ 





qq 一 Pv 

s=p->lchild; 

while(s->rchild)// 在 p 的 左 子 树 中 查找 p 的 前 驱 市 点 s， 即 最 右 下 市 点 
{ 





qd 一 Sv7 
Ss=s->rchild; 
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} 
p->data=s->data; //s 的 值 赋值 给 说 删节 点 p, 然后 删除 s 节点 
if (gq!=p) 
q->rchild=s->lchild; // 重 接 gq 的 右 子 树 
else 
q->lchild=s->lchild; // 重 接 gq 的 左 子 树 
delete s; 
} 
else 


{ 





if (!p->rchi1ld) // 被 删节 点 p 无 右 子 树 ， 只 需 重 接 其 左 子 树 
{ 
d=p; 
p=p->lchild; 
} 
else if(!p->lchildq)// 被 删节 点 P 无 左 子 树 ， 只 需 重 接 其 右 子 树 
d=p; 
p=p->rchild; 
} 
/* 将 p 所 指 的 子 树 挂 接 到 其 双亲 节点 £ 相应 的 位 置 */ 
下 下 让 二 二 
T=p;  // 被 删节 点 为 根 节 点 
else If (gq==f->lchild) 
f->l1child=p; // 挂 接 到 ff 的 左 子 树 位 置 
else 
f->rchilgd=p; // 挂 接 到 ff 的 右 子 树 位 置 
delete gq; 








} 


算法 复杂 度 分 析 





二 又 奉 找 树 的 删除 ， 主 要 是 碍 找 的 过 程 ， 需 要 O(logn) 时 间 。 删 除 的 过 程 中 ， 如 果 需 要 
找补 删节 点 的 前 驱 ， 也 需要 OUdogm) 时 间 ， 二 又 奏 找 树 的 删除 时 间 复 杂 度 为 O(logn)。 





8.2.2 平衡 二 叉 查 找 树 
(1) 树 高 与 性 能 的 关系 


二 又 奉 找 树 的 碍 找 、 插 入 、 删 除 的 时 间 复 杂 度 均 为 O(logn)， 但 这 是 在 期 望 的 情况 下 ， 








最 好 情况 和 最 处 情况 兰 别 较 大 。 








在 最 好 情况 下 ， 二 又 奏 找 树 的 形态 和 二 分 得 找 的 判定 树 相 似 ， 如 图 8-42 所 示 。 每 次 售 








找 可 以 小 一 半 的 搜索 范围 ， 碍 找 最 多 从 根 到 叶子 ， 比 较 次 数 为 树 的 局 上 度 logn。 
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在 最 坏 情况 下 ， 二 叉 徊 找 树 的 形态 为 单 文 树 ， 即 只 有 左 子 树 或 只 有 右 子 树 ， 如 图 8-43 
所 示 。 每 次 查找 的 搜索 范围 缩小 为 i-1， 退 化 为 顺序 得 找 ， 碍 找 最 多 从 根 到 叶子， 比较 次 数 
为 树 的 高 度 n。 








Cu 
CD 
2 





图 8-42 ”二 又 奉 找 树 《〈 最 好 情况 ) 图 8-43 ”二 又 合 找 树 (最 坏 情况 ) 








二 又 合 找 树 的 僵 找 、 插 入 、 删 除 的 时 间 复 光度 均线 性 正比 于 二 又 僵 找 树 的 融 度 ， 局 度 越 
效率 越 高 。 也 惑 是 说 ， 二 又 奏 找 树 的 性 能 主要 取决 于 二 又 得 找 树 的 高 度 。 
如 何 降低 树 的 高 度 呢 ? 
(2) 理想 平衡 与 适度 平衡 
目 先 分 析 最 好 情况 下 ， 每 次 一 分 为 二 ， 左 右 子 树 的 三 所 
数 均 为 W2， 无 右 子 树 的 高 度 也 一 样 ， 也 怠 是 说 如 采 把 左右 
于 树 放 到 天 平 上 ， 是 平衡 的 ， 如 图 8-44 所 示 。 

在 理想 的 状态 下 ， 树 的 高 度 为 logz， 左 右 子 树 的 高 度 一 
样 ， 称 为 理想 平衡 。 但 是 理想 平衡 需要 大 量 时 间 调 整 平 衡 以 
维护 其 严格 的 平衡 性 。 





小 


- 





























如 果 可 以 适度 放松 平衡 的 标准 ， 大 致 平衡 就 可 以 了 ， 称 图 8-44 平衡 
为 适度 平衡 。 本 节 介绍 的 平衡 二 又 查找 树 ， 第 10 章 介绍 的 红 黑 树 都 属于 适度 平衡 。 





1. 平衡 二 义 树 

平衡 二 叉 查 找 树 (Balanced Binary Search Tree，BBST)， 人 简称 平衡 二 又 树 ， 由 苏联 数学 
家 Adelson-Velskii 和 Landis 提出， 所 以 又 称 为 AVL 树 。 

平衡 二 又 树 或 者 为 空 树 ， 或 者 为 具有 以 下 性 质 的 平衡 二 又 树 : 

1) 左右 子 树 高 度 差 的 绝对 值 不 超过 1; 

2) 左右 和子 树 也 是 平衡 二 又 树 。 

斑点 左右 子 树 的 高 度 之 兰 称 为 平衡 因子 。 二 又 得 找 树 中 ， 每 个 和 点 的 平衡 因子 绝对 值 不 
超过 1 即 为 平衡 二 又 树 。 例 如 ， 一 株 平 衡 二 又 树 及 其 平衡 因子 ， 如 图 8-45 所 示 。 
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那么 在 这 株 平 衡 二 又 树 中 插入 20， 结 果 会 怎样 ? 如 图 8-46 所 示 ， 插 入 20 之 后 ， 从 该 叶 
子 到 树 根 路 径 上 的 押 有 节点 ， 平 衡 因子 都 有 可 能 改变 ， 出 现 不 平衡 ， 有 可 能 有 多 个 下 点 平衡 
因子 绝对 值 超过 1。 从 新 搬入 市 点 同上 ， 找 离 狐 搬 入 市 反 最 近 的 不 平衡 节点 ， 以 该 市 反 为 根 的 
子 树 称 为 最 小 不 平衡 子 树 。 只 需要 将 最 小 不 平衡 子 树 调整 为 平衡 二 又 树 即 可 ， 其 他 市 点 不 变 。 
































最 小 不 平 “全 
衡 子 树 …*、 
图 8-45 平衡 二 又 树 图 8-46 ”最 小 不 平衡 子 树 





平衡 二 又 树 除了 适度 平衡 性 ， 还 具有 局 部 性 : 

1) 单 次 插入 、 删 除 后 ， 至 多 有 0(1) 处 出 现 不 平衡 ， 

2) 总 可 以 在 O(logn) 时 间 内 ， 使 这 O(GD) 处 不 平衡 重新 调整 为 平衡 。 

平衡 二 又 树 在 动态 修改 后 出 现 的 不 平衡 ， 只 需要 局 部 (最 小 不 平衡 子 树 〉 调 平 衡 即 可 ， 
不 需要 调整 整 棵 树 。 

那么 如 何 局 部 调 平 衡 呢 ? 

2. 调整 平衡 的 方法 

以 插入 操作 为 例 ， 调 整 平衡 可 以 分 为 4 种 情况 :LL 型 、RR 型 、LR 型 、RL 型 。 

(1) LL 型 

插入 新 节点 X 后 ， 从 该 节点 回 上 找到 最 近 的 不 平衡 节点 A。 如 采 最 近 不 平衡 和 点 到 新 季 
点 的 路 径 前 两 个 都 是 左 子 树 L， 即 为 LL 型 。 也 就 是 说 ，x 节点 插入 在 A 的 左 子 树 的 左 子 树 
中 ，A 的 堪 子 树 因 插入 新 和 点 高 度 增 加 ， 造 成 A 的 平衡 因子 由 1 增 为 2， 失去 平衡 。 需 要 进 
行 LL 旋转 〈 顺 时 针 ) 调整 平衡 。 

LL 旋转 : A 顺 时 针 旋 转 到 B 的 右 子 树 ，B 原来 的 右 子 树 T3 被 抛 寞 ，A 旋转 后 正好 左 子 
树 空间 ， 这 个 被 抛弃 的 子 树 T3 放 到 A 左 子 树 即 可 ， 如 图 8-47 所 示 。 

每 一 次 旋转 ， 总 有 一 个 子 树 被 执 弃 ， 一 个 指针 空闲 ， 它 们 正好 配对 。 旋 转 之 后 ， 是 否 平 
衡 呢 ? 旋转 之 后 ，A、B 两 个 市 点 的 左右 子 树 蜗 上 度 之 差 均 为 0， 满 足 平 衡 条 件 ，C 的 左右 子 
树 未 芝 ， 仍 然 平衡 。 
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8-47 了 平衡 二 叉 树 LL 旋转 


AVLTree LL Rotation (AVLTree &T)//LL 旋转 
| 
AVLTree temp=T->lchild;//T 为 指 癌 不 平衡 节点 的 指针 
T->lchild=temp->rchild; 
temp->rchild=T; 
updateHeight (T) ;// 更 新 高 度 
updateHeight (temp); 
return temp; 


} 


(2) RR 型 

插入 新 节点 X 后 ， 从 该 节点 回 上 找到 最 近 的 不 平衡 节点 A， 如 采 最 近 不 平衡 和 点 到 新 季 
点 的 路 径 前 两 个 都 是 右 子 树 R， 即 为 RR 型 。 需 要 进行 RR 旋转 〈 赣 时 针 ) 调整 平衡 。 

RR 旋转 : A 逆 时 针 旋 转 a 到 B 的 左 子 树 ，B 原来 的 左 子 树 T 被 抛弃 ，A 旋转 后 正好 右 子 
树 空间 ， 这 个 被 抛弃 的 子 树 Tz 放 到 A 右 子 树 即 可 。 如 图 8-48 所 示 。 

















8-48 ”平衡 二 又 树 RR 旋转 








旋转 之 后 ，A、B 的 左右 子 树 局 度 之 兰 均 为 0， 满 足 平 衡 条 件 ，C 的 无 右 子 树 未 变 ， 仍 
然 平 衡 。 


| AVLTree RR Rotation (AVLTree &T)//RR 旋转 
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AVLTree temp=T->rchild; 
T->rchild=temp->lchildgd; 
temp->lchild=T; 
updateHeight (T) ;// 更 新 高 度 
updateHeight (temp); 
return temp; 


} 


(3) LR 型 

插入 新 节点 X 后， 从 该 节点 同上 找到 最 近 的 不 平衡 节点 A， 如 果 最 近 不 平衡 节点 到 新 节 
点 的 路 径 前 两 个 依次 是 左 子 树 L、 石 子 树 R， 即 为 LR 型 。 

LR 旋转 : 分 两 次 旋转 ， 首 先 ，C 逆 时 针 旋 转 到 A、B 之 间 ，C 原来 的 左 子 树 T, 被 抛弃 ， 
B 正好 右 子 树 空 亲 ， 这 个 被 抛弃 的 子 树 T, 放 到 B 右 子 树 。 这 时 已 经 转变 为 LL 型 ,做 LL 旋 
转 妈 可， 如 图 8-49 所 示 。 实 际 上 ， 也 可 以 看 作 C 固定 不 动 ，B 做 RR 旋转 ， 然 后 再 做 LL 放 
转 即 可 。 








3。 


8-49 ”平衡 二 叉 树 LR 旋转 


旋转 之 后 ，A、C 的 云 右 子 树 高 度 之 兰 均 为 0， 满 足 平衡 条 件 ，B 的 左右 子 树 未 变 ， 仍 
然 平 衡 。 


AVLTree LR Rotation (AVLTree &T) //LR 旋转 
{ 
T= wehnrldsRR Rotation(l=>1ehn1i1d)y 
retirr Ll RobLat1ion (TY 
| 


(4) RL 型 
插入 新 节点 后 ， 从 该 节点 同上 找到 最 近 的 不 平衡 节点 A， 如 果 最 近 不 平衡 节点 到 新 贡 
点 的 路 径 前 依次 是 右 子 树 R、 左 子 树 L， 即 为 RL 型。 
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RL 旋转 : 分 两 次 旋转 ， 首 先 ，C 顺 时 针 旋 转 到 A、B 之 间 ，C 原来 的 右 子 树 Ts 被 抛弃 ， 
B 正好 堪 子 树 空闲 ， 这 个 被 抛 痉 的 子 树 T3 放 到 B 左 子 树 。 这 时 已 经 转变 为 RR 型 ， 做 RR 旋 
转 即 可 ， 如 图 8-50 所 示 。 实 际 上 ， 也 可 以 看 作 C 固定 不 动 ，B 做 LL 旋转 ， 然 后 再 做 RR 旋 
转 即 可 。 









顺 时 针 人 


旋转 > 





图 8-50 ”平衡 二 又 树 RL 旋转 








旋转 之 后 ，A、C 的 左右 子 树 局 有 度 之 蕾 均 为 0， 满 足 平 衡 条 件 ，B 的 左右 子 树 示 变 ， 仍 
然 平衡 。 


AVLTree RL Rotation (AVLTree &T)//RL 旋转 


{ 
二 
return RR Robaltionl(l)s 

} 


3. 平衡 二 又 树 的 插入 

在 平衡 二 又 树 上 插入 新 的 数据 元 素 x， 首 先 查 找 其 插入 位 置 。 查 找 过 程 中 ， 用 p 指针 记 
录 当 前 节点 ，f 指 针 记 录 p 的 双亲 ， 其 算法 摘 述 如 下 。 

算法 步 又 

1) 在 平衡 二 又 树 查 找 x， 如 果 查 找 成 功 ， 则 什么 也 不 做 ， 返 回 p; 如 果 碍 找 失 败 ， 则 执 
行 插入 操作 。 

2) 创建 一 个 新 节点 p 存储 x， 该 节点 的 双亲 为 f， 高 度 为 1。 

3) 从 新 节点 之 父 了 出发， 同上 寻找 最 近 的 不 平衡 节点 。 逐 层 检 查 各 代 祖 先 节 点 ， 如 果 
平衡 ， 则 更 新 其 高 度 ， 继 续 癌 上 寻找 ;如果 不 平衡 ， 则 判断 失衡 类 型 ( 沿 厦 高 度 大 的 子 树 判 
汤 ， 刚 插入 新 节点 的 子 树 必然 高 度 大 )， 并 做 相应 的 调整 ， 返 回 p。 

完美 图 解 

例如 ， 一 棵 平衡 二 又 树 ， 如 网 8-51 所 示 ， 在 该 树 中 插入 元 素 20。( 其 中 ， 币 点 劳 标 记 以 
该 节点 为 根 的 子 树 的 高 度 。) 
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height 4 


图 8-51 平衡 二 又 树 


1) 首先 得 找 20 在 树 中 的 位 置 ， 初 始 化 ，p 指 回 树 根 ， 其 双 杀 太 为 衬 ， 如 图 8-52 所 示 。 
2) 20 和 25 比较 ，20<25， 在 左 子 树 找 ，f 指 问 p,，p 指 问 p 的 左 孩 子 ， 如 图 8-53 所 示 。 





p、 AFANULL f 
height 4 height 4 









图 8-52 平衡 二 又 树 查 找 过 程 1 图 8-53 ”平衡 二 又 树 查 找 过 程 2 


3) 20 和 16 比较 ，20>16， 在 右 子 树 找 ，f 指 问 p，p 指 问 p 的 右 孩 和子 ， 如 图 8-54 所 示 。 
4) 20 和 24 比较 ，20<24， 在 左 子 树 找 ，f 指 同 p，p 指 问 p 的 左 孩 子 ， 如 图 8-55 所 示 。 


height 4 height 4 


图 8-54 平衡 二 义 树 碍 找 过 程 3 图 8-55 平衡 二 义 树 奋 找 过 程 4 


5) 20 和 19 比较 ，20>19， 在 右 子 树 找 ，j 指 癌 P，P 指 问 p 的 右 孩 子 ， 如 图 8-56 所 示 。 
6) 此 时 为 衬 ， 碍 找 失 败 ， 可 以 将 新 节点 插入 此 处 ， 新 节点 的 高 度 为 1， 双 杀 为 扩 如 
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图 8-57 所 示 。 





height 4 





height 4 


， 
9 
x 
8-56 ”平衡 二 又 树 查找 过 程 5 8-57 平衡 二 又 树 (插入 20) 














7) 从 狐 市 点 之 父 了 开始 ， 逐 层 癌 上 检查 祖先 是 否 失衡 ， 奋 未 失衡 ， 更 新 其 高 度 ; 者 失 
衡 判断 其 失衡 闫 型 ， 调 整 平 衡 。 初 始 化 g 指 癌 彤 检查 g 的 雹 右 子 树 之 兰 为 -1，g 未 失衡 ， 
更 新 其 高 度 2〈 左 右 子 树 的 高 度 最 大 值 加 1)， 如 网 8-58 所 示 。 

8) 继续 同上 检查 ，g 指 回 g 的 双 杀 ， 检 和 碍 发 现 g 的 左右 子 树 局 有 度 之 莽 为 2， 失衡 。 
用 g、u,v 三 个 指针 记录 三 代 节 把 ( 从 失衡 节 点 沿 看 噩 度 大 的 方 回 癌 下 找 三 代 ), 如 图 8-59 
所 示 。 


























height 4 height 4 





8-58 ”平衡 二 又 树 (向 上 检查 不 平衡 ) 8-59 ”平衡 二 又 树 〈 同 上 检查 不 平衡 ) 











9) 将 g 为 根 的 最 小 不 平衡 子 树 调 平衡 即 可 。 判 断 失 衡 类 型 为 LR 型 ， 先 令 20 顺 时 针 旋 
转 到 19、24 之 间 ， 然 后 24 顺 时 针 旋 转 即 可 ， 更 新 19、20、24 三 个 节点 的 高 度 ， 如 图 8-60 
所 示 。 
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kes 
道 时 针 旋 转 汪汪 < 
> L > 
1 1 


8-60 “平衡 二 又 树 调 平衡 (LR) 






L 





R 





10) 调整 平衡 后 ， 将 该 子 树 接 入 g 的 双亲 ， 和 平衡 二 又 树 如 图 8-61 所 示 。 


height 4 


图 8-61 平衡 二 又 树 


代码 实现 
AVLTree Insert (AVLTree &T,int x) 
{ 
if (T==NULL) // 如 果 为 空 ， 创 建新 节点 
| 
T=new AVLNode; 
T->lchild=T->rchild=NULL; 
T->data=x;} 
T->height=1; 
return 工 ， 
} 
if (T->data==x) return T;// 查 找 成 功 ， 什 么 也 不 做 ， 查 找 失 败 时 才 插 入 
if (x<T->data)// 插 入 左 子 树 
{ 
T->lchild=Insert (T->lchild,x);// 注 意 插 入 后 将 结果 挂 接 到 T->lchild 





if (Height (T->lchild) -Height (T->rchild)==2)// 插 入 后 看 是 否 平 衡 ， 如 果 不 平衡 
显然 是 插入 的 那 一 边 高 度 大 
{ // 沿 着 高 上 度 大 的 那 条 路 径 判 断 


if (x<T->lchild->data)// 判 断 是 Li 还 是 LR, 即 1child 的 lchilgd 或 rchild 
Tab ROLatLLON(T)y 


else 


异步 社区 lazyren(13059738008) 专 享 请 尊重 版 权 


8.2 ” 树 表 查找 | 355 


T=sLR RoLation(T)y 
} 
} 
else// 插 入 石子 树 
{ 
T->rchiljd=Insert (T->rchild,x);} 
if (Height (T->rchild) -Height (T->lchild)==2) 
{ 
if (x>T->rchild->data) 
T=RR Rotation (Ty)? 
else 
T=BRL Rotation(T)> 
} 
} 
updateHeight ( 工 ) ， 
return 工 ? 


} 


4. 平衡 二 又 树 的 创建 

平衡 二 又 树 的 创建 和 二 又 查找 树 的 创建 类 似 ,， 只 是 插入 操作 多 了 调 平 衡 而 已 。 可 以 从 空 
树 开 始 ， 按 照 输入 关键 字 的 顺序 依次 进行 插入 操作 ， 最 终 得 到 一 棵 平衡 二 又 树 。 

算法 步骤 

1) 初始 化 平衡 二 又 树 为 衬 树 ，T=NULL。 

2) 输入 一 个 关键 字 x， 将 x 插入 平衡 二 叉 树 工 中 。 

3) 重复 第 2 步 ， 直 到 关键 字 输 入 完毕 。 

完美 图 解 

例如 ， 依 次 输入 关键 字 (25, 18, 5, 10, 15, 17)， 创 建 一 棵 二 又 查找 树 。 

1) 输入 25， 平 衡 二 叉 树 初始 化 为 空 ， 所 以 25 作为 树 根 ， 左 右 子 树 为 空 ， 如 图 8-62 所 示 。 

2) 输入 18， 插 入 平衡 二 又 树 中 。 首 先 和 树 根 25 比较 ， 比 25 小 ， 到 左 子 树 查找 ， 左 子 
树 为 室 ， 插 入 此 位 置 ， 检 查 祖先 未 友 现 失衡 ， 如 图 8-63 所 示 。 




















图 8-62 平衡 二 又 树 创建 过 程 1 图 8-63 ”平衡 二 又 树 创建 过 程 2 





3) 输入 5， 插入 平衡 二 又 树 中 。 背 先 和 树 根 25 比较 ， 比 25 小 ， 到 左 子 树 查 找 ; 比 18 
小 ， 到 左 子 树 查 找 ， 左 子 树 为 空 ， 插 入 到 此 位 置 。25 节点 失衡 ， 从 不 平衡 节点 到 新 节点 路 
任 前 两 个 是 LL， 做 LL 型 旋转 调 平 衡 ， 如 图 8-64 所 示 。 
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4) 输入 10， 插 入 平衡 二 又 树 中 。 首 先 和 树 根 18 比较 ， 比 18 小 ， 到 左 子 树 碍 找 ， 和 树 根 
5 比较 ， 比 5 大 ， 到 右 子 树 碍 找 ， 右 子 树 为 空 ， 插 入 此 位 置 ， 检 和 奏 祖 移 末 发 现 失 衡 ， 如 图 8-65 


所 示 。 
L 
LL 旋转 
L 下 《GD > 


图 8-64 ”平衡 二 叉 树 创建 过 程 3 图 8-65 平衡 二 又 树 创建 过 程 4 





5) 输入 15， 插 入 平衡 二 文 树 中 。 痛 先 和 树 根 18 比较 ， 比 18 小 ， 到 左 子 树 碍 找 ， 和 树 
根 5 比较 ， 比 5 大， 到 右 子 树 查找 ; 和 树 根 10 比较 ， 比 10 大 ， 到 右 子 树 查 找 ， 右 子 树 为 空 ， 
插入 此 位 置 。5 市 点 失衡 ， 从 不 平衡 节操 到 新 节操 路 径 前 两 个 是 RR， 做 RR 型 旋转 调 平 衡 ， 


如 图 8-66 所 示 。 
RR 旋转 
R 3 
R 


图 8-66 平衡 二 又 树 创建 过 程 5 











6) 输入 17， 插 入 平衡 二 又 树 中 。 经 会 找 之 后 过程 省 略 )， 插 入 15 的 右 子 树 位 置 。18 
节 所 失衡， 从 不 平衡 市 把 到 新 市 点 路 人 径 前 两 个 是 LR， 做 LR 型 旋转 调 平 衡 ， 如 图 8-67 所 示 。 


L 
逆 时 针 旋 转 LL 旋转 
R = = 


图 8-67 平衡 二 又 树 创建 过 程 6 








代码 实现 
| AVLTree CreateAVL (AVLTree &T) 


异步 社区 lazyren(13059738008) 专 享 请 尊重 版 权 


8.2 ” 树 表 查找 | 357 


jnt n,x; 
Cin>>n; 
for(int i=0;i<n;i+t+) 
{ 
Cin>>x; 
T=Insert (T,x); 
} 
return T，; 


} 


5. 平衡 二 又 树 的 删除 

平衡 二 又 树 的 插入 只 需要 从 插入 市 点 之 父 问 上 检查 ,发现 不 平衡 立即 调整 ,一 次 调 平 衡 
即 可 。 而 删除 操作 则 需要 一 下 从 删除 节点 之 父 癌 上 检查 ， 发 现 不 平衡 立即 调整 ， 然 后 继续 回 
上 检查 ， 检 查 到 树 根 为 I 上 。 

算法 步骤 

1) 在 平衡 二 叉 树 查找 x， 如 果 查 找 失 败 ， 则 返回 ; 如 果 人 查找 成 功 ， 则 执行 删除 操作 〈 同 
本义 舍 找 树 的 删除 )。 

2) 从 实际 被 删除 节点 之 父 g 出 发 〈 当 被 删 节点 有 左右 子 树 时 ， 令 其 直接 前 驱 〈 或 直接 
后 继 ) 代 巷 其 位 置 ， 删 除 其 直接 前 驱 ， 实 际 被 删 厄 点 为 其 直接 前 驱 (或 直接 后 继 ))， 同 上 和 寻 
找 最 近 的 不 平衡 节点 。 逐 层 检查 各 代 和 祖先 节点 ， 如 果 平 衡 ， 则 更 新 其 蜗 度 ， 继 续 癌 上 寻找 ; 
如 采 不 平衡 ， 则 判断 失衡 类 型 〈 治 看 高 度 大 的 子 树 判 断 )， 并 做 相应 的 调整 。 

3) 继续 向 上 检查 ， 一 直到 树 根 。 

完美 图 解 

例如 ， 一 株 二 又 平衡 树 ， 如 网 8-68 所 示 ， 删 除 16。 

1) 16 为 叶子 ， 和 下 接 删 除 即 可 ， 如 图 8-69 所 示 。 
































图 8-68 平衡 二 又 树 图 8-69 ”平衡 二 叉 树 删除 
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2) 指针 g 指向 实际 被 删除 节点 16 之 父 23， 检 查 是 否 失衡 ，25 节点 失衡 ， 用 g、u、v 
记录 失衡 三 代 节 点 (从 失衡 市 点 沿 看 蝇 度 大 的 子 树 癌 下 找 三 代 )， 判断 为 RL 型 ， 进 行 RL 旋 
转调 平衡 ， 如 图 8-70 所 示 。 


DO 


图 8-70 平衡 二 又 树 调 平衡 


3) 继续 向 上 检查 ， 指 针 g 指向 g 的 双亲 69， 检 查 是 否 失 衡 ，69 节点 失衡 ， 用 g、u、v 
记录 失衡 三 代 节 点 (从 失衡 节点 沿 看 高度 大 的 子 树 问 下 找 三 代 )， 判 断 为 RR 型 ， 进 行 RR 
旋转 调 平衡 ， 如 图 8-71 所 示 。 


Ss 
R 
vu 
RR 旋转 


图 8-71 平衡 二 叉 树 调 平 衡 




















4) 己 检 查 到 根 ， 结 

例如 ， 一 棵 平衡 二 又 树 ， 如 图 8-72 所 示 ， 删 除 80。 

1) 80 的 左右 子 树 均 非 室 ， 邻 其 直接 前 驱 78 代替 之 ， 有 删除 其 直接 前 驱 78， 如 图 8-73 
所 示 。 
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图 8-72 ”平衡 二 又 树 图 8-73 平衡 二 又 树 (实际 删除 78) 
2) 指针 g 指 癌 实际 被 删除 节点 78 之 父 75， 检 查 是 否 失 衡 ，75 而 点 失衡 ， 用 g、u、v 


记录 失衡 三 代 市 点 《从 失衡 节点 沿 着 高 度 大 的 子 树 问 下 找 三 代 )， 判 断 为 LL 型 ， 进 行 LL 旋 
转调 平衡 ， 如 图 8-74 所 示 。 








LL 旋转 





图 8-74 ”平衡 二 又 树 调 平 衡 


3) 指针 g 指向 g 的 双 杀 80， 检 和 奏 是 否 失衡 ， 一 直 检 和 奉 到 根 ， 结 束 。 
注意 : 从 实际 被 删节 点 之 父 开始 检 查 是 否 失衡 ， 一 直 检查 到 根 。 
代码 实现 


AVLTree adjust (AVLTree &T) // 删 除 节 点 后 ， 需 要 判断 是 否 还 是 平衡 ， 如 果 不 平衡 ， 就 要 调整 
{ 











if (T==NULL) return NULL; 
if (Height (T->lchild) -Heignht (T->rchild)==2)// 沿 着 高 度 大 的 那 条 路 答 判 断 
{ 
if (Height (T->lchild->lchild)>=Height (T->lchild->rchild)) 
T=LL .Rotation(T)> 
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else 
T=LR PotLation( Ly) 
} 
if (Height (T->rchilgd) -Height (T->lchild)==2)// 沿 着 高 度 大 的 那 条 路 径 判 断 
{ 
if (Height (T->rchild->rchild) >=Height (T->rchild->lchild)) 
J-RR RoOtationm(L)s 
else 
I=RD Robation(l)3? 
} 
updateHeight ( 工 ) ; 


return TT; 


AVLTree Delete (AVLTree &T,int x) 
t 
if (T==NULL) return NULL; 
if (T->data==x) // 如 果 找 到 删除 节点 
{ 
if (T->rchild==NULL) // 如 果 该 节点 的 右 孩 子 为 NULL, 那么 直接 删除 
{ 
AVLIree temp=1; 
T=T->lchild; 
delete temp; 
} 
else// 人 否则， 将 其 右 子 树 的 最 左 孩子 作为 这 个 市 点 ， 并 且 递 归 删 除 这 个 市 点 的 值 
{ 
AVLIree temp; 
temp=T->rchild; 
while (temp->lchild) 
temp=temp->lchild; 
T->data=temp->data; 
T->rchild=Delete (T->rchild,T->data);} 
updateHeignht ( 工 ) ; 
} 
return TT; 
. 
if (T->data>x)// 调 市 加 除 节 点 后 可 能 涉及 的 节点 
T->lchild=Delete(T->lchild,x); 
if (T->data<x) 
T->rchild=Delete(T->rchild,x); 
updateHeight ( 工 ) ; 
if (T->lchild) 
T->lchild=adjust (T->lchild); 
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if (T->rchild) 
T=>rchild=adjust(T->rohnild)s 
1If(T) T=adjust ( 工 ) ; 


return TT; 





8.3 BBEdit2 


线性 表 和 树 表 的 查找 都 是 通过 比较 关键 学 的 方法 ， 查 找 的 效率 取决 于 关键 字 的 比较 次 
数 。 有 没有 一 种 查找 方法 可 以 不 进行 关键 学 比较， 直接 找到 目标 ? 

散 列 表 是 根据 关键 字 直 接 进 行 访 问 的 数据 结构 。 散 列表 通过 散 列 函数 将 关键 字 上 映射 到 存 
储 地 址 ， 建 立 了 关键 学 和 存储 地 址 之 则 的 一 种 直接 映射 关系 。 这 里 的 存储 地 址 可 以 是 数组 下 
标 、 索 引 、 内 存 地 址 等 。 

例如 ,关键 字 key=(17, 24, 48, 23)， 散 列 函 数 
HH(key)=key%5， 黎 列 函 数 将 关键 学 映射 到 存储 地 
址 下 标 ， 将 关键 字 存 储 到 散 列 表 的 对 应 位 置 ， 如 
图 8-75 所 示 。 

在 图 8-75 中 ， 如 果 要 查找 48， 台 可 以 通过 
散 列 函数 得 到 其 存储 地 址 ， 直 接 找 到 该 关键 字 。 
散 列 表 查 找 的 时 间 复 杂 上 度 与 表 中 的 元 素 个 数 无 
关 。 理 想 情 况 下 ， 敌 列表 但 找 的 时 间 复 杀 度 为 
0O(1)。 但 是 ， 散 列 函 数 可 能 会 把 两 个 或 两 个 以 上 
的 关键 字 映 射 到 同一 地 址 ， 发 生 “ 冲 突 ”， 这 种 发 生 冲 突 的 不 同 关 键 字 称 为 同义词 。 例 如 ， 
13 通过 散 列 函数 计算 的 映射 地 址 也 是 3， 与 48 的 映射 地 址 相同 ，13 和 48 为 同义词 。 因 此 ， 
设计 敌 列 函数 时 应 尽量 减少 冲突 ， 如 果 冲 突 无 法 避免 ， 则 需要 设计 处 理 冲 突 的 方法 。 

下 面 将 从 散 列 函数 、 处 理 冲突 的 方法 和 查找 性 能 3 个 方面 讲解 。 


8.3.1 敌 列 函数 


散 列 函数 (Hash function)， 又 称 为 哈 希 图 数 ， 是 将 关键 字 映 射 到 存储 地 址 的 函数 。 记 为 
hash(key)=A4ddr。 设 计 散 列 函 数 时 需要 芝 循 以 下 2 个 原则 。 

1) 散 列 函数 要 尽 可 能 简单 ， 能 够 快速 计算 出 任 一 关键 字 的 散 列 地 址 。 

2) 散 列 函数 映射 的 地 址 应 均匀 分 布 整 个 地 址 空间 ， 避 人 免 察 集 ， 以 减少 冲突 。 

散 列 函数 设计 原则 简化 为 4 孚 感言 : 简单 、 均 匀 。 

















地 
让 散 列 表 




















图 8-75” 散 列 函数 映射 
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各 见 的 做 列 函 数 如 下 。 

G1 广 息 护 定 幅 汉 

直接 取 关 键 子 的 菏 个 线性 函数 作为 各 列 函数 ， 敌 列 函数 形式 如 下 。 
hash(key)=axkey+b 





其 中 ，a、b 为 常数 。 
适用 于 事先 知道 关键 字 ， 关 键 字 集合 不 是 很 大 且 连 续 性 较 好 。 关 键 字 如 果 不 连 续 ， 则 有 
大 量 空位 ， 造 成 空间 浪费 。 
例如 ， 学 生 的 学 号 1601001, 601002, 601005，…, 601045}1， 那 么 可 以 设计 散 列 函数 为 : 
H(key)= key—601000 
这 样 可 以 将 学 生 的 学 写 直 接 映 射 到 存储 地 址 下 标 ， 符 合体 蛙 均 匀 的 原则 。 
(2) 除 留 余数 法 
除 留 余 数 法 是 一 种 最 人 简 蛙 、 最 第 用 的 构造 敌 列 函数 的 方法 ， 并 且 不 需要 求 事先 知道 关键 
学 的 分 布 。 假 定 黎 列表 的 表 长 为 m， 取 一 个 不 大 于 表 长 的 最 大 素数 p， 则 设计 散 列 函数 为 : 
hash(key)= key%Yop 


















































为 什么 要 选择 p 为 素数 ? 

选择 p 为 系数 的 原因 是 为 了 避免 冲突 。 因 为 在 实际 应 用 中 ， 数 据 往 往 具 有 茶 种 周期 性 ， 
耕 周 期 与 p 有 公共 的 聚 因 子 ， 则 冲突 的 概率 将 急剧 上 升 。 例 如 ,手表 中 的 次 轮 ， 两 个 交合 苍 
轮 的 耸 数 最 好 是 互 质 的 ， 耕 则 出 现 齿 轮 磨损 绞 断 的 概率 很 大 。 因 此 ， 发 生 冲 突 的 概率 随 大 p 
所 含 双 因子 的 增多 而 迅速 增 大 ， 系 因子 越 多 ， 冲 突 越 多 。 

(3) 随机 数 法 

晴 机 可 以 让 关键 子 分 布 更 均匀 一 些 ， 因 此 可 以 将 关键 子 随机 化 ， 再 使 用 际 留 余 数 法 得 到 
存储 地 址 。 艇 列 函 数 为 : 

















hash(key)= rand(key)%op 

其 中 ,rand0) 为 C、C++ 语 言 中 的 随机 函数 ，rand(n) 表 示 求 0~7-1 的 随机 数 。p 的 取 值 和 
除 留 余数 法 相同 。 

(4) 数字 分 析 法 

数字 分 析 法 根据 每 个 数字 在 各 个 位 上 的 出 现 频率 ,选择 均匀 分 布 的 大 和 干 位 ， 作 为 散 列 地 
址 。 该 方法 适用 于 已 知 关 键 字 集合 ， 通 过 观察 和 分 析 得 到 。 

例如 ， 一 个 关键 字 集 合 ， 如 图 8-76 所 示 。 第 1、2 位 的 数字 完全 相同 ， 不 需要 考虑 ，4、 
7、8 位 的 数学 只 有 个 别 不 同 ， 而 3、5、6 位 的 数字 均匀 分 布 ， 可 以 将 3、5、6 位 的 数字 作 
为 散 列 地 址 ， 或 者 将 3、5、6 位 的 数字 求 和 后 作为 散 列 地 址 。 
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0 0 3 3 | 9 
0 0 3 2 3 0 
0 0 ] 3 ] 9 
0 0 7 4 2 9 
0 0 3 0 | 9 
0 0 > 8 ] 9 


图 8-76 ”数字 分 析 法 





(5 平方 取 中 法 
对 关键 字 平 方 后 ， 按 散 列 表 大 小 ， 取 中 间 的 若干 位 作为 散 列 地 址 (平方 后 截取 )。 这 种 
方法 适用 于 事先 不 知道 关键 学 的 分 布 且 关键 学 的 位 数 不 是 很 大 的 情况 。 
例 : 敌 列 地 址 为 3 位 ， 则 关键 字 10123 的 敌 列 地 址 为 475: 
10123“=102475129 








(6) 折 苇 法 

将 关键 字 从 左 到 右 分 割 成 位 数 相 等 的 几 部 分 ,将 这 几 部 分 登 加 求 和 ， 取 后 儿 位 作为 散 列 
地 址 。 这 种 方法 适用 于 关键 字 位 数 很 多 ， 事 先 不 知道 关键 学 的 分 布 的 情况 。 折 蕾 法 分 为 移 位 
折 革 和 边界 折 车 两 种 。 移 位 折 针 是 将 分 割 后 的 每 一 个 部 分 的 最 低位 对 章 ， 然 后 相 加 求 和 ; 边 
界 折 闭 如 同 折纸 ， 将 相 令 部 分 沿边 界 来 回 折 炙 ， 然 后 对 章 相 加 。 

例 : 假设 关键 字 为 45 2 07379603， 散 列 地 址 为 3 位。 因为 散 列 地 址 为 3 位 ， 因 此 
将 关键 字 每 3 位 划分 一 块 ， 车 加 后 将 进位 舍 去 ， 移 位 车 加 得 到 的 艇 列 地 址 为 324， 边 界 革 加 
得 到 的 散 列 地 址 为 648， 如 图 8-77 所 示 。 

















(a) 移 位 登 加 





图 8-77” 折 县 法 


(7) 基数 转换 法 
例如 ， 将 十 进 制 数 轻 换 为 其 他 的 进 制 表示 ， 如 345 的 九 进 制 表示 为 423。 另 外 散 列 男 数 
大 多 十 基于 整数 的 ， 如 朱 头 键 子 是 浮 氮 数 ， 可 以 将 关键 子 乘 以 M 并 四 省 五 入 得 到 整数 ， 青 
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使 用 敌 列 函数 ， 或 者 将 关键 字 表 示 为 二 进 制 数 后 再 使 用 散 列 函数 ;如 果 关 键 字 是 字符 ， 可 以 
将 字符 转 换 R 进 制 的 整数 ， 然 后 再 使 用 敌 列 函数 。 

例如 ， 字 符 串 str="asabasarcsar…" 中 有 5 种 字符 ， 字 符 串 的 长 度 不 超过 10"， 求 这 个 字 
从 串 中 有 多 少 个 长 度 为 3 的 不 同 子 串 。 

1) 首先 按 学 符 串 顺序 统计 出 5 种 学 符 ( 不 需要 授 历 整个 串 ， 得 到 5 种 字符 即 可 )， 将 其 
与 数字 对应: 

a—0 

s—1] 

b—2 

== 

c—4 

2) 然后 将 所 有 长 度 为 3 的 子 串 取出 来 ， 根 据 字 符 与 数字 的 对 应 关系 ， 将 其 转换 为 5 进 
制 数 ， 转 换 后 放 入 hash[] 数 组 。hash[] 数 组 为 布尔 数组 ， 初 始 化 为 0， 表示 未 统计 该 子 串 。 

“asa”: 0x5’+1x5'+0x5"=5，hash[5]=1， 计 数 count=1。 

“sab”: 1x5*+0x5'+2x5"=27，hash[27]=1， 计 数 count=2。 
aba”: 0x5"+2x5'+0x5"=10，hash[10]=1， 计 数 count=3。 

“pas”: 2x5°+0x5!'+1x5"=51，hash[51]=1， 计 数 count=4。 

“asa”: 0x5“+1x5+0x5"=5，hash[5] 已 为 1， 表 示 该 子 串 已 统计 过 ， 不 计数 。 

(8) 全 域 散 列 法 

如 果 对 关键 字 了 解 不 多 ， 可 以 使 用 全 域 散 列 法 。 即 将 多 种 备 选 的 散 列 函数 放 在 一 个 集合 
妃 中 ， 在 实际 应 用 中 ， 随 机 选择 其 中 的 一 个 作为 散 列 函数 。 如 采 任 意 两 个 不 同 的 关键 字 
key1z#key2，hash(key1)=hash(key2) 的 黎 列 函数 个 数 最 多 为 |Hl/m, | 为 集合 中 散 列 函数 的 个 数 ， 
m 为 表 长 ， 则 称 玉 是 全 域 的 。 


8.3.2 ”处 理 冲突 的 万 法 


无 论 如 何 设 计 散 列 图 数 ， 都 无 法 避免 冲突 问题 。 如 条 发 生 冲 突 ， 藉 需要 进行 冲突 处 理 。 
冲突 处 理 方法 分 为 3 种 : 开发 地 址 法 、 链 地 址 法 、 建 立 公 共 游 出 区 。 
1， 开 放 地 址 法 
开放 地 址 法 是 在 线性 存储 空间 上 的 解决 方案 ， 也 称 为 财 散 列 。 当 发 生 神 突 时 ， 采 用 冲突 
处 理 方 法 在 线性 存储 衬 间 上 探测 其 他 的 位 置 。 
hash'(key)=(hash(key)+d;)Yom 
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其 中 ，hash(key) 为 原 散 列 函 数 ，hash'(key) 为 探测 函数 ，4; 为 增 量 序列 ，m 为 表 长 。 
根据 增 量 序列 的 不 同 ， 开 放 地 址 法 又 分 为 线性 探测 法 、 二 次 探测 法 、 随 机 探测 法 、 再 敌 
列 法 。 
(1) 线性 探测 法 
线性 探测 法 是 最 简单 的 开发 地 址 法 ， 线 性 探测 的 增 量 序列 如 下 
d=1, …, 11 一 1 


例如 ， 一 组 关键 字 (14, 36, 42, 38, 40, 15, 19, 12, 51, 65, 34, 23)， 若 表 长 为 15， 散 列 函数 
为 hash(key)=key%13， 采 用 线性 探测 法 处 理 冲 突 ， 构 造 该 散 列 表 。 

完美 图 解 

按照 关键 字 顺 序 ， 根 据 散 列 函数 计算 散 列 地 址 ， 如 果 该 地 址 空间 为 空 ， 则 直接 放 入 ， 如 
果 访 地址 空间 已 存 有 数据 ， 则 采用 线性 探测 法 处 理 冲突 。 

1 ) hash(14)=14%13=1， 将 14 放 入 1 号 空间 (下 标 为 1); 

hash(36)=36%13=10， 将 36 放 入 10 号 空间 ; 

hash(42)=429%613=3， 将 42 放 入 3 号 空间 ; 

hash(38)=38%13=12， 将 38 放 入 12 号 空间 。 

如 图 8-78 所 示 。 








xi || ||| | 





比较 次 数 | | | 
图 8-78” 散 列表 
2) hash(40)=40%13=1，1 号 空间 已 存储 数据 ， 采 用 线性 探测 处 理 冲突 。 
hash’'(40)=(hash(40)+qd;)%m, qd;=1, *…, m—l 


di=1: hash'(40)=(1+1)%15=2，2 号 空间 为 宇 ， 将 40 放 入 2 号 空间 。 
即 hash(40)=40%13=1 一 2， 如 图 8-79 所 示 。 


Wen of 1 T2131 41sTel7 slo To Tal 
| je | | | | 
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图 8-79” 散 列表 


3) hash(15)=15%13=2，2 写 空间 已 存储 数据 ， 肥 生 冲 突 ， 采 用 线性 探测 处 理 冲 突 。 
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hash’'(15)=(hash(15)+d;)Y%m, di=1, *…, ml 
di=1: hash'(15)=(2+1)%15=3，3 号 空间 已 存 数据 ， 继 续 线 性 探测 。 
=2: hash'(15)=(2+2)%15=4，4 号 空间 为 衬 ， 将 1$ 放 入 4 号 守 间 。 
即 hash(15)=15%13=2 一 3 一 4， 如 图 8-80 所 示 。 





图 8-80” 散 列表 


4) hash(19)=19%13=6， 将 19 放 入 6 号 空间 。 

hash(12)=12%13=12，12 写 空 间 已 存储 数据 ， 采 用 线性 探测 处 理 冲 突 。 
hash’(12)=(hash(12)+d;)Y%m, di=1, *…, m-—l 

di=1: hash'(12)=(12+1)%15=13，13 号 空间 为 空 ， 将 12 放 入 13 号 空间 。 

即 hash(12)=12%13=12 一 13， 如 图 8-81 所 示 。 


区 四 丁丁 西西 面 丁 面 四面 四 四 四 四 本 
| | 4 425 | 
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图 8-81 ” 散 列 表 


5) hash(51)=51%13=12，12 号 空间 已 存储 数据 ， 采 用 线性 探测 处 理 冲 突 。 
hash’'(S$1)=(hash(S51)+d;)Y%m, di=1, *…, ml 

di=1: hash'(51)=(12+1)%15=13，13 号 空间 已 存 数据 ， 继 续 线 性 探测 。 

d=2: hash"(51)=(12+2)%15=14，14 号 空间 为 空 ， 将 51 放 入 14 号 空间 。 

即 hash(51)=51%13=12 一 13 一 14， 如 图 8-82 所 示 。 


区 四 丁丁 西西 面 町 面 四面 四 四 四 四 本 
| 4925 [9| | | | | 了 本 
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图 8-82” 散 列表 


6) hash(65)=65%13=0， 将 65 放 入 0 号 空间 。 
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hash(34)=34%13=8， 将 34 放 入 8 号 空间 。 
hash(25)=12%13=12，12 号 空间 已 存储 数据 ， 采 用 线性 探测 处 理 冲 突 。 
hash’(25)=(hash(25)+d;)Y%m, di=1, *…, m-—l 


di=1: hash"(25)=(12+1)%15=13，13 号 空间 已 存 数据 ， 继 续 线性 探测 。 
d=2: hash'(25)=(12+2)%15=14，14 号 空间 已 存 数据 ， 继 续 线性 探测 。 
d=3: hash'(25)=(12+3)%15=0，0 号 空间 已 存 数据 ， 继 续 线 性 探测 。 

ds=4: hash'(25)=(12+4)%15=1，1 号 空间 已 存 数 据 ， 继 续 线 性 探测 。 
ds=5: hash'(25)=(12+5)%15=2，2 号 空间 已 存 数 据 ， 继 续 线性 探测 。 
de=6: hash'(25)=(12+6)%15=3，3 号 空间 已 存 数 据 ， 继 续 线 性 探测 。 
d7=7: hash'(25)=(12+7)%15=4，4 号 空间 已 存 数据 ， 继 续 线性 探测 。 
ds=8: hash'(25)=(12+8)%15=5，5 号 宇 间 为 宇 ， 将 25 放 入 5 号 空间 。 

即 hash(25)=25%13=12 一 13 一 14 一 0 一 1 一 2 一 3 一 4 一 5， 如 图 8-83 所 示 。 








— 
人 二 一 


一 一 
全 -一 


一 一 
人 一 





一 一 
人 二 一 
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图 8-83” 散 列表 


注意 : 线性 探测 法 很 简单 ， 只 要 有 空间 ， 束 一 定 能 够 探测 到 位 置 。 但 是 ， 在 处 理 冲 突 的 
过 程 中 ， 会 出 现 非 同 义 词 之 间 对 同一 个 散 列 地 址 争夺 的 现象 ， 称 为 “堆积 ”。 例 如 ， 图 8-83 
中 的 25 和 38 是 同义词 ，25 和 12、51、65、14、40、42、15 均 非 同义词 ， 却 探测 了 9 次 才 
找到 合适 的 位 置 ， 堆 积 大 大 地 降低 了 查找 效率 。 

性 能 分 析 

。 但 找 成 功 的 平均 查找 长 度 。 

假设 查找 的 概率 均等 (12 个 关键 字 ， 每 个 关键 字 碍 找 概率 为 /12)， 查 找 成 功 的 平均 但 
找 长 度 等 于 所 有 关键 字 人 查找 成 功 的 比较 次 数 c 乘 以 得 找 概率 pi; 之 和 。 











ASL,.. 和 Spec 
i=] 


从 图 8-83 中 可 以 看 出 ，1 次 比较 成 功 的 有 7 个 ，2 次 比较 成 功 的 有 2 个 ，3 次 比较 成 功 
的 有 2 个 ，9 次 比较 成 功 的 有 1 个 ， 乘 以 得 找 概率 求 和 ， 因 为 得 找 概率 均 为 112， 也 可 以 理 
解 为 比较 次 数 求 和 后 除 以 关键 字 个 数 12。 其 得 找 成 功 的 平均 查找 长 度 如 下 : 

ASLoec = (1X742xX2+3x219)/12=4/3 
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。 得 找 失 败 的 平均 得 找 长 度 。 

本 题 中 他 列 图 数 为 hash(key)=key%13， 计 算得 到 的 敌 列 地 址 为 0，1，…，12， 一 共有 13 
种 情况 。 那 么 束 有 13 种 失败 的 情况 ， 人 查找 失败 的 平均 奔 找 长 度 等 于 所 有 关键 学 人 查找 失败 的 
比较 次 数 ci; 乘 以 查找 概率 pj 之 和 。 











ASL,see > Pp i Ci 
i=1 





当 hash(key)=0 时 ， 如 果 该 空间 为 空 ， 则 比较 1 次 即 可 确定 查找 失败 ， 如 果 该 空间 非 空 ， 
关键 字 又 不 相等 ， 则 继续 按照 线性 探测 癌 后 查找 ， 直 到 遇 到 空 时 ， 才 确定 查找 失败 ， 计 算 比 
较 次 数 。 类 似 地 ，hash(key)= 1，…, 12 时 也 如 此 计算 。 

本 题 的 天 列表 如 图 8-84 所 示 。 
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图 8-84” 散 列表 


hash(key)=0: 从 该 位 置 癌 后 一 直 比 较 到 7 时空 ， 比 较 8 次 。 

hash(key)=1: 从 该 位 置 癌 后 一 直 比 较 到 7 时 空 ， 比 较 7 次 。 

hash(key)=2: 从 该 位 置 癌 后 一 下 比较 到 7 时 衬 ， 比 较 6 次 。 

hash(key)=3: 从 该 位 置 癌 后 一 直 比 较 到 7 时空 ， 比 较 5 次 。 

hash(key)=4: 从 该 位 置 问 后 一 下 比较 到 7 时空， 比较 4 次 。 

hash(key)=5: 从 该 位 置 癌 后 一 下 比较 到 7 时空 ， 比 较 3 次 。 

hash(key)=6: 从 该 位 置 癌 后 一 下 比较 到 7 时空 ， 比 较 2 次 。 

hash(key)=7: 该 位 置 宇 ， 比 较 1 次 。 

hash(key)=8: 从 该 位 置 癌 后 一 直 比 较 到 9 时空， 比较 2 次 。 

hash(key)=9: 该 位 置 军 ， 比 较 1 次 。 

hash(key)=10: 从 该 位 置 癌 后 一 直 比 较 到 11 时 空 ， 比 较 2 次 。 

hash(key)=11: 该 位 置 宇 ， 比 较 1 次 。 

hash(key)=12: 从 该 位 置 问 后 比较 到 表 尾 ， 再 从 表 头 开始 同 后 比较 〈 像 循环 队列 一 样 )， 
一 直 比 较 到 7 时 空 ， 比 较 11 次 。 

假设 得 找 失 败 的 概率 均等 〈13 种 失败 情况 ， 每 种 情况 的 概率 为 113)， 查 找 失 败 的 平 
均 碍 找 长 度 等 于 所 有 关键 字 的 个 找 失 败 的 比较 次 数 乘 以 概率 之 和 。 其 查找 失败 的 平均 得 找 
长 度 为 : 
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代码 实现 
int H(int key)// 散 列 函 数 


return key$s13; 


int Linedetect (int HT[],int HO,int key,int &cnt) 


jnt Hi; 
for (int i=1;1i<m;++1) 
{ 
CDn 七 十 十 ， 
Hi=(HO+i)sm; // 按 照 线 性 探测 法 计算 下 一 个 黎 列 地 址 Hi 
工 二 台 林家 | HaNULLRKEY) 
return Hi;  // 帮 单元 Hi 为 空 ， 则 所 查 元 素 不 存在 
else if (HTI[Hi]==key) 
return Hi; // 若 单元 Hi 中 元 素 的 关键 字 为 key 














} 


return -1，; 


bool InsertHash (int HT[],int key) 
{ 
int HO=H (key); / /根据 散 列 函数 日 (key) 计算 散 列 地 址 
jnt Hi=-1,cnt=1; 
ijf (HTI[HO|]==NULLKEY) 
{ 
HCI[HO]=1; // 统 计 比 较 次 数 
HT [HO] =key; // 若 单元 H0 为 室 ， 放 入 
return 1; 
} 
else 
{ 
Hi=Linedetect (HT, HO, key, cnt);// 线 性 探测 
//Hi=Seconddetect (HT, HO0, key, cnt)7y/ /二 次 探测 
ijf((Hi!=-1)&& (HTIHi]==NULLKEY)) 
| 
HC[H1i]=cnt; 
HT[Hi]=key;// 葫 单元 Hi 为 空 ， 放 入 
return 1; 


} 


return 0， 
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} 


int SearchHash (int HT[],int key) 
{ 








// 在 散 列 表 HT 中 查找 关键 学 为 key 的 元 素 ， 寿 得 找 成 功 ， 返 回 散 列表 的 单元 标号 ， 人 否则 返回 -1 
int H0=H (key); // 根 据 散 列 函 数 H (key) 计算 散 列 地 址 
int Hi,cnt=1; 
if (HT[HO]==NULLKEY) // 大 单元 H0 为 斌 ， 则 所 查 元 素 不 存在 
return -1; 
else if (HT[H0O]==key)// 帮 单元 H0 中 元 素 的 关键 字 为 key， 则 查找 成 功 
{ 











cout<<" 查 找 成 功 ， 比 较 次 数 ; "<<cnt<<endl; 
return HO; 
} 
else 
{ 
Hi=Linedetect (HT, HO, key, cnt) ， 
if (HT[Hi]==key) // 若 单元 Hi 中 元 素 的 关键 字 为 key， 则 查找 成 功 
1 





COout<< "查找 成 功 ， 比较 次 数 : "<<cnt<<endl; 
return Hi; 


} 


else 


return -1l1;  // 若 单元 Hi 为 空 ， 则 所 查 元 素 不 存在 








} 


(2) 二 次 探测 法 

二 次 探测 法 采用 前 后 跳跃 式 探测 的 方法 ， 发 生 冲 突 时 ， 癌 后 1 位 探测 ， 回 前 1 位 探测 ， 
向 后 2 位 探测 ， 向 前 2 位 探测 …… 跳 跃 式 探测 ， 避 免 堆积 。 

二 次 探测 的 增 量 序列 为 如 下 。 

d=1°, 一 1 2 -2 —K (KESm/2) 

例如 ， 一 组 关键 字 (14，36，42，38，40，15，19，12，51，65，34，25 )， 若 表 长 为 
15， 散 列 函数 为 hash(key)=Kkey%13， 采 用 二 次 探测 法 处 理 冲 突 ， 构 造访 敌 列 表 。 

完美 图 解 

按照 关键 字 顺 序 ， 根 据 散 列 函数 计算 散 列 地 址 ， 如 果 该 地 址 空间 为 空 ， 则 直接 放 入 ， 如 
果 访 地址 空间 已 存 有 数据 ， 则 采用 线性 探测 法 处 理 冲突 。 

1) hash(14)=14%13=1， 将 14 放 入 1 号 空间 (下 标 为 1)。 

hash(36)=36%13=10， 将 36 放 入 10 号 空间 。 

hash(42)=429%613=3， 将 42 放 入 3 号 空间 。 
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hash(38)=38%13=12， 将 38 放 入 12 号 空间 。 
如 图 8-85 所 示 。 
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图 8-85” 散 列表 
2) hash(40)=40%13=1，1 号 空间 已 存储 数据 ， 采 用 二 次 探测 处 理 冲 突 。 
hash"(40)=(hash(40)+qd)%m, de1’,—1”, 2°,—2°, *…, ke, hk (km/2) 
di=1”: hash"(40)=(1+1”)%15=2，2 号 空间 为 空 ， 将 40 放 入 2 号 空间 。 
即 hash(40)=40%13=1 一 2， 如 图 8-86 所 示 。 
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图 8-86 ” 散 列 表 


3) hash(15)=15%13=2，2 写 空 间 已 存储 数据 ， 友 生 冲 突 ， 采 用 二 次 探测 处 理 冲 突 。 
hash’"(15)=(hash(15)+q)%m, d=1”,—1”, 2 »%°, ke, —K (km/2) 

di=1”: hash"(15)=(2+1”)%15=3，3 号 空间 已 存 数据 ， 继 续 二 次 探测 。 

d;=-1”: hash(15)=(2-1”)%15=1，1 号 空间 已 存 数据 ， 继 续 二 次 探测 。 

心 =2-: hash"(15)=(2+2”)%15=6，6 号 空间 为 室 ， 将 15 放 入 6 号 空间 。 

即 hash(15)=15%13=2 一 3 一 1 一 6， 如 图 8-87 所 示 。 


Wo of 1 T2314TsTeT7 Ts Ts To pels 
| 0 | 国 9 
wow 2 


图 8-87 ” 散 列 表 





4) hash(19)=19%13=6，6 写 空 间 已 存储 数据 ， 采 用 二 探测 处 理 冲突 。 
di=1”: hash"(19)=(6+1”)%15=7，7 号 空间 为 空 ， 将 19 放 入 7 号 空间 。 
即 hash(19)=19%13=6 一 7。 
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hash(12)=12%13=12，12 号 空间 已 存储 数据 ， 采 用 二 次 探测 处 理 冲 突 。 
di=1“: hash(12)=(12+1”)%15=13，13 号 空间 为 空 ， 将 12 放 入 13 号 空间 。 
即 hash(12)=12%13=12 一 13， 如 图 8-88 所 示 。 


Wo of 1 T2131 41sTel7 [so To Teall 
| M0 | | | 2 3 





比较 次 数 | | 1 | 2 1 | 412| ji2 
图 8-88” 散 列表 
5) hash(51)=51%13=12，12 号 空间 已 存储 数据 ， 采 用 二 次 探测 处 理 冲 突 。 
di=1”: hash'(51)=(12+1”)%15=13，13 号 空间 已 存 数据 ， 继 续 二 次 探测 。 
d=-1“: hash'(51)=(12-1”)%15=11，11 号 空间 为 空 ， 将 51 放 入 11 号 空间 。 
即 hash(51)=51%13=12 一 13 一 11， 如 图 8-89 所 示 。 


WoHe] of 1 T2131 41sTel7 [slo ToraTsT 
| 402 | | | 25 四 3822 
wow lal 


图 8-89” 散 列表 





6) hash(65)=65%13=0， 将 65 放 入 0 号 空间 。 
hash(34)=34%13=8， 将 34 放 入 8 号 空间 ， 如 图 8-90 所 示 。 


区 加西 面 西西 面 町 面 四面 四 四 四 四 本 
x 0 | | :5| 本 | 26|51| 2382 





[7 加西 四 看 面 硬 面 看 西 面 四 加 四 可 


图 8-90” 散 列表 


7) hash(25)=25%13=12，12 号 空间 已 存储 数据 ， 采 用 二 探测 处 理 冲 突 。 
注意 : 二 次 探测 过 程 中 如 果 二 次 探测 地 址 为 负 值 ， 则 加 上 表 长 即 可 。 
di=1”: hash"(25)=(12+1”)%15=13， 已 存 数据 ， 继 续 二 次 探测 。 

d=-1”: hash"(25)=(12-1”)%15=11， 已 存 数据 ， 继 续 二 次 探测 。 

d=2”: hash"(25)=(12+2”)%15=1， 已 存 数据 ， 继 续 二 次 探测 。 

dj=-2 :hash'(2$)=(12-22%15$=8， 已 存 数 据 ， 继 续 二 次 探测 。 
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ds=3”: hash"(25)=(12+3”)%15=6， 已 存 数据 ， 继 续 二 次 探测 。 

de=-4*: hash"(25)=(12-3”)%15=3， 已 存 数据 ， 继 续 二 次 探测 。 

dj=4*: hash"(25)=(12+4”)%15=13， 已 存 数据 ， 继 续 二 次 探测 。 

da-4“: hash(25)=(12-42%15=-4，-4+15$=11， 已 存 数据 ， 继 续 二 次 探测 。 

do=$-: hash'(25)=(12+5”)%15=7， 己 存 数据 ， 继 续 二 次 探测 。 

dio=-5*: hash"(25)=(12-5”)%15=-13，--13+15=2， 已 存 数据 ， 继 续 二 次 探测 。 

di1=6”: hash"(25)=(12+6”)%15=3， 己 存 数据 ， 继 续 二 次 探测 。 

dis=-6*: hash'(25)=(12-6”)%15=-9，-9+15=6， 已 存 数 据 ， 继 续 二 次 探测 。 

di3=7“: hash'(25)=(12+7”)%15=1， 已 存 数据 ， 继 续 二 次 探测 。 

dis=-7*: hash'(25)=(12-7”)%15=-7，-7+15=8， 已 存 数据 ， 继 续 二 次 探测 。 

即 12 一 13 一 11 一 1 一 8 一 6 一 3 一 13 一 11 一 7 一 2 一 3 一 6 一 1 一 8。 

已 探测 到 (my/2)， 还 没 找到 位 置 ， 探 测 结束 ， 存 储 失 败 ， 此 时 仍 有 4 个 空间 ， 却 探测 
失败 。 

注意 : 二 次 探测 法 是 跳跃 式 探测 , 效率 较 高 , 但 是 会 出 现 明明 有 空间 却 探测 不 到 的 情况 ， 
因而 存储 失败 ， 而 线性 探测 只 要 有 空间 就 一 定 能 够 探测 成 功 。 


代码 实现 
int Seconddetect (int HT[],int HO,int key,int &cnt) 
t 











Et 于 
for(int i=1;i<=m/2;++i) 
{ 
作证 让 和 玉生 
nt 二 = 二 
(QO np 
Hi=(H0+i1) Sm; // 按 照 线性 探测 法 计算 下 一 个 散 列 地 址 Hi 
if (HT[Hi]==NULLKEY)// 若 蛙 元 Hi 为 空 ， 则 所 查 元 素 不 存在 
return Hi; 
else if (HT[Hi]==key)// 若 单元 Hi 中 元 素 的 关键 字 为 key 


EE, Hi: 

















下 从 共计 字 
Hi=(H0+i2)s%sm; // 按 照 线性 探测 法 计算 下 一 个 散 列 地 址 Hi 
if (Hi<0) 

Hi+=m; 








if (HT [Hi]==NULLKEY)// 奉 单元 Hi 为 空 ， 则 所 查 元 素 不 存在 
return Hi; 
else if (HT[Hi]==key)// 阁 单元 Hi 中 元 素 的 关键 字 为 key 


etn Hl: 





} 


return -1，} 
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} 


(3) 随机 探测 法 
随机 探测 法 采用 伪 随 机 数 进行 探测 ， 利 用 随机 化 避免 堆积 。 随 机 探测 的 增 量 序列 为 : 
dF 伪 随机 序列 
(4) 再 散 列 法 
当 通 过 散 列 函数 得 到 的 地 址 发 生 冲 突 时 ， 再 利用 第 二 个 散 列 函数 处 理 ， 称 为 双 散 列 法 。 
再 散 列 法 的 增 量 序列 为 : 





d=hash,(key) 

注意 : 开放 地 址 法 处 理 神 突 时 ， 不 能 随便 删除 表 中 的 元 素 ， 奉 删除 元 素 会 截断 其 他 后 续 
元 聚 的 租 找 ， 因 为 在 得 找 过 程 中 ， 遇 到 竺 了 驶 会 返回 答 找 失败 ， 因 此 大 要 删除 一 个 元 闲 ， 可 以 
做 一 个 删除 标记 ， 标 记 其 已 被 删除 。 

2. 链 地 址 法 

链 地 址 法 又 称 为 拉链 法 。 如 果 不 同 关键 字 通 过 散 列 函数 映射 到 同一 地 址 ， 这 些 关 键 字 为 
同义词 ， 将 所 有 的 同义词 存储 在 一 个 线性 链表 中 。 碍 找 、 插 入 、 删 除 操作 主要 在 这 个 链表 中 
进行 ， 拉 链 法 适用 于 经 音 进 行 插入 、 删 除 的 情况 。 

例如 ， 一 组 关键 字 (14, 36, 42, 38, 40, 15, 19, 12, 51, 65, 34, 25)， 若 表 长 为 15， 散 列 函 
数 为 hash(key)=key%13， 采 用 链 地 址 法 处 理 冲 突 ， 构 造 该 散 列 表 。 

完美 图 解 

按照 关键 字 顺 序 ， 根 据 散 列 函数 计算 散 列 地 址 ， 如 果 该 地 址 空间 为 空 ， 则 直接 放 入 ; 如 
果 访 地址 空间 已 存 有 数据 ， 则 采用 链 地 址 法 处 理 冲突 。 

hash(14)=14%13=1， 放 入 1 号 空间 后 面 的 单 链表 中 。 

hash(36)=36%13=10， 放 入 10 号 空间 后 面 的 单 链表 中 。 

hash(42)=42%13=3， 放 入 3 号 空间 后 面 的 单 链表 中 。 

hash(38)=38%13=12， 放 入 12 号 空间 后 面 的 单 链 表 中 。 

hash(40)=40%13=1， 放 入 1 号 空间 后 面 的 单 链表 中 。 

hash(15)=15%13=2， 放 入 2 号 空间 后 面 的 单 链表 中 。 

hash(19)=19%13=6， 放 入 6 号 空间 后 面 的 单 链表 中 。 

hash(12)=12%13=12， 放 入 12 号 空间 后 面 的 单 链 表 中 。 

hash(51)=51%13=12， 放 入 12 号 空间 后 面 的 单 链 表 中 。 

hash(65)=65%13=0， 放 入 0 号 空间 后 面 的 单 链 表 中 。 

hash(34)=34%13=8， 放 入 8 号 空间 后 面 的 单 链 表 中 。 

hash(25)=25%13=12， 放 入 12 号 空间 后 面 的 单 链 表 中 。 
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如 图 8-91 所 示 。 
1 次 比较 成 功 
2 次 比较 成 功 
图 8-91 ” 散 列 表 
性 能 分 析 





(1) 查找 成 功 的 平均 查找 长 度 

假设 查找 的 概率 均等 (12 个 关键 字 ， 每 个 关键 字符 找 概率 为 /12)， 查 找 成 功 的 平均 但 
找 长 度 等 于 所 有 关键 字 的 比较 次 数 乘 以 查找 概率 之 和 。 

从 图 8-91 中 可 以 看 出 ，1 次 比较 成 功 的 有 8 个 ，2 次 比较 成 功 的 有 2 个 ，3 次 比较 成 功 
的 有 1 个 ，4 次 比较 成 功 的 有 1 个。 其 查找 成 功 的 平均 查找 长 度 为 : 

4SL =(1x8+2x2+3+4J/12=19/12 

(2) 查找 失败 的 平均 查找 长 度 

本 题 中 他 列 图 数 为 hash(key)=key%13， 计 算得 到 的 琶 列 地 址 为 0，1，…，12， 一 共有 13 
种 情况 。 

假设 得 找 失 败 的 概率 均等 〈13 种 失败 情况 ， 每 种 情况 的 概率 为 /13)， 但 找 失 败 的 平均 
得 找 长 度 等 于 所 有 关键 宇 的 得 找 失 败 的 比较 次 数 乘 以 概率 之 和 。 

当 hash(key)=0 时 ， 如 果 该 空间 为 空 ， 则 比较 1 次 即 可 确定 查找 失败 ;， 如 果 该 空间 非 
空 ， 则 在 其 后 面 的 单 链表 中 查找 ， 直 到 空 时 ， 确 定 查 找 失 败 。 如 果 单 链表 中 有 两 个 节点 ， 
则 需要 比较 3 次 才能 确定 查找 失败 。 类 似 地 , hash(key)= 1,，…, 12 时 也 如 此 计算 , 如 图 8-92 
所 示 。 

在 图 8-92 中 ，5 个 空 ， 比 较 1 次 失败 ; 6 个 含有 1 个 节点 ， 比 较 2 次 失败 ; 1 个 含 
2 个 节点 ， 比 较 3 次 失败 ; 1 个 含有 4 个 节点 ， 比 较 5 次 失败 。 其 查找 失败 的 平均 查找 长 
度 为 : 
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ASLnsucc=(1xXS+2x6+3+5)/13=25/13 





0| 寸 *L65TA 3 次 比较 失败 
1 了 3 \ | 
2| ” 
3 | 才 [L42TA 
4 
5 KA 
6 | -- 
7 
8 
0 5 次 比较 失败 
11 
天、 请 一 
12| -S338T 12| 了 5 43251 人 | > 
图 8-92” 散 列表 


3. 建立 公共 溢出 区 

除了 以 上 处 理 冲 突 的 方法 之 外 ， 也 可 以 建立 一 个 公共 溢出 区 ， 发 生 冲 突 时 ， 将 关键 字 
放 入 公共 谥 出 区 中 。 和 碍 找 时 ， 先 根据 竺 得 找 关 键 字 的 散 列 地 址 ， 在 散 列 表 中 得 找 ， 如 宁 为 
衬 ， 则 得 找 失 败 ， 如 果 非 空 且 关键 学 不 相等 ， 则 a 到 公共 洲 出 区 中 查找 ; 如 果 仍 未 找到 ， 则 
查找 失败 。 


8.3.3 ”和 敬 列 查找 及 性 能 分 析 

散 列表 虽然 建立 了 关键 字 和 存储 位 置 之 间 的 直接 映像 ， 但 冲突 不 可 避免 。 在 散 列 表 的 碍 
找 过 程 中 ， 有 的 关键 字 可 以 通过 直接 定 址 1 次 比较 找到 ， 有 的 关键 字 可 能 仍然 需要 和 若干 个 
关键 字 比 较 ， 查 找 不 同 关 键 字 的 比较 次 数 不 同 ， 因 此 散 列 表 的 查找 效率 通过 平均 查找 长 度 衡 
量 。 其 查找 效率 取决 于 3 个 因素 ， 即 散 列 函数 、 装 填 因 子 和 处 理 神 突 的 方法 。 

1. 散 列 函数 

衡量 散 列 函数 好 坏 的 标准 是 : 简单、 均匀 。 即 散 列 函数 计算 人 简单， 可 以 将 关键 学 均匀 地 
映射 到 艇 列表 中 ， 避 免 大 量 关 键 字 肾 集 在 一 个 地 方 ， 发 生 冲 突 的 可 能 性 束 小 。 

2. 装填 因子 

散 列 表 的 闭 填 因子 如 下 : 



































_ 表 中 填 入 的 记录 数 
数列 表 的 长 度 


效 填 因子 反映 敬 列 表 的 状 满 程度 ，a 越 小 ， 发 生 冲 突 的 可 能 性 越 小 ， 反 之 ，a 越 大 ， 友 
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生 冲 突 的 可 能 性 越 大 。 例如 , 表 中 填 入 的 记录 数 为 12, 表 长 为 15， 则 装填 因子 g=12/15=0.8; 
如 果 装 入 的 记录 数 为 3， 则 装填 因子 ga=3/15=0.2。 表 长 为 15 的 情况 下 ， 只 装 入 3 个 记录 ， 
那么 发 生 冲 突 的 可 能 性 大 大 降低 。 但 是 装填 因子 过 小 ， 也 会 造成 空间 浪费 。 
3. 处 理 冲 突 的 方法 
散 列 表 处 理 冲 突 的 方法 不 同 ， 其 平均 查找 长 度 的 数学 期 户 也 不 同 ， 如 表 8-1 所 示 。 
表 8-1 处 理 冲 突 方法 比较 


处 理 冲突 方法 i 
一 一 CQ 
i 
访 (24 











平均 查找 长 度 












二 次 探测 法 In(1+Cw) 


] 
链 地 址 法 1+ Se 








表 8-1 中 得 找 成 功 和 奏 找 失败 的 平均 得 找 长 度 是 数学 期 望 下 的 值 ， 从 数学 期 望 络 琳 可 以 
看 出 ， 散 列表 的 平均 奉 找 长 度 与 装填 因子 有关， 而 与 关键 字 个 数 无 关 。 不 管 天 键 子 个 数 半 有 
多 大 ， 者 可 以 选择 一 个 合适 的 装填 因子 ， 将 平均 得 找 长 度 限 定 在 一 个 可 接受 的 范围 内 。 

注意 : 针对 具体 的 关键 学 序列 ， 其 得 找 成 功 和 答 找 失败 的 平均 奋 找 长 度 不 可 以 用 此 数学 
期 望 公式 计算 。 

平均 查找 长 度 计算 方法 如 下 。 

在 合 找 概率 均等 的 前 提 下 ， 通 过 以 下 公式 计算 查找 成 功 和 但 找 失 败 的 平均 俘 找 长 度 。 

查找 成 败 的 平均 查找 长 度 为 : 



































ASLsucc= > C, 
7 ;=1 


其 中 ，n 为 天 键 子 个 数 ，ci 为 第 i 个 关键 子 俘 找 成 功 时 所 甫 的 比较 次 数 。 
查找 失败 的 平均 查找 长 度 为 : 





ASLunsucc= a > 加 





其 中 , 7 为 做 列 函数 映射 地 址 的 个 数 ，c; 为 映射 地 址 为 地 时 得 找 失 败 的 比较 次 数 。 

例如 : hash(key)=key mod 13， 那 么 散 列 函数 的 映射 地 址 为 0~12， 一 共 13 个 ， 盖 13。 计 
算 查 找 失 败 的 比较 次 数 时 ， 不 管 时 线性 探测 、 二 次 探测 、 还 是 链 地 址 ， 遇 到 空 才 会 停止 ， 空 
也 算 作 一 次 比较 。 
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8.4 EEEEE 

1. 本 章 内 容 小 结 

伍 找 分 为 线性 表 的 查找 、 树 表 的 但 找 和 航 列 表 的 合 找 ， 如 图 8-93 所 示 。 
顺序 和 伍 找 
折 半 但 找 
二 又 查找 树 
平衡 二 又 得 找 树 


虑 性 表 碍 找 | 


查找 网 表 碍 找 


散 列 表 查 找 
图 8-93 ”查找 算法 


2. 各 种 查找 算法 的 比较 

1) 顺序 查找 (无 序 ， 顺 序 、 链 式 存储 均 可 〉 查找 和 插入 效率 均 为 O(n)。 

2) 二 分 碍 找 〈 有 序 ， 顺 序 存 储 ) 得 找 效率 为 O(logn)， 插 入 的 效率 为 O(n)。 

3) 二 又 查 找 树 查找 和 插入 效率 平均 为 O(logn)， 可 以 进行 高 效 地 查找 和 插入 操作 。 但 是 
二 又 查找 树 最 坏 的 情况 下 查找 和 插入 的 效率 为 O(n)， 因 此 引入 “平衡 ”。 

4) 平衡 二 又 查找 树 ， 其 最 坏 和 平均 情况 下 但 找 和 插入 的 效率 均 为 O(logn)。 

5) 散 列 表 能 够 快速 地 查找 和 插入 常见 数据 类 型 的 数据 ， 对 其 他 数据 类 型 需要 相应 的 转 
换 。 其 查找 和 插入 的 效率 与 处 理 冲 突 的 方法 有 关 ， 不 同 的 冲突 处 理 方 法 效率 不 同 。 

各 种 查找 算法 的 比较 如 表 8-2 所 示 。 

表 8-2 ”查找 算法 比较 


查找 北 变 效率 是 合 文 韦 性 操 
插入 效率 是 否 支持 有 序 性 操作 


二 又 查找 树 O(logn) 





知 | 各 | 各 | 玛 


区 
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排序 是 日 常生 活 中 经 常用 到 的 ， 例 如 考试 排名 、 招 聘 选 拔 、 轻 重 缓急 事务 安排 等 。 排 
序 也 是 计算 机 程序 设计 中 的 重要 操作 ， 它 将 一 个 无 序 的 序列 ， 按 照 关 键 字 排 列 为 一 个 有 序 
的 序列 。 

1. 有 序 性 

有 序 通 常 分 为 非 递 增 和 非 递 减 ， 这 是 比较 专业 的 术语 。 弟 增 一 般 是 指 严 格 的 递增 ， 即 后 
一 个 元 系 必 须 比 前 一 个 元 素 大 ,不 允许 相等 。 那 么 非 递增 呢 ? 非 递 增 是 指 后 一 个 元 素 必 须 比 
前 一 个 元 条 小 部 并 州 全 。 其 实 ; 非 弟 增 克 是 介 计 元 条 让 守 的 弟 城 ; 同 进 ; 非 递 闫 砚 是 介 许 
元 素 相 等 的 递增 。 

排序 是 按照 关键 字 进 行 排 列 的 ， 一 个 记录 (元 素 ) 如 果 包 含 多 个 关键 字 ， 就 需要 指明 按 
照 哪 个 关键 字 排 序 。 如 图 9-1 所 示 ， 排 序 时 需要 指明 按 学 号 排序 ， 还 是 按 成 绩 排 序 。 





























140684032 





140695016 
40684029 














140684023 




















图 9-1 学 生成 绩 


一 个 记录 通常 可 以 包含 多 个 关键 字 ， 本 书 为 了 重点 讲述 排序 算法 ， 以 一 个 记录 只 包含 一 
个 整数 型 关键 字 为 例 。 

2. 稳定 性 

当 排 序 的 关键 学 值 相 等 时 ， 如 按 成 绩 排 序 ， 如 图 9-1 所 示 ， 王 斌 和 李冰 的 成 绩 都 是 72， 
排序 前 王 斌 在 李冰 的 前 面 ， 排 序 后 仍然 保持 王 斌 在 李冰 的 前 面 ， 那 么 该 排序 方法 是 稳定 的 ; 
如 条 排序 后 ， 王 斌 在 李冰 的 后 面 了 ， 那 么 该 排序 方法 是 不 稳定 的 。 排 序 的 稳定 性 是 指 当 关键 
字 相 每 时 ， 排 序 前 后 的 位 置 变 化 。 

3. 内 部 排序 和 外 部 排序 

内 部 排序 是 数据 记录 在 内 存 中 进行 排序 。 外 部 排序 是 因 排 序 的 数据 很 大 ， 内 存 一 次 不 能 
容纳 全 部 的 排序 记录 ， 在 排序 过 程 中 需要 访问 外 存 。 

4. 内 部 排序 算法 的 分 类 

内 部 排序 算法 根据 主要 操作 又 分 为 插入 排序 、 交 换 排 序 、 选 择 排 序 、 归 并 排序 、 分 配 排 
序 五 大 类 ， 如 图 9-2 所 示 。 
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插入 排序 : 直接 插入 排序 、 希 尔 排 序 

交换 排序 : 骨 泡 排序 、 快 速 排序 
门 部 排序 1 选择 排序 ， 简单 选择 排序 、 堆 排序 

归并 排序 

分 配 排序 : 桶 排序 、 基 数 排序 





排序 


外 部 排序 
9-2 ”内 部 排序 


本 书 主 要 讲述 内 部 排序 算法 ， 如 对 外 部 排序 感 兴趣 可 以 参考 其 他 资料 。 


9.1 EEEE 


插入 排序 的 思想 是 每 次 将 一 个 每 排序 的 记录 , 按 其 关键 字 大 小 插入 已 经 排 好 序 的 数据 序 
列 中 ， 你 持 数据 序列 仍然 有 序 。 将 竺 排序 记录 插入 有 序 序列 的 过 程 中 ， 需 要 奉 找 搬入 位 置 。 
根据 得 找 方法 不 同 ， 分 为 直接 插入 排序 、 和 布尔 排 序 。 


9.1.1 有 直接 插入 排序 


直接 捅 入 排序 是 最 简单 的 排序 方法 ， 每 次 将 一 个 竺 排序 的 记录 ， 择 入 已 经 排 好 序 的 数据 
序列 中 ， 得 到 一 个 新 的 长 度 增 1 的 有 序 表 ， 如 网 9-3 所 示 。 




















己 经 有 序 序列 符 排 序 记 录 
本，a 
插入 后 保持 有 序 


图 9-3 直接 插入 排序 
算法 步 又 
1) 设 竺 排序 的 记录 存储 在 数组 xr[1..n] 中 ， 可 以 把 第 一 个 记录 x[] 看 作 一 个 有 序 序列 。 
2) 依次 将 rl] (二 2，…，n) 插入 已 经 排 好 序 的 序列 r[1..i-1] 中 ， 并 保持 有 序 性 。 
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完美 图 解 
例如 ， 利 用 直接 插入 排序 算法 对 序列 {12, 2, 16, 30, 28, 10, 16 , 20, 6, 18} 进行 非 递减 排序 。 
1) 初始 状态 ， 把 x[1] 看 作 一 个 有 序 序列 ， 如 图 9-4 所 示 。 


已 经 有 序 序列 





3 0 基 8 9 10 


] 2 3 才 
SN 
2 16 | 30 | 28 |10 |16 | 20 

Cy 


图 9-4 ”直接 插入 排序 过 程 1 








2) 将 r[2] 择 入 有 序 序列 r[1]， 择 入 之 前 首先 和 前 一 个 记录 比较 ， 如 图 9-5 所 未 。 


已 经 有 序 序列 。 待 排序 记录 
5 6 7 8 9 10 





0 ] 2 3 4 
of PIs TT Tel eT Te 


图 9-5 ”直接 插入 排序 过 程 2 
。 7[2]<r[1]， 则 将 r[2] 暂 存 到 x[0] 中 ，7x[1] 后 移 一 位 ， 如 图 9-6 所 示 。 
r[2] 暂 存 到 x[0] r[1] 后 移 一 位 





图 9-6 直接 插入 排序 过 程 3 





。 然后 将 x[0] 中 的 记录 放 入 r[1]， 得 到 一 个 有 序 序列 r[1..2]， 如 图 9-7 所 示 。 


已 经 有 序 序列 
Ll 


8 9 10 


0 7 
Tel] oT 


图 9-7 ”直接 插入 排序 过 程 4 








3) 将 r[3] 插 入 有 序 序列 r[1..2]， 插 入 之 前 首先 和 前 一 个 记录 比较 ， 如 图 9-8 所 示 。 


已 经 有 序 序列 行 排序 记录 
I 


4 和, 6 yd 
TT Te TTT 


图 9-8 ”直接 插入 排序 过 程 5 





。 [3]>r[2]， 则 什么 都 不 做 ， 得 到 有 序 序列 xr[1..3]。 
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4) 将 r[4] 插 入 有 序 序列 xr[1..3]， 插 入 之 前 首先 和 前 一 个 记录 比较 ， 如 图 9-9 所 示 。 
己 经 有 序 序列 待 排序 记录 





4 S 6 J 
2 28 10 16 20 18 
“6 砚 


图 9-9 直接 插入 排序 过 程 6 


。 1[4]>r[3]， 则 什么 都 不 做 ， 得 到 有 序 序列 r[1..4]。 





5) 将 7y[$] 插 入 有 序 序列 x[1..4]， 插 入 之 前 首先 和 前 一 个 记录 比较 ， 如 图 9-10 所 示 。 


es 0 
4 8 9 10 


no PT ATT TT 


ee 直接 插入 排序 过 程 7 





。 x[5]<r[4]， 则 将 xr[5] 暂 存 到 x[0] 中 ，x[4] 后 移 一 位 ， 如 图 9-11 所 示 。 


r[5] 蜀 存 到 x[0] r[4] 后 移 一 位 
| 剖 3 4 5 人 9 10 





图 9-11 直接 插入 排序 过 程 8 





e。 7[3]<r[0]; 无 须 移动 , 将 r[0] 中 的 记录 放 入 r[4], 得 到 一 个 有 序 序列 r[1..3]， 如 图 9-12 
所 示 。 


已 经 有 序 序列 


9 10 





图 9-12 ”直接 插入 排序 过 程 9 





6) 将 x[6] 插 入 有 序 序列 [1..5]， 捅 入 之 前 首先 和 前 一 个 记录 比较 ， 如 图 9-13 所 示 。 


已 经 有 序 序列 行 排序 记录 
‘© 





图 9-13 直接 插入 排序 过 程 10 
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e x[6]<r[5]， 则 将 xr[6] 暂 存 到 xf0] 中 ，x[5] 后 移 一 位 ， 如 图 9-14 所 示 。 
LE /5] 后 移 一 位 





3 4 5 6/7 8 9 10 
‘Tl ee lls Ts 
图 9-14 ”直接 插入 排序 过 程 11 


。 rx[4]>r[0]，r[4] 后 移 一 位 ， 如 图 9-15 所 示 。 


r[6] 暂 存 到 x[0] r[4] 后 移 一 位 
0 ] 


2 10 


3 4 有 0 了 8 
ol TeT eT FeTTo TT 


图 9-15 ”直接 插入 排序 过 程 12 





。 7[3]>rf0]，r[3] 后 移 一 位 ，r[2]>r[0]，r[2] 后 移 一 位 ， 如 图 9-16 所 示 。 


r[6] 暂 存 到 x[0] x{2] 后 移 一 位 ”x[3] 后 移 一 位 
8 9 10 


0 ] | 4 5 0 7 
oT MRT Te TTT 


图 9-16 直接 插入 排序 过 程 13 








。 x[1]<r[0], 无 须 移动 , 将 r[0] 中 的 记录 放 入 r[2], 得 到 一 个 有 序 序列 xr[1..6]， 如 图 9-17 
所 示 。 


已 经 有 序 序列 


0 ] 2 3 | 3 0 8 9 10 
WE Er ESeESE=9 本 瑟瑟 二 本 和 于 
可 本 于 击 醒 大 面 二 四 加 四 四 


图 9-17 直接 插入 排序 过 程 14 








— 


7) 将 rz[7] 插 入 有 序 序列 r[1..6]， 插 入 之 前 首先 和 本 一 个 记录 比较 ， 如 图 9-18 所 示 。 


已 经 有 序 序列 竺 排序 记录 
] 


0 2 3 4 3 6 8 9 10 
入 十 一 一 二 一 一 十 一 一 | 
| Roe sls yw» | 


图 9-18 ”直接 插入 排序 过 程 15 





。 7[7]<r[6]， 则 将 r[7] 暂 存 到 x[0] 中 ，x[6] 后 移 一 位 ， 如 图 9-19 所 示 。 
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7[7] 暂 存 到 M0] "6] 后 移 一 位 
0 1 2 3 4 5 6 7/8 9 10 


四 四 四 四 





图 9-19 直接 搬入 排序 过 程 16 
。 [5]>r[0]，r[5] 后 移 一 位 ， 如 图 9-20 所 示 。 
7[7] 蜀 存 公 r[0] HS5] 后 移 一 位 





图 9-20 直接 插入 排序 过 程 17 





。 7[4] 科 7r[0]， 无 须 移动 ， 将 r[0] 中 的 记录 放 入 r[5]， 得 到 一 个 有 序 序列 xr[1..7]， 如 图 
9-21 所 示 。 


0 8 9 10 





9 下 搂 插 入 排序 过 


8) 剩余 元 素 采 用 同样 的 方法 插入 前 面 的 有 序 序列 ， 直 到 所 有 元 素 插入 完毕 ， 得 到 一 个 
有 序 序列 ， 如 图 9-22 所 示 。 














图 9-22 ”直接 插入 排序 过 程 19 


代码 实现 
void StraightInsertSort (int r[],int n) // 直 接 插入 排序 
{ 
RS 
人 证 入 有 尿 于 表 
i od Gd rt i i Ad ee Td ee en 
{ 
r[0]=r[i]; //r[i] 暂 存 到 rx[0] 中 ，r[0] 有 监视 哨 的 作用 





r[i]=r[i-1]; //r[i-1] 后 移 一 位 
for (j=i-2;r[j]>r[0];j--) // 从 后 问 前 寻找 插入 位 置 , 逐个 后 移 ， 直 到 找到 插入 位 置 
eg Wn ee sn li //Ir [jj] 后 移 一 位 
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P+1]=r [0]> // 将 r[0] 插 入 r[j+1] 位 置 
} 
} 


算法 复杂 度 分 析 
(1) 时 间 复 杂 虑 
直接 搬入 排序 根据 每 排序 序列 的 不 同 ， 找 插入 位 置 的 时 间 复 杂 度 是 不 同 的 ， 可 分 为 最 好 
情况 、 最 坏 情况 和 平均 情况 分 析 。 
。 在 最 好 情况 下 ， 竺 排序 序列 本 身 是 正 序 的 “如 待 排序 序列 是 非 递减 的 ， 题 目 要 求 也 
是 非 递减 排序 )， 每 个 记录 只 需要 和 前 一 个 记录 比较 一 次 ， 不 小 于 前 一 个 记录 ， 则 什 
么 都 不 用 做 ， 总 的 比较 次 数 为 : 


Ss 
1=2 


在 最 好 情况 下 ， 直 接 择 入 排序 的 时 间 复 杂 度 为 O(n)。 

。 在 最 坏 情况 下 ， 竺 排序 序列 本 身 是 逆序 的 〈 如 竺 排序 序列 是 非 递 增 的 ， 题 目 要 求 是 
非 递 减 排序 )， 每 个 记录 都 需要 比较 i 次， 包括 和 前 天]1 记录 比较 ， 并 和 哨兵 x[0] 比 
较 ， 总 的 比较 次 数 为 : 



































. (n+2)(n—1) 
2 2 





在 最 坏 情况 下 ， 直 接 插入 排序 的 时 间 复 杂 度 为 O0z)。 
。 在 平均 情况 下 ， 大 等 排序 序列 出 现 各 种 情况 的 概率 均等 ， 则 可 取 最 好 情况 和 最 坏 情 
况 的 平均 值 。 在 平均 情况 下 ， 直 接 插入 排序 的 时 间 复 杂 度 也 为 O(n 站)。 
《2) 空间 复杂 度 
直接 插入 排序 使 用 了 一 个 辅助 空间 xr[0]， 空 间 复 杂 度 为 0(1)。 
(3) 稳定 性 
直接 插入 排序 时 ， 已 经 有 序 的 序列 中 的 记录 比 竺 排序 记录 大 时 才 向 后 移动 ， 和 竺 排 
序 记录 相等 时 不 同 后 移动 ,因此 两 个 相等 的 记录 在 排序 前 后 的 位 置 顺序 是 不 变 的 。 例 如 ， 
上 例 中 排序 前 16 在 16 之 前 ， 排 序 后 16 仍 在 16 之 前 。 因 此 直接 插入 排序 是 稳定 的 排序 
放 计 。 
埋 接 插入 排序 每 次 将 待 排序 记录 插入 一 个 有 序 序列 , 在 有 序 序列 中 得 找 竺 排序 记录 的 插 
入 位 置 时 ， 折 半 碍 找 的 方法 比 顺序 查找 效率 更 高 。 采 用 折 半 碍 找 插 入 位 置 的 插入 排序 称 为 折 
半 揪 入 排序 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 自己 动手 试 试 。 
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9.1.2 和希 尔 排序 


在 直接 插入 排序 中 ， 如 果 竺 排序 序列 的 记录 个 数 比 较 少 ， 而 且 基 本 有 序 ， 则 排序 的 效率 
较 高 。1959 年 ，Donald Shell 从 “减少 记录 个 数 ” 和 “基本 有 序 ” 两 个 方面 对 直接 插入 排序 
进行 了 改进 ， 提 出 了 和 希 尔 排序 算法 。 

希 尔 排序 又 称 “ 缩 小 增 量 排序 ” 将 待 排序 记录 按 下 标的 一 定 增 量 分 组 (减少 记录 个 数 )， 
对 每 组 记录 使 用 直接 插入 排序 算法 排序 〈 达 到 基本 有 序 );， 随 看 增 量 逐渐 减少 ， 每 组 包含 的 关 
键 词 越 来 越 多 ， 当 增 量 减 至 1 时 ， 整 个 序列 基本 有 序 ， 再 对 全 部 记录 进行 一 次 直接 插入 排序 。 

算法 步骤 

1) 设 待 排序 的 记录 存储 在 数组 rf1..n] 中 ， 增 量 序 列 为 {qi, qd;, …, qd ，7P>dIT>d>…>dF1。 

2) 第 一 趟 取 增 量 d1， 所 有 间 隅 为 qi 的 记录 分 在 一 组 ， 对 每 组 记录 进行 直接 插入 排序 。 

3) 第 二 趟 取 增 量 4,， 所 有 间隔 为 唉 的 记录 分 在 一 组 ， 对 每 组 记录 进行 直接 插入 排序 。 

4) 依次 进行 下 去 ， 直 到 所 取 增 量 4=1， 所 有 记录 在 一 组 中 进行 直接 插入 排序 。 

完美 图 解 

例如 ， 利 用 希 尔 排序 算法 对 序列 {12, 2, 16, 30, 28, 10, 16 , 6, 20, 18} 进行 非 递减 排序 。 

1) 初始 状态 ， 假 设 增 量 序列 为 {5, 3, 1}。 

2) 第 一 趟 排序 取 增 量 d=5， 所 有 间隔 为 5 的 记录 分 在 一 组 ， 分 组 后 如 图 9-23 所 示 。 




































































原始 序列 12 2 16 30 28 10 16 6 20 18 


分 组 1 12 10 

分 组 2 2 16 

分 组 3 16 6 

分 组 4 30 20 

分 组 5 28 18 








图 9-23 ”和 希 尔 排 序 过 程 1 





对 每 组 进行 生 接 插入 排序 ， 生 成 第 一 趟 排序 结 末 ， 如 网 9-24 所 示 。 

3) 第 二 趟 排序 取 增 量 d=3， 所 有 间隔 为 3 的 记录 分 在 一 组 ， 对 每 组 进行 直接 插入 排序 ， 
生成 第 二 趟 排序 结束 ， 如 网 9-25 所 示 。 

4) 第 三 趟 排序 取 增 量 =1， 所 有 间隔 为 1 的 记录 分 在 一 组 ， 对 每 组 进行 直接 插入 排序 ， 
生成 第 三 趟 排序 结 琳 ， 如 网 9-26 所 示 。 











异步 社区 lazyren(13059738008) 专 享 请 尊重 版 权 


388 | Eeetz gs 排序 


分 组 12 10 
L | 
排序 后 10 2 


产 一 

CN 
po 
CN 
* 

CN 


: 
1 


第 一 趟 排序 结 0 2 





10 2 6 20 18 12 16 16 30 28 


分 组 10 20 16* 28 

L___________ __ ll | 

排序 后 10 167 20 28 
2 i 18 : 16 





: 
第 二 趟 排序 结果 10 2 6 16 16 12 20 18 30 28 
图 9-25 希 尔 排 序 过 程 3 


0 10 12 16 16 18 20 28 30 


第 三 趟 排序 结果 6 10 12 1 16 18 20 28 30 


图 9-26 项 尔 排序 过 程 4 


代码 实现 
void ShellInsert (int r[],int n,int dk)  // 希 尔 排序 
{ 


i 
for (i=dk+1;i<=n;i++) /人 xz [il 搬入 有 序 子 表 
1 [kl) 77E[] 和 出 一 个 元 来 [11=dk] 比 较 
{ 
[O00] //r[i] 和 暂 存 到 rx[0] 中 ，r[0] 有 监视 哨 的 作用 
for (j=i-dk;j>0&&r[j]>r[0];j-=dk) // 从 后 问 前 寻找 插入 位 置 , 逐个 后 移 
oles]? //r[j] 后 移 dk 位 
[takl=EI0l> // 将 r[0] 插 入 r[j+dk] 的 位 置 
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} 
} 
void ShellSort (int r[],int n,int dt[],int t) // 按 增 量 序列 dt [0..t-1] 希 尔 排序 
{ 
for(int k=0;k<t;kt+t+) 
{ 
ShellInsert (r,n,dt[k]); // 一 趟 增 量 为 dt [K] 的 希 尔 插入 排序 
} 
} 


算法 复杂 度 分 析 

(1) 时 间 复 杂 上 度 

希 尔 排序 的 时 间 复 杂 度 和 增 量 序列 有 关 , 不 同 的 增 量 序列 其 时 间 复 杂 度 不 同 。 遗 憾 的 是 ， 
到 目前 为 止 还 没有 人 证 明 哪 一 种 是 最 好 的 增 量 序列 。 大 量 的 实验 结果 表明 ， 当 n 在 某 个 特定 
范围 内 ， 希 尔 排序 的 时 间 复 杂 度 约 为 O(n“)， 希 尔 排序 时 间 复 杂 度 的 下 界 是 O(nlogn)， 最 坏 
情况 下 的 时 间 复 杂 度 为 O(n )。 希 尔 排 序 没有 快速 排序 算法 快 , 但 是 比 O(n ) 复 杂 度 的 算法 快 
得 多 。 

(2) 空间 复杂 上 度 

锅 尔 排序 在 分 组 进行 直接 插入 排序 时 使 用 了 一 个 辅助 空间 x[0]， 衬 间 复 杂 度 为 0(1)。 

(3) 稳定 性 

直接 插入 排序 算法 本 和 映 是 稳定 的 , 但 是 希 尔 排 序 在 不 同 的 分 组 中 进行 直接 插入 排序 ， 相 
同 的 元 素 可 能 在 各 自 的 分 组 中 移动 , 因此 两 个 相等 的 记录 在 排序 前 后 的 位 置 顺序 有 可 能 会 改 
变 。 例 如 ， 上 例 中 排序 前 16 在 16 之 前 , 排序 后 16 在 16 之后， 因此 希 尔 排序 是 不 稳定 的 排 
让 


9.2 王后 


交换 的 意思 是 根据 两 个 关键 学 值 的 比较 结 末 ,不 满足 次 序 要 求 时 交换 位 置 。 冒 泡 排 序 和 
快速 排序 是 典型 的 交换 排序 算法 ， 其 中 快速 排序 是 目前 最 快 的 排序 算法 。 


9.2.1 冒 泡 排序 
冒 泡 排序 是 一 种 最 简单 的 交换 排序 算法 ， 通 过 两 两 比较 关键 字 ， 如 果 逆 序 就 交换 ， 
使 关键 字 大 的 记录 像 泡 泡 一 样 肯 出 来 放 在 尾部 。 重 复 执 行 知 和 干 次 冒 泡 排 序 ， 最 终 得 到 有 
序 序 列 。 






























































异步 社区 lazyren(13059738008) 专 享 请 尊重 版 权 


390 | eco 排序 


A 
) 设 竺 排序 的 记录 存储 在 数组 xr[1..n] 中 ,首先 第 一 个 记录 和 第 二 个 记录 关键 字 比 较 ， 

本 然后 第 一 个 记录 和 第 二 ee … 依 次 类 推 ， 直 到 第 n-1 个 
记录 和 第 n 个 记录 关键 字 比 较 完 毕 为 止 。 第 一 趟 排序 结束 ， 关 键 字 最 大 的 记录 在 最 后 一 
个 位 置 。 

2) 第 二 趟 排序 ， 对 前 n-1 个 元 素 进行 冒 泡 排序 ， 关 键 字 次 大 的 记录 在 n-1 位 置 。 

3) 重复 上 述 过程 ， 直 到 某 一 趟 排序 中 没有 进行 交换 记录 为 止 ， 说 明 序列 已 经 有 序 。 

完美 图 解 

例如 ， 利 用 冒 泡 排序 算法 对 序列 {12, 2, 16, 30, 28, 10, 16 , 6, 20, 181 进 行 非 递减 排序 。 

1) 第 一 趟 排序 ， 两 两 比较 ， 如 果 逆 序 则 交换 ， 如 图 9-27 所 示 。 


原始 序列 12 2 16 30 28 10 16 6 20 18 





























=- Nv 
第 一 趟 排序 12 2 16 30 28 10 16 6 20 18 


一 越 排序 结果 2 12 16 28 10 16 6 20 18 
图 9-27 交换 排序 过 程 1 








一 趟 排序 后 ， 最 大 的 记录 已 经 冒 泡 到 最 后 一 个 位 置 ， 第 二 趟 排序 不 需要 再 
参加 。 
2) 第 二 趟 排序 ， 两 两 比较 ， 如 果 逆 序 则 交换 ， 如 网 9-28 所 示 。 
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第 一 趟 排序 绎 


下 条 


第 二 趟 排序 


第 二 趟 排序 汉 


下 条 





12 16 28 10 160 
12 16 28 10 16 
12 16 28 10 16 
12 0 10 16° 


12 16 
12 16 
12 16 


12 16 


图 9-28 


交换 排序 过 程 2 
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6 20 18 
6 20 18 
6 20 18 
6 20 18 

20 18 





3) 继续 进行 冒 泡 排序 ， 当 茶 一 趟 排序 无 交换 时 停止 ,全 部 胃 泡 排序 结果 如 图 9-29 所 示 。 


一 趋 排 序 结果 
第 二 趋 排序 结 


第 三 趟 排序 绎 
第 四 趟 排序 绎 
第 五 趟 排序 绎 


下 条 
下 条 


百 朱 


第 六 趟 排序 结 
第 七 趟 排序 结 末 


代码 实现 


vOoid BubbleSort (int L[] 


| 


int i,]J,temp; 


bool flag; 
i=n-—1;} 


flag=true; 


while(i>0&&f1ag) 


12 16 
12 16 
12 10 
10 12 
10 6 
6 10 
6 10 
图 9-29 





28 10 16 
10 16” 6 
16 6 16’ 
6 16 16°’ 
12 16 
12 

区 

交换 排序 过 程 3 


;int n) // 冒 泡 排序 
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flag=false; 
for (j=0;j<i;j++) // 进 行 一 趟 排序 
if (r[Jj]1>r[j+1]) 


flag=true; 

temp=r[j]; / /交换 两 个 记录 
a Ne Ei ey 
r[j+1]=temp; 


} 


算法 复杂 度 分 析 

(1) 时 间 复 杂 度 

冒 泡 排 序 的 时 间 复 杂 度 和 初始 序列 有 关 ， 可 分 为 最 好 情况 、 最 坏 情 况 和 平均 情况 。 

。 在 最 好 情况 下 ， 竺 排序 序列 本 身 是 正 序 的 “如 竺 排序 序列 是 非 递减 的 ， 题 目 要 求 也 
征 非 递减 排序 )， 只 需要 一 趟 排序 ，x1 次 比较 ， 无 交换 记录 。 在 最 好 情况 下 ， 骨 泡 
排序 时 间 复 杂 度 为 O(n)。 

。 在 最 坏 情况 下 ， 生 排 序 序列 本 身 是 逆序 的 〈 如 竺 排序 序列 是 非 递 增 的 ， 题 目 要 求 是 
非 递 诚 排序 )， 需 要 n-1 趟 排序 ， 每 趟 排序 六 1 次 比较 ， 总 的 比较 次 数 为 : 


260- = n(n—l) 


在 最 坏 情况 下 ， 冒 泡 排 序 的 时 间 复 杂 度 为 O(n )。 

。 在 平均 情况 下 ， 硅 等 排序 序列 出 现 各 种 情况 的 概 京 均等 ， 则 可 取 最 好 情况 和 最 坏 情 
况 的 平均 值 。 在 平均 情况 下 ， 冒 泡 排 序 的 时 间 复 杂 度 也 为 O(n )。 

(2) 空间 复杂 上 度 

时 泡 排序 使 用 了 一 些 辅助 空间 ， 即 让、 j、temp、flag， 持 间 复 杂 度 为 0(1)。 

(3) 稳定 性 

骨 泡 排序 是 稳定 的 排序 方法 。 


9.2.2 ”快速 排序 


冒 泡 排 序 的 缺点 是 移动 记录 次 数 较 多 ， 因 此 算法 性 能 较 差 。 有 人 做 过 实验 ， 如 果 对 10” 
个 数据 进行 排序 ， 骨 泡 排 序 需 要 8 174ms， 而 快速 排序 只 需要 3.634ms ! 
快速 排序 (Quicksort) 是 比较 快速 的 排序 方法 。 快 速 排序 由 C. A. R. Hoare 在 1962 年 提 




































































步 社区 lazyren(13059738008) 专 享 请 尊重 版 权 


9.2 交换 排序 | 393 











出 。 它 的 基本 思想 是 通过 一 组 排序 将 要 排序 的 数据 分 割 成 独立 的 两 部 分 ， 其 中 一 部 分 的 所 有 
数据 都 比 男 外 一 部 分 的 所 有 数据 小 ,然后 再 按 此 方法 对 这 两 部 分 数据 分 别 进行 快速 排序 ， 整 
个 排序 过 程 可 以 递归 进行 ， 以 此 使 所 有 数据 变 成 有 序 序 列 。 

快速 排序 算法 是 基于 分 治 策 略 的 ， 其 算法 思想 如 下 。 

1) 分 解 : 先 从 数列 中 取出 一 个 元 素 作 为 基准 元 素 。 以 基准 元 系 为 标准 ， 将 序列 分 解 为 
两 个 子 序列 ， 使 小 于 或 等 于 基准 元 素 的 子 序列 在 左 侧 ， 使 大 于 基准 元 素 的 子 序 列 在 右 侧 。 

2) 治理 : 对 两 个 子 序列 进行 快速 排序 。 

3) 合并 : 将 排 好 友 的 两 个 子 序列 合并 在 一 起 ， 得 到 原 问题 的 解 。 

设 当前 竺 排序 的 序列 为 RIiow:high]， 其 中 low 三 high， 如 果 序 列 的 规模 足够 小 (只 有 一 
个 元 素 )， 则 完成 排序 ， 否 则 分 3 步 处 理 ， 其 处 理 过 程 如 下 。 

1) 分 解 : 在 R[1low: high] 中 选 定 一 个 元 素 RIpivol]， 以 此 为 标准 将 要 排序 的 序列 划分 为 
两 个 序列 : R[low:pivot~1] 和 和 R[pivottl1:high]， 

并 使 序列 Row:pivo 太 HI 中 所 有 元 素 小 于 等 low pivot-l pivot pivott+l high 
于 Ripivod， 序列 Ripivott1:hig 有 中 所 有 元 素 go] ss] 3 
均 大 于 R[pzol。 此 时 基准 元 系 已 经 位 于 正确 图 9.30 快速 排序 分 解 

的 位 置 ， 它 无 须 参 加 后 面 的 排 夺 ， 如 图 9-30 

所 示 。 

2) 治理 : 对 于 两 个 子 序列 R[1ow:ipivot-1] 和 Rfpivott+1:high]， 分 别 通过 递归 调用 进行 快 
速 排序 。 

3) 合并 : 由 于 对 R[low:pivot-1] 和 R[pivot+l1:hieh] 的 排序 是 原 地 进行 的 ， 所 以 在 
R[low:pivot-1] 和 R[pivott1:high] 都 已 经 排 好 序 后 ， 合 并 步 又 无 须 做 什么 ， 厅 列 R[1ow:high] 束 
已 经 排 好 序 了 。 

如 何 分 解 是 一 个 难题 ,因为 如 有 果 基 准 元 素 选 取 不 当 ,， 有 可 能 分 解 成 规模 为 0 和 n-1 的 两 
个 子 序 列 ， 这 样 快 速 排 序 残 退化 为 冒 泡 排 序 了 。 

例如 ， 序 列 〈30, 24, 5, 58, 18, 36, 12, 42, 39)， 第 一 次 选取 $ 作为 基准 元 素 ， 分 解 后 ， 如 
图 9-31 所 示 。 

第 二 次 选取 12 作为 基准 元 系 ， 分 解 后 如 疼 9-32 所 示 。 


pivot pivot+l high pivot pivot+l high 


| 
TREE oe 


图 9-31 选 5 作为 基准 元 素 图 9-32 ”继续 选 12 作为 基准 元 素 

































































RI[] 5 














是 不 是 有 点 像 冒 泡 了 ? 这 样 做 的 效率 是 最 兰 的 , 最 理想 的 状态 是 把 友 列 分 解 为 两 个 规模 
相当 的 子 序 列 ， 那 么 怎么 逸 择 基 准 元 素 呢 ? 一 般 来 说 ， 基 准 元 素 选 取 有 以 下 几 种 方法 。 


异步 社区 lazyren(13059738008) 专 享 请 尊重 版 权 


394 | gel 排序 


。 取 第 一 个 元 系 。 

。 取 最 后 一 个 元 系 。 

。 取 中 间 位 置 元 素 。 

。 取 第 一 个 、 最 后 一 个 、 中 间 位 置 元 素 三 者 之 中 位 数 。 

。 取 此 一 个 和 最 后 一 个 之 间 位 秆 的 随机 数 k (low 志 Kk 三 high)， 选 R[ 有 0 做 基准 元 系 。 

目前 并 没有 明确 的 方法 说 哪 一 种 基准 元 素 选 取 方 案 最 好 , 在 此 以 选取 第 一 个 元 素 做 基准 
为 例 ， 说 明快 速 排 序 的 执行 过 程 。 

算法 步骤 

1) 首先 取 数 组 的 第 一 个 元 素 作 为 基准 元 素 pivot=R[low]，i=low,， j=high。 

2) 从 石 同 左 扫描 ， 找 小 于 等 于 pivot 的 数 ， 如 果 找 到 ， 则 RD 和 尺 四 交换 ， 夺 +。 

3) 从 左 回 右 扫 摘 ， 找 大 于 pivot 的 数 ， 如 来 找到 ， 则 RD 和 R[ 四 交换 ， 订 一 。 

4) 重复 第 2 步 和 第 3 步 ， 和 直到 i 和 7 重合， 返回 该 位 置 mid=i， 访 位置 的 数 正 好 是 pivot 
J 

5) 至 此 完成 一 趟 排序 。 此 时 以 mid 为 寞 ， 将 原 序列 分 为 两 个 子 序列 ， 左 侧 子 序列 元 于 
小 于 等 于 pivot， 右 侧 子 序列 元 素 大 于 pivot， 再 分 别 对 这 两 个 子 序列 进行 快速 排序 。 

完美 图 解 

假设 当前 竺 排序 的 序列 为 RIiow:high]， 其 中 low 志 high。 

以 序列 (30, 24, 5, 58, 18, 36, 12, 42, 39) 为 例 ， 演 示 快 速 排序 过 程 。 

1) 初始 化 。i=low， 折 hieh，pivof=R[Iow]=30， 如 图 9-33 所 示 。 

2) 问 左 走 。 从 数组 的 右边 位 置 问 左 找 ， 一 直 找 小 于 等 于 pivot 的 数 ， 找 到 RD=12， 如 
图 9-34 所 示 。 









































图 9-33 ”快速 排序 初始 化 图 9- 9-34 ee (交换 元 素 ) 


RI ] 








R[ 训 和 R[ 四 交换 ， 计 +， 如 图 9-35 所 示 。 
3) 同 右 走 。 从 数组 的 左边 位 置 问 右 找 , 一 直 找 比 pivot 大 的 数 ， 找 到 R[i]=58， 如 图 9-36 
所 示 。 








5 oT 


图 9-35 ”快速 排序 过 程 ( 交 换 元 素 后 ) 图 9-36 0 (交换 元 素 ) 


| 2 a 
天 国 回 国 四 因而 加 可 
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民 RD 站 和 RD 交换 ， 广 =， 如 图 9-37 所 示 。 
4) 问 左 走 。 从 数组 的 右边 位 置 癌 左 找 ， 一 直 找 小 于 等 于 pivot 的 数 ， 找 到 RIP=18， 如 
图 9-38 所 示 。 














5 
六 5 IGMGSEC 
RT] Ts [| 人 
图 9-37 ”快速 排序 过 程 (交换 元 素 后 ) 图 9.38 ”快速 排序 过 程 (交换 元 素 ) 


R[ 训 和 RI 四 交换 ， 计 +， 如 图 9-39 所 示 。 
5) 向 右 走 。 从 数组 的 左边 位 置 向 右 找 ， 一 直 找 比 pivot 大 的 数 ， 这 时 二 jy， 第 一 轮 排 序 
结束 ， 返 回 i 的 位 置 ，miqd=i， 如 图 9-40 所 示 。 











A low mid-] 下 mid+ ] hieh 
wm 全 Ts wy。 
图 9-39 ”快速 排序 过 程 〈 交 换 元 素 后 ) 图 9-40 “第 一 趟 快速 排序 〈 划 分 ) 结果 


至 此 完成 一 趟 排序 。 此 时 以 mia 为 界 ， 将 原 序 列 分 为 两 个 子 序列 ， 左 侧 子 序列 小 于 等 于 
Pivot， 碳 侧 子 序列 大 于 pivot。 

再 分 别 对 这 两 个 子 序列 (12, 24, 5, 18) 和 “(36, 58, 42, 39) 进行 快速 排序 。 

大 家 动手 写 一 写 吧 ! 

代码 实现 

(1) 划分 函数 

编写 划分 函数 对 原 序 列 进行 分 解 ， 将 其 分 解 为 两 个 子 序列 ， 以 基准 元 素 pivot 为 界 ， 
左 侧 子 序列 小 于 等 于 piot， 右 侧 子 序列 大 于 pivot。 先 从 石 问 左 扫 描 ， 找 小 于 每 于 pivot 的 
数 ， 找 到 后 两 者 交换 (7x 加 和 7[ 站 交换 后 寺 +);， 再 从 左 向 右 扫 描 ， 找 比 基 准 元 素 大 的 数 ， 找 
到 后 两 者 交换 《7z[ 如 和 7 四 交换 后 广 -=)。 扫 描 交 替 进 行 ， 直 到 关 停止 ， 返 回 划分 的 中 间 位 
置 7。 

















Tit Partielon(ine TT) | ,yin 二 GE ohn) / /划分 函数 
{ 
int i=low,Jj=high,pivot=r[low]; / /基准 元 素 


while (i<]j) 
{ 
while (i<j&&r[]]>pivot) 


j--; // 问 左 扫描 
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Swap( lt //r[i] 和 r[j] 交 换 后 i 右 移 一 位 
} 
while (i<j&g&r[i]<=pivot) 





由 // 问 右 扫 拉 
if (i<j) 
{ 
Swap(r | Tle [=] //r[i] 和 [jj] 交 换 后 jj 左 移 一 位 
} 
} 
ma // 返 回 最 终 划 分 完成 后 基准 元 素 所 在 的 位 置 


} 

(2) 快速 排序 递归 算法 

首先 对 原 序 列 执行 划分 ， 得 到 划分 的 中 间 位 置 mi4。 然 后 以 中 间 位 置 为 界 ， 分 别 对 左 半 
部 分 (low，miqd-1) 执行 快速 排序 ， 右 半 部 分 (mid+1，high) 执行 快速 排序 。 递 归结 束 的 
条 件 是 low 宇 high。 


void QuickSort (int RI[],int low,int high)t 
Int mid; 
if (low<high) 
| 

















mid=pPartitlion(R Low hlLohyj: // 返 回 基 准 元 素 位 置 
QUuicekSort (RR, L106%W -mid=1)> // 左 区 间 递 归 快 速 排序 
Quickoort (Rmidtl hear) // 右 区 间 递 归 快 速 排序 
} 
算法 复杂 度 分 析 


(1) 最 好 情况 

。 时 则 复杂 把 

1) 分 解 : 划分 函数 Partition 需要 扫描 每 个 元 素 ， 每 次 扫描 的 元 素 个 数 不 超 过 n， 因 此 
时 间 复 杂 度 为 O(n)。 

2) 治理 : 在 最 理想 的 情况 下 ， 每 次 划分 将 问题 分 解 为 两 个 规模 为 n/2 的 子 问题 ， 递 归 
求解 两 个 规模 为 n/2 的 子 问 题 ， 所 需 时 间 为 27(n/2)， 如 图 9-41 所 示 。 

3) 合并 : 因为 是 原 地 排序 ， 合 并 操作 不 需要 时 间 ， 如 图 9-42 所 示 。 

所 以 总 运行 时 间 为 : 








i O(1) | 
WW) = re/ On, nz1 
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图 9-41 快速 排序 最 好 的 划分 图 9-42 ”快速 排序 最 好 情况 递归 树 








当 n>1 时 ， 可 以 递 推 求解 : 
7T(n)=27(n/2)+ O(n) 
=2(27(n/4)+ O(n/2))+ O(n) 
=47(n/4)+20(n) 
=87T(n/8)+30(n) 


=2 7(n/2  )+xO(n) 
递 推 最 终 的 规模 为 ] ， 邻 n=2”， 则 x=log7 ， 那么 


T(n)=n7(1)+lognO(n) 
=n+lognO(n) 
= O(nlogn) 





快速 排序 算法 最 好 的 时 间 复 杂 度 为 O(nlogn)。 

e。 守则 复杂 虚 

程序 中 变量 占用 了 一 些 辅助 空间 ， 这 些 辅助 至 间 都 是 利 数 阶 的 ， 递 归 调 用 所 使 用 的 栈 经 
间 为 递归 树 的 深度 logn， 空 间 复 杂 度 为 O(logn)。 

(2) 最 坏 情况 

。 时 间 复 杂 上 度 

1) 分 解 : 划分 函数 Partition 需要 扫描 每 个 元 素 ， 每 次 扫描 的 元 素 个 数 不 超 过 n， 因 此 
时 间 复 杂 度 为 O(n)。 

2) 治理 : 在 最 坏 的 情况 下 ， 每 次 划分 将 问题 分 解 后 ， 基 准 元 系 的 左 侧 〈 或 者 右 侧 ) 没 
有 元 素 , 基准 元 素 的 男 一 侧 为 1 个 规模 为 1 的 子 问 题 ,递归 求解 这 个 规模 为 一 1 的 子 问题 ， 
所 需 时 间 为 T(n-1)， 如 图 9-43 所 示 。 

3) 合并 : 因为 是 原 地 排序 ， 合 并 操作 不 需要 时 间 复 杂 上 度 ， 如 图 9-44 所 示 。 
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起 模 为 必 0 层 
GD I 导 
GD 2 
和 dp 
图 9-43 ”快速 排序 最 坏 的 划分 图 9-44 ”快速 排序 最 坏 情况 递归 树 
所 以 总 运行 时 间 为 : 


ro -| 
T(n—1)+0O(n), n>1 
T(n)=T7T(n-—1)+0O(n) 

=7(n—2)+0O(n-1)+0O(n) 
=7(n—3)+0O(n—2)+0O(n—1)+0(n) 
=7(l)+0O(2)+:…+ O(n-1)+0O(n) 
= O(1)+0O(2)+:…+ O(n—1)+0O(n) 
= O(n(n+1)/2) 

快速 排序 算法 最 坏 的 时 间 复 杂 度 为 O(n”)。 


。 空间 复杂 度 
人 


程序 中 变量 占用 了 一 些 辅助 空间 ， 这 些 辅 助 空间 都 是 第 数 阶 的 ， 递归 调用 所 使 用 的 栈 空 
间 为 递归 树 的 深度 2， 空间 复杂 度 为 O(n)。 
(3) 平均 情况 











。 时 间 复 杂 度 a 并 元 素 ， 

假设 我 们 划分 后 基准 元 素 的 位 置 在 第 

0 图 9-45 ”快速 排序 平均 情况 的 划分 
(f=1，2，…，n) 个 ， 如 图 9-45 所 示 。 

则 : 


T(n) = -> (T (nh) +TCE DD) + Om) 


re —1)+7T(0)+7(n—2)+7T()+:…+T()+7T(n—2)+7(0)+7(n-—1))+ O(n) 
n 


党 2$° 7 + O(n) 
1 =1 
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由 归纳 法 可 以 得 出 ，7T(n) 的 数量 级 也 为 O(nlogn)。 快 速 排 序 算 法 平均 情况 下 ， 时 间 复 杂 
度 为 O(nlogn)。 

。 至 间 复 杂 度 

程序 中 变量 占用 了 一 些 辅 助 空间 ， 这些 辅助 空间 都 是 常数 阶 的 ， 递归 调用 所 使 用 的 栈 空 
间 是 O(logn)， 空 间 复杂 拔 为 O(logn)。 

(4) 稳定 性 

因为 前 后 两 个 方 癌 扫描 并 交换 ， 相 等 的 两 个 元 素 有 可 能 出 现 排序 前 后 位 置 不 一 致 的 情 
所 以 快速 排序 是 不 稳定 的 排序 方法 。 

算法 改进 

从 上 述 算法 可 以 看 出 ， 每 次 交换 都 是 在 和 基准 元 素 进行 交换 ， 实 际 上 没 必 要 这 样 做 ， 我 
们 的 目的 就 是 想 把 原 序列 分 成 以 基准 元 到 为 界 的 两 个 子 序 列 ， 左 侧 子 序列 小 于 每 于 基准 元 
素 ， 右 侧 子 序列 大 于 基准 元 素 。 有 很 多 方法 可 以 实现 ， 可 以 从 右 回 左 扫 描 ， 找 小 于 等 于 pivot 
的 数 RD 门 ;然后 从 堪 癌 右 扫 描 ， 拷 大 于 pivot 的 数 R[]， 让 RD 和 民 四 交换 ， 一 直 交 蔡 进 行 ， 
直到 i 和 j 人 磁头 为 止 ， 这 时 将 基准 元 素 与 RE 交换 即 可 。 这 样 就 完成 了 一 次 划分 过 程 ， 但 交 
换 元 素 的 个 数 少 了 很 多 。 

假设 当前 待 排序 的 序列 为 RIlow: high]， 其 中 low 志 high。 

1) 首先 取 数 组 的 第 一 个 元 素 作 为 基准 元 素 piyofR[1ow]， 和 /1ow， 广 787。 

2) 从 右 癌 左 扫描 ， 找 小 于 等 于 pivot 的 数 RD]。 

3) 从 左 癌 右 扫 朱 ， 找 大 于 pivot 的 数 RD 四 。 

4) 丸和 R[ 四 交换 ， 计 + 一。 

5) 重复 第 2 步 ~~ 第 4 步 ， 直 到 i 和 j 相等 。 如 果 RI 大 于 pivot， 则 R[i-1] 和 基准 元 素 
R[low] 交 换 ， 返 回 该 位 置 mid=i-1; 否则 ，R[ 让 和 基准 元 素 R[1ow] 交 换 ， 返 回 该 位 置 mid=i， 
该 位 置 的 数 正 好 是 基准 元 素 。 

至 此 完成 一 赵 排 序 。 此 时 以 mid 为 界 ， 将 原 数据 分 为 两 个 子 序列 ， 左 侧 子 序列 元 素 小 于 
等 于 pivot， 右 侧 子 序列 元 素 大 于 pivot。 

然后 分 别 对 这 两 个 子 序 列 进行 快速 排序 。 

以 序列 〈30, 24, 5, 58, 18, 36, 12, 42, 39) 为 例 。 

1) 初始 化 。 二 = Iow， 三 high，pivof= R[low]=30， 如 图 9-46 所 示 。 

2) 癌 左 走 。 从 数组 的 右边 位 置 问 左 找 ， 一 直 找 小 于 等 于 pivot 的 数 ， 找 到 RI=12， 如 
图 9-47 所 示 。 
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一 
EE 
图 9-46 ”快速 排序 初始 化 图 9-47 快速 排序 过 程 ( 丫 左 走 ) 





3) 同 右 走 。 从 数组 的 左边 位 置 问 右 找 , 一 下 找 比 pivot 大 的 数 ， 找 到 R[i58， 如 图 9-48 
所 示 。 


4) R[] 和 民 四 交换 ， 寺 上 +， 产 =， 如 图 9-49 所 示 。 


供 ，。 m 路 


R| |] 





A 全 a 一 < 
多” 兢 1 el Tl 21» 
a" a[ "1s| 1» 一 一 


图 9-48 ”快速 排序 过 程 〈 回 右 走 ) 图 9-49 ”快速 排序 过 程 (交换 元 素 ) 








5) 同 左 走 。 从 数组 的 右边 位 置 问 左 找 ， 一 直 找 小 于 等 于 pivot 的 数 ， 找 到 R[ 四 =18， 如 
图 9-50 所 示 。 


6) 问 右 走 。 从 数组 的 元 按 位 置 问 右 找 ,， 一直 找 比 pivot 大 的 数 ， 这 时 i37, 停止 ,如 图 9-51 
所 未 。 








jb ey 
[wlls Te 全 ss [wlls Te lsTs lel 
图 9-50 ”快速 排序 过 程 ( 疝 左 走 ) 图 9-51 快速 排序 过 程 《 四 右 走 ) 


7) RD 和 R[1ow] 交 换 ， 返 回 i 的 位 置 ，miqd=i， 第 一 轮 排序 结束 ， 如 图 9-52 所 示 。 
至 此 完成 一 轮 排序 。 此 时 以 mia 为 界 , 将 原 数 据 分 为 两 个 子 序列 ， 左 侧 子 序列 都 比 pivot 


小 ， 右 侧 子 序列 都 比 pivot 大 ， 如 图 9-53 所 示 。 
[low mid-l mid mid+l] high 

2 2 3 2 | 3 J 
"Ta TT 1 
图 9-52 ”快速 排序 过 程 (Rj 和 RIIow] 交 换 ) 图 9-53 ”快速 排序 第 一 次 划分 结果 








~ 一 一 





8) 再 分 别 对 这 两 个 子 序列 (18, 24, 5, 12) 和 “36, 58, 42, 39) 进行 快速 排序 。 
相 比 之 下 ， 上 述 的 方法 比 传统 的 每 次 和 基准 元 素 交 换 的 方法 更 加 快速 高 效 ! 
快速 排序 改进 算法 : 





int Partition2 (int r[],int low,int high)// 划 分 函数 
{ 


int i=low,j=high,pivot=r[low];// 基 准 元 素 
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while (i<j) 
while (i<j&&r[j]>pivot) jJ--7// 回 左 扫描 
while(i<j&&r[i]<=pivot) i++; // 同 右 扫 描 
于 让 (这 和 
{ 
swap (r[i++],r[j--]);//r[i] 和 工 [j] 交 换 ， 交 换 后 i++，j-- 
} 
} 
if(r[i]>pivot) 
{ 
swap (r[i-1],r[low]);//r[i-1] 和 xr[low] 人 交换 
return i-1;// 返 回 最 终 划 分 完成 后 基准 元 素 所 在 的 位 置 





} 
swap (r [i],r[low]);//r[i] 和 r[low] 人 交换 
return i;// 返 回 最 终 划 分 完成 后 基准 元 素 所 在 的 位 置 





} 


改进 的 快速 排序 算法 虽然 没有 降低 快速 排序 算法 时 间 复 杂 度 的 数量 级 , 但 交换 次 数 减少 
了 了， 速度 更 快 。 











9.3 选择 排序 


冒 泡 排序 通过 两 两 比较 并 交换 每 次 肯 出 一 个 最 大 的 “ 泡 泡 ” 放 在 最 后 ， 而 选择 排序 是 从 
符 排 序 记录 中 选择 一 个 最 小 的 放 在 最 前 面 ， 只 不 过 找 最 小 记录 的 方法 和 骨 泡 排序 不 同 。 选 择 
排序 包括 简单 选择 排序 和 扒 排 序 。 


9.3.1 ”人 简单 选择 排序 


人 简 蛙 选择 排序 义 称 为 直接 选择 排 厅 ， 是 一 种 最 人 镜 单 的 选择 排序 算法 , 每 次 从 行 排序 序列 

中 选择 一 个 最 小 的 放 在 最 前 面 。 
) 设 竺 排序 的 记录 存储 在 数组 r[1..n] 中 ， 首 先 从 r[1..n] 中 选择 一 个 关键 学 最 小 的 记录 

r[， a 7[1] 交 换 。 

2) 第 二 趋 排 序 ， 从 r[2..n] 中 选择 一 个 关键 学 最 小 的 记录 r[ 有 ，7[ 则 与 r[2] 交 换 。 

3) 重复 上 述 过 程 ， 经 过 n-1 趟 排序 ， 得 到 有 序 序列 。 

完美 图 解 

例如 ， 利 用 简单 选择 排序 算法 对 序列 {12, 2, 16, 30, 28, 20, 16 , 6, 10, 18} 进 行 非 递 减 
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1 第 一 趟 排序 ， 从 竺 排序 序列 中 找到 最 小 关键 字 2， 和 第 一 个 记录 交换 ， 如 图 9-54 
所 示 。 
第 一 趟 排序 结果 (2) 12 16 30 28 20 16 6 10 18 
图 9-54 ”简单 选择 排序 过 程 1 
2) 第 二 趟 排序 ， 从 行 排 序 序列 中 找到 最 小 关键 字 6， 和 第 二 个 记录 交换 ， 如 图 9-55 
Na 


第 二 趟 排序 结果 (6) 16 30 28 20 16 12 10 18 
图 9-55 ”简单 选择 排序 过 程 2 





3) 继续 进行 简单 选择 排序 ， 全 部 排序 结束 如 图 9-56 所 示 。 


第 一 趟 排序 结果 (2) 12 16 30 28 20 16 6 10 18 


第 二 趟 排序 结果 (6) 16 30 28 20 16 12 10 18 
第 三 趟 排序 结果 30 28 20 16 12 16 18 
第 四 趟 排序 结 人 (27 28 20 16 ”30 16 18 
第 五 趟 排序 结果 (6) 20 28 30 16 18 
第 六 趟 排序 结 28 30 20 18 
第 七 趟 排序 结果 30 20 28 
第 八 趟 排序 结 末 30 28 
第 九 趟 排序 结 30 


图 9-56 ”简单 选择 排序 过 程 3 








注意 : 每 次 选择 一 个 最 小 的 记录 和 最 前 面 的 记录 交换 ,其 他 元 素 没 动 , 和 冒 泡 排序 不 同 ， 
冒 泡 排序 是 通过 两 两 交换 的 方法 将 最 大 的 记录 交换 到 最 后 面 。 
代码 实现 


void SimpleSelectSort (int r[],int n) // 简 单 选 择 排 序 
{ 








int i,]J,k,temp; 
for (i=0;i<n-1;i++) //n-1 趟 排序 
| 
K= 工 ， 
for (j=i+1;j<n;j++) // 找 最 小 值 
4 (P|) 
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k=-j; ”// 记 录 最 小 值 下 标 
if(k!=1) 
{ 


dd 


temp=r [i];// r[i] 与 r[k] 交换 
pag el dl 全 
r[k]=temp; 


} 


算法 复杂 度 分 析 
(1) 时 间 复 杂 度 
简单 选择 排序 需要 n-1 趟 排序 ， 每 趟 排序 n-i 次 比较 ， 总 的 比较 次 数 为 : 


,n(n—l) 
2 Se 
简单 选择 排序 的 时 间 复 杂 度 为 O02)。 
(2) 空间 复杂 度 


人 简单 选择 排序 在 交换 时 使 用 了 一 个 辅助 空间 temp， 空 间 复 杂 度 也 为 0(1)。 
(3) 稳定 性 
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从 上 面 实例 中 也 看 出 ，16 和 16 排序 前 后 的 位 置 是 相反 的 ， 因 此 简单 选择 排序 是 不 稳定 





的 排序 方法 。 
9.3.2 ” 堆 排 序 


堆 排 序 是 一 种 树 形 选 择 排序 算法 。 简单 选择 排序 算法 每 次 选择 一 个 关键 字 最 小 的 记录 需 





要 O(0o) 的 时 间 ， 而 扒 排 序 选择 一 个 关键 字 最 小 的 记录 只 需要 O(logn) 的 时 间 。 


堆 可 以 看 作 一 棣 完全 二 文 树 的 顺序 存储 结构 。 在 这 棣 完全 二 文 树 中 ， 如 果 每 一 个 市 反 的 
值 痢 大 于 等 于 堪 右 孩子 的 值 ， 称 为 最 大 扒 《〈 大 项 扒 )。 如 宋 每 一 个 节点 的 值 都 小 于 等 于 左右 





孩子 的 值 ， 称 为 最 小 堆 《〈 小 顶 扒 )。 











例如 ， 一 个 数据 元 素 序 列 如 图 9-57 所 示 ， 其 对 应 的 完全 二 又 树 如 图 9-58 所 示 ， 访 完全 


二 义 树 满足 最 大 堆 的 定义 。 


1 2 . 4 9 0 8 9 10 
0 oT ToT Te Te Ts TT 


图 9-57 ”数据 元 素 序 列 
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图 9-58 ”完全 二 又 树 








根据 完全 二 叉 树 的 性 质 ， 如 来 一 个 六 点 的 下 标 为 i， 其 左 孩 子 下 标 为 22， 其 右 孩 子 下 标 
为 2i 十 1， 其 双亲 的 下 标 为 i/2。 且 具有 nn 个 节点 的 完全 二 又 树 的 深度 为 [logznj 十 1。 

堆 排 序 充 分 利用 堆 顶 记录 最 大 (最 小 ) 的 性 质 进行 排序 ， 每 次 将 堆 顶 记录 交换 到 最 后 ， 
剩余 记录 调整 为 堆 即 可 。 
算法 步骤 
1) 构建 初始 堆 。 
2) 堆 顶 和 最 后 一 个 记录 交换 ， 即 x[1] 和 7[ 四 交换 ， 将 xr[1..n-1] 重 新 调整 为 堆 。 
3) 堆 顶 和 最 后 一 个 记录 交换 ， 即 r[1] 和 rfn-1] 交 换 ， 将 r[1..n-2] 重 新 调整 为 堆 。 
4) 循环 n-1 次 ， 得 到 一 个 有 序 序列 。 
因为 构建 初始 堆 需 要 反复 调整 为 堆 ， 所 以 先 说 明 如 何 调整 堆 ， 然 后 再 讲解 如 何 构 建 初始 
进行 堆 排 序 。 
完美 图 解 
(1) 调整 堆 ( 下 沉 》 
例如 , 图 9-58 所 示 的 最 大 堆 , 堆 排 序 时 首先 将 堆 项 30 和 最 后 一 个 记录 12 交换 , 如 图 9-59 
所 示 。 








堆 


-> 








图 9-59 ” 堆 顶 和 最 后 一 个 记录 交换 
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交换 后 除了 扒 顶 之 外 ,其 他 而 点 都 满足 最 大 堆 的 定义 ， 只 需要 将 扒 顶 执行 “下 这 ”操作 ， 
即 可 调整 为 堆 。 

“下 沉 ” 操 作 : 堆 顶 与 左右 孩子 比较 ， 如 果 比 孩子 大 ， 则 已 调整 为 堆 ， 如 果 比 孩子 小 ， 
则 与 较 大 的 孩子 交换 ， 交 换 到 新 的 位 置 后 ， 继 续 问 下 比较 ， 从 根 节 点 一 直 比 较 到 叶子 。 

堆 顶 “下 沉 ” 过 程 如 下 。 

。 堆 顶 12 和 两 个 孩子 28、20 比较 ， 如 果 比 孩子 小 ， 则 与 较 大 的 孩子 28 交换 。 

。 12 再 和 两 个 孩子 16、18 比较 ， 如 果 比 孩子 小 ， 则 与 较 大 的 孩子 18 交换 。 

e。 已 经 比较 到 叶子 停止 ， 已 调整 为 堆 ， 如 图 9-60 所 示 。 














图 9-60” 堆 顶 下 沉 过 程 
调整 堆 的 过 程 束 古 堆 项 从 根 到 叶子 “下 沉 ” 的 过 程 。 


代码 实现 
void Sink (int k,int n)// 下 沉 操 作 
{ 





while (2*k<=n)// 如 果 有 左 孩 子 ，k 的 左 孩 子 为 2k, 石 孩子 为 2k+1 
{ 
4 本 2 指 间 证 核子 
if(j<ng&r[jl]<z[j+ll)// 如 果 有 右 孩 子 , 且 左 孩 子 比 右 孩 子 小 
人 //j 指 回 右 孩 子 
(RISA “大 的 位 于 ”大 
breaks / /已 满足 堆 
else 
swap (r [kK],r[j]);// 与 较 大 的 孩子 交换 
k=j; //k 指 问 交换 后 的 新 位 置 ， 继 续 问 下 比较 ， 一 直下 沉 到 叶子 





} 


(2) 构建 初始 挫 
例如 ， 对 无 序 序列 {12,16,2,30,28,20,16 ,6, 10,18} 构 建 初始 堆 ( 最 大 堆 )。 
构建 初始 堆 过 程 : 首先 按照 完全 二 又 树 的 顺序 构建 一 棵 完全 二 又 树 ， 然 后 从 最 后 一 个 分 
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文 节 点 1W2 开始 调整 堆 ， 依 次 将 序号 为 n/2-1， 
1/2-2，…，] 的 节点 执行 下 沉 操 作 调 整 为 堆 。 

1) 首先 将 无 序 序列 按照 完全 二 又 树 的 顺序 构 
建 一 株 完 全 二 又 树 ， 如 图 9-61 所 示 。 

2) 从 最 后 一 个 分 文 节 点 n/2=5 开始 调整 堆 ， 
28 比 其 孩子 18 大 ， 不 需要 交换 。 

3) 下 标 为 4 的 节点 调整 堆 ，30 比 其 两 个 孩子 
6、10 都 大 ， 不 需要 交换 。 

4) 下 标 为 3 的 节点 调整 堆 ，2 比 其 大 孩子 20 
小 ， 与 较 大 孩子 交换 ， 如 图 9-62 所 示 。 





图 9-61 完全 二 又 树 





图 9-62 调整 堆 过 程 1 


5) 序号 为 2 的 节点 调整 堆 ，16 比 其 大 孩子 30 小 ， 与 较 大 孩子 交换 ， 如 图 9-63 所 示 。 





图 9-63 ”调整 堆 过 程 2 


16 交换 到 新 位 置 后 继续 比较 ，16 比 其 两 个 孩子 6、10 都 大 ， 不 需要 交换 ， 比 较 到 叶子 
停放 。 
6) 序号 为 1 的 节点 调整 堆 ，12 比 其 大 孩子 30 小 ， 与 较 大 孩子 交换 ， 如 图 9-64 所 示 。 
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图 9-64 调整 堆 过 程 3 


12 交换 到 新 位 置 后 继续 下 沉 ，12 比 其 大 孩子 28 小 ， 与 较 大 孩子 交换 ， 如 图 9-65 所 示 。 





图 9-65 ”调整 堆 过 程 4 


12 交换 到 新 位 置 后 继续 下 沉 ，12 比 其 孩子 18 小 ， 与 较 大 孩子 交换 ， 下 沉 到 叶子 停止 。 
如 图 9-66 所 示 。 





图 9-66 调整 堆 过 程 5 


思考 ;构建 初始 堆 为 什么 要 从 最 后 一 个 分 支 节点 开始 到 1 号 节点 逆序 调整 堆 ? 
因为 调整 堆 的 前 提 是 除了 堆 顶 之 外 ， 其 他 节点 都 满足 最 大 堆 的 定义 ， 只 需要 堆 项 “下 
沉 ” 操 作 即 可 。 叶 子 节点 没有 孩子 ， 可 以 认为 已 满足 最 大 堆 的 定义 ， 从 最 后 一 个 分 支 节点 开 
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全 调整 堆 ， 调 整 后 该 市 点 以 下 的 分 文 已 经 满足 最 大 堆 的 定义 ， 其 双 莱 市 点 调整 时 ， 其 左右 子 
树 均 已 满足 最 大 堆 的 定义 。 例 如 在 图 9-63 中 , 2 号 市 点 调整 堆 时 , 其 左右 子 树 均 已 调整 为 堆 ， 
只 需要 堆 项 下 沉 即 可 。 

代码 实现 


void CreatHeap (int n)// 构 建 初始 堆 
{ 








for (int 1i=n/2;1>071--)// 从 最 后 一 个 分 文 世 点 n/2 开始 下 沉 调 整 为 堆 ， 直 到 第 一 个 节点 
Sink (i,n); 
} 


(3) 堆 排 序 

构建 初始 堆 之 后 ， 开 始 进 行 堆 排 序 。 因 为 最 大 堆 的 堆 项 是 最 大 的 记录 ， 可 以 将 堆 项 交换 
到 最 后 一 个 元 素 的 位 置 ， 然 后 堆 顶 执行 下 沉 操 作 ， 调 整 [1..n--1] 为 堆 即 可 。 重 复 此 过 程 ， 直 
到 剩余 一 个 三 把 ， 得 到 有 序 序列 。 

1) 扒 顶 30 和 最 后 一 个 记录 12 交换 ， 如 图 9-67 所 示 。 然 后 将 堆 项 下 沉 ， 调 整 为 堆 。 











图 9-67 堆 项 和 最 后 一 个 记录 交换 


堆 顶 从 根 下 沉 到 叶子 ,调整 为 堆 。12 和 较 大 的 孩子 28 交换 ,然后 和 18 交换 ， 如 图 9-68 
所 示 。 






调整 为 堆 





图 9-68 ”调整 堆 〈 推 顶 下 沉 ) 
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2) 堆 顶 28 和 最 后 一 个 记录 10 交换 ， 然 后 将 堆 顶 下 沉 ， 调 整 为 堆 ， 如 图 9-69 所 示 。 








调整 为 堆 





图 9-69 ”交换 后 调整 堆 〈( 堆 顶 下 沉 ) 


3) 堆 顶 20 和 最 后 一 个 记录 6 交换 ， 然 后 将 堆 项 下 沉 ， 调 整 为 堆 ， 如 图 9-70 所 示 。 


调整 为 堆 





图 9-70 ”交换 后 调整 堆 〈( 堆 项 下 沉 ) 


4) 堆 项 18 和 最 后 一 个 记录 10 交换 ， 然 后 将 扒 顶 下 沉 ， 调 整 为 堆 ， 如 图 9-71 所 示 。 





图 9-71 交换 后 调整 堆 ( 堆 项 下 沉 ) 


5) 堆 项 16 和 最 后 一 个 记录 2 交换 ， 然 后 将 堆 顶 下 这 ， 调 整 为 堆 ， 如 网 9-72 所 示 。 
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图 9-72 ”交换 后 调整 堆 ( 堆 项 下 沉 ) 


6) 堆 顶 16 和 最 后 一 个 记录 10 交换 ， 然 后 将 堆 顶 下 沉 ， 调 整 为 堆 ， 如 图 9-73 所 示 。 





图 9-73 ”交换 后 调整 堆 ( 堆 项 下 沉 ) 


7) 堆 顶 12 和 最 后 一 个 记录 6 交换 ， 然 后 将 堆 项 下 沉 ， 调 整 为 堆 ， 如 图 9-74 所 示 。 





图 9-74 ”交换 后 调整 堆 ( 堆 顶 下 沉 ) 


8) 堆 项 10 和 最 后 一 个 记录 2 交换 ， 然 后 将 堆 项 下 沉 ， 调 整 为 堆 ， 如 图 9-75 所 示 。 
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图 9-7$ ”交换 后 调整 堆 ( 堆 顶 下 沉 ) 





9) 堆 顶 6 和 最 后 一 个 记录 2 交换 ， 只 剩 一 个 节点 ， 扒 排序 结束 ， 如 网 9-76 所 未 。 





图 9-76 ” 堆 排 序 结果 











10) 按 序号 读 取 数据 ， 即 得 到 有 序 序列 {2, 6, 10, 12, 16 , 16, 18, 20, 28, 30}。 


代码 实现 
void HeapSort (int n)// 堆 排序 
{ 
CreatHeap (n) ;// 构 建 初始 堆 
while (n>1) 
{ 





swap (r [1],r[n--]);// 堆 项 和 最 后 一 个 记录 交换 ， 交 换 后 n 减 1 
Sink (1,n);// 堆 项 下 沉 


} 
算法 复杂 度 分 析 
(1) 时 间 复 杂 度 
堆 排 序 的 运行 时 间 主 要 耗费 在 构建 初始 堆 和 反复 调整 堆 上 。 构建 初 始 堆 需 要 从 最 后 一 个 


分 文 太 点 《2) 到 第 一 个 市 点 进行 下 沉 操 作 ， 下 沉 操 作 最 多 达到 树 的 深度 logn， 因 此 构建 
初始 堆 的 时 间 复 傈 度 上 界 是 O(nlogn)。 实 际 上 这 是 一 个 比较 大 的 上 界 ， 大 多 数 分 支 市 点 的 下 
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沉 操 作 少 于 logz， 构 建 半 个 记录 的 堆 ， 只 需要 少 于 2n 次 的 比较 和 少 于 n 次 的 交换 ， 构 建 初 
始 堆 的 时 间 复 杂 度 是 线性 阶 O(n)。 堆 排序 的 过 程 中 ,每 一 趟 排序 需要 从 堆 顶 下 沉 到 叶子 ， 下 
沉 操 作为 树 的 深度 logn， 一 共 n-1 趟 排序 ， 总 的 时 间 复 杂 度 为 O(nlogn)。 

(2) 空间 复杂 度 

交换 记录 时 需要 一 个 辅助 空间 ， 使 用 的 辅助 空间 为 和 常数， 空间 复杂 度 为 0(1)。 

(3) 稳定 性 

堆 排 序 时 多 次 交换 关键 字 ， 可 能 会 发 生 相 等 关键 字 排 序 前 后 位 置 不 一 致 的 情况 ， 因 此 堆 
排序 是 不 稳定 的 排序 方法 。 


9.4 PEEEIE 


合并 排序 就 是 采用 分 治 的 策略 ， 将 一 个 大 的 问题 分 成 者 干 个 小 问题 ， 先 解决 小 问题 ， 再 
通过 小 问题 解决 大 问题 。 可 以 把 竺 排序 序列 分 解 成 两 个 规模 大 致 相等 的 子 序列 。 如 采 不 易 解 
决 ， 再 将 得 到 的 子 序列 继续 分 解 ， 直 到 和子 序列 中 包含 的 元 素 个 数 为 1。 因 为 单个 元 素 的 序列 
本 身 是 有 序 的 ， 此 时 便 可 以 进行 合并 ， 从 而 得 到 一 个 完整 的 有 序 序 列 。 

算法 设计 

合并 排序 是 采用 分 治 有 策略 实现 对 于 个 元 素 进行 排序 的 算法 , 是 分 治 法 的 一 个 典型 应 用 和 
完美 体现 。 它 是 一 种 平衡 、 傈 单 的 二 分 分 治 策略 ， 算 法 步骤 如 下 。 

1) 分 解 一 将 行 排 序 序列 分 成 规模 大 致 相等 的 两 个 子 序 列 。 

2) 治理 一 对 两 个 子 序 列 进行 合并 排序 。 

3) 合并 一 将 排 好 序 的 有 序 子 序列 进行 合并 ， 得 到 最 终 的 有 序 序 列 。 

完美 图 解 

给 定 一 个 序列 (42, 15, 20, 6, 8, 38, 50, 12 )， 进 行 合 并 排序 ， 如 图 9-77 所 示 。 

从 图 9-77 可 以 看 出 ， 首 移 将 待 排序 元 素 分 成 大 小 大 致 相同 的 两 个 子 序列 ， 接 独 再 把 子 
序列 分 成 大 小 大 致 相同 的 两 个 子 序列 ， 如 此 下 去 ， 直 到 分 解 成 一 个 元 素 停 止 ， 这 时 含有 一 个 
元 素 的 子 序列 都 是 有 序 的 。 然 后 执行 合并 操作 ， 将 两 个 有 序 的 子 序 列 合 并 为 一 个 有 序 序列 ， 
如 此 下 去 ， 直 到 所 有 的 元 素 都 合并 为 一 个 有 序 序 列 。 

合 久 必 分 ， 分 久 必 合 ! 合并 排序 就 是 这 个 策略 。 

(1) 合并 操作 

为 了 进行 合并 ， 引 入 一 个 辅助 合并 函数 Meree (Cd4, Iow, mid, high )， 该 函数 将 排 好 序 的 两 
个 子 序列 4[low:miqd]| 和 4[miqd+1:high] 进 行 合 并 。 其 中 ，low 和 high 代表 符合 并 的 两 个 子 序 列 
在 数组 中 的 下 界 和 上 界 ，7aid 代表 下 办 和 上 界 的 中 间 位 置 ， 如 图 9-78 所 示 。 
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42 13 20 6 8 38 50 12 






机 Mr a Meh 
人 | 4 9| 5 24| 30 | 52 
图 9-77 合并 排序 过 程 图 9-78 合并 操作 原始 数组 


合并 方法 : 设置 3 个 工作 指针 i、j、Kk( 整 型 数 ) 和 一 个 辅助 数组 B[]。 其 中 ,i 和 j 分 别 
指向 两 个 待 排 序 子 序列 中 当前 待 比较 的 元 素 , 大 指向 辅助 数组 B[] 中 待 放置 元 素 的 位 置 。 比 
较 4 四 和 4[ 四 ， 将 较 小 的 赋值 给 B[ 和 有， 同时 相应 的 指针 癌 后 移动 。 如 此 反复 ， 直 到 所 有 元 素 
处 理 完毕 。 最 后 把 辅助 数组 B 中 排 好 序 的 元 素 复 制 到 4 数组 中 ， 如 图 9-79 所 示 。 


int *B=new int[high-low+1];// 申 请 一 个 辅助 数组 B[] 
int i=low,J=mid+l1, k=0; 


现在 ， 我们 比较 4 中 和 4 四 ， 将 较 小 的 元 素 放 入 如 数组 中 ， 相 应 的 指针 问 后 移动 ， 直 到 
i>mid 或 者 六 high 时 结束 。 


while(i<=mid&&j<=hign) // 按 从 小 到 大 顺序 存放 到 辅助 数组 BT] 中 
{ 























和 
BI[k++]=A[i++]; 
else 
B[k++]=A[J++]; 
} 


第 1 次 比较 4[i=4 和 4[ 胃 =2， 将 较 小 元 宗 2 放 入 B 数组 中 ， 坟 +，K 寻 +， 如 图 9-80 所 示 。 


i=[ow j=midt+l 


1 7 
| a 
k=0 Kk 
TTITTTTT) “ETTTTITTT 


图 9-79 合并 操作 初始 化 图 9-80 ”合并 过 程 


第 2 次 比较 4[i4 和 4[=6， 将 较 小 元 素 4 放 入 B 数组 中 ， 计 +， 夺 +， 如 图 9-81 所 示 。 
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第 3 次 比较 4[i]=9 和 4 6， 将 较 小 元 素 6 放 入 B 数组 中 ,六 +， 寻 +， 如 图 9-82 所 示 。 


i 让 i 了 
TTT ET mwETTSET ET 
k k 
ola 本 本 加 面 面 面 面 面 夯 
图 9-81 合并 过 程 图 9-82 合并 过 程 


第 4 次 比较 4[7F9 和 4DF18， 将 较 小 元 隶 9 放 入 B 数 组 中 , it+， 人 寻 +， 如 图 9-83 所 示 。 
第 5 次 比较 4[i=15 和 40]FF18, 将 较 小 元 际 15 放 入 B 数组 中 , it+, 寻 +， 如 图 9-84 所 示 。 


1 J 1 J 
ea a es ee 
k k 
ne | 


图 9-83 合并 过 程 图 9-84 合并 过 程 


第 6 次 比较 4[1F24 和 4[]=18, 将 较 小 元 聚 18 放 入 B 数 组 中 ,jt+, Kt+， 如 图 9-85 所 示 。 
第 7 次 比较 4[1F24 和 4[=20，, 将 较 小 元 聚 20 放 入 B 数组 中 , jt+, Kt+， 如 图 9-86 所 示 。 


1 J i 1 

a 
k k 

| 


图 9-85 合并 过 程 图 9-86 合并 过 程 








此 时 ， 关 hieh，while 循环 结束 ， 但 4 数组 还 有 元 素 (i 三 mid) 怎么 办 呢 ? 直 接 将 其 放置 
到 B 数组 丈 可 以 了 ， 如 图 9-87 所 示 。 


| while (i<=miqd) B[k++]=Ari++l7// 对 了 于 序列 AI[Low:middle] 剩 余 的 依次 处 理 


现在 已 经 完成 了 合并 排序 的 过 程 ， 还 需要 把 辅助 数组 B 中 的 元 素 复制 到 原来 的 4 数组 
中 ， 如 图 9-88 所 示 。 


for (i=low,，k=0; i<=high; i++) // 将 合并 后 的 有 序 序列 复制 到 原来 的 Ar] 序列 
| A[i]=B[k++]; 
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i 7 
40| 4| 9 | 242 [2 sl» 
Kk low 
+ 
nEO TT TTT 


图 9-87 合并 过 程 图 9-88 合并 结果 复制 到 A[] 


high 








代码 实现 
void Merge (int A[],， int Low，int mid，int high) // 完 整 的 合并 程序 
{ 

int *B=new int[high-low+1];// 申 请 一 个 辅助 数组 

int i=low, J=mid+l1, k=0; 

while (i<=midé&é&]j<=high) 

{// 按 从 小 到 大 存放 到 辅助 数组 B[] 中 

| 
BI[ki++]=A[i++]; 





else 
B[k++]=A[JjJ++]; 
} 


while (i<=mid) BI[k++]=A[i++]; // 对 子 序列 ALLow:midqdqle] 剩 余 的 依次 处 理 
while(j<=high) B[k++]=A[j++]; // 对 子 序列 AImiddle+1:high] 剩 余 的 依次 处 理 





for (i=low, k=0; i<=high; i++) // 将 合并 后 的 序列 复制 到 原来 的 Ar] 序 列 
A[i]=B[k++]; 
delete []B; 
} 


(2) 递归 形式 的 合并 排序 算法 

将 序列 分 为 两 个 子 序 列 ， 然 后 对 子 序列 进行 递归 排序 ， 再 把 两 个 已 排 好 序 的 子 序 列 合 并 
成 一 个 有 序 的 序列 。 

代码 实现 

void MerdeSort (int A[]，int low， int high) // 合 并 排序 


{ 
if (low < high) 


| 




















int mid = (lowthigh)/2; 

MergeSort (A, low, mid); // 对 A[low:mid] 中 的 元 素 舍 并 排序 
MergeSort (A, mid+1, high); // 对 Amidq+l:high]l 中 的 元 素 合 并 排序 
Merge (A, low, mid, high);} / /合并 操作 
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算法 复杂 度 分 析 
(1) 时 间 复 杂 虑 
。 分 解 : 这 一 步 仪 仪 是 计算 出 子 序列 的 中 同位 置 ， 需 要 常数 时 间 0(1)。 
。 解决 子 问题 : 递归 求解 两 个 规模 为 n/2 的 子 问题 ， 所 需 时 间 为 27(n/2)。 
。 合并 : Merge 算法 可 以 在 O(n) 的 时 间 内 完成 。 
所 以 总 运行 时 间 为 : 

ro -| O00) ，71=] 


2T(n/2)+ O(n), n>l1 











当 n>1 时 ， 可 以 递 推 求解 : 
T(n)=27(n/2)+ O(n) 
=2(27(n/4)+ O(n/2))+ O(n) 
=47(n/4)+20(n) 
= 87(n/8)+30(n) 


=2 7T(n/2 )+xO(n) 
递 推 最 终 的 规模 为 ] ， 令 1 三 2 ， 则 XX 二 logn 那么 
T(n)=n7(1)+lognO(n) 
=n+lognO(n) 
= O(nlogn) 


合并 排序 算法 的 时 间 复 嫉 度 为 O(nlogn)。 

(2) 空间 复杂 度 

程序 中 变量 占用 了 一 些 辅助 空间 ， 这 些 辅 
助 容 间 都 是 常数 阶 的 ,每 调用 一 次 Merge(), 会 
分 配 一 个 适当 大 小 的 绥 冲 区 , 且 在 退出 时 释放 。 
最 多 分 配 大 小 为 nx， 所 以 空间 复杂 撒 为 O(n)。 
递归 调用 所 使 用 的 栈 空 间 是 O(logn), 想 一 想 为 


pe 本 站 
合并 排序 递归 树 如 图 9-89 所 示 。 -3 


递归 调用 时 占用 的 栈 空间 是 递归 树 的 深 图 9-89 合并 排序 递归 树 
上 度 ，1=2， 则 大 log2， 递 归 树 的 深度 为 logn。 
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9.5 keldidildss 


分 配 排序 不 需要 比较 关键 字 的 大 小 , 根据 关键 子 各 位 上 的 值 , 进行 硅 干 趋 “ 分 配 ” 和 “ 收 
集 ” 实 现 排 序 。 


9.5.1 桶 排序 


棚 排 序 将 待 排序 序列 划分 成 知 干 个 区 间 ， 每 个 区 间 可 形象 地 看 作 一 个 桶 ， 如 条 桶 中 的 
记录 多 于 一 个 则 使 用 较 快 的 排序 方法 进行 排序 ， 把 每 个 桶 中 的 记录 收集 起 来 ， 最 终 得 到 有 
序 序列 。 

完美 图 解 

例如 ， 有 10 个 学 生 的 成 绩 (68, 75, 54, 70, 83, 48, 80, 12, 75 ,92)， 对 该 成 绩 序列 进行 桶 
排序 5 

1) 分 配 。 学 生成 绩 在 0 一 100， 可 以 划分 为 10 个 桶 ， 即 0 一 9，10 一 19，20 一 39，…， 
90 一 100， 将 学 生成 绩 依 次 放 入 桶 中 ， 如 图 9-90 所 示 。 


ON Sa 
74- 
70 80 
. SR < 
0 ] 过 3 S 6 7 8 9 


图 9-90 分配 


2) 排序 。 利 用 比较 先进 的 排序 算法 对 每 个 桶 内 的 数据 进行 排序 。 如 果 桶 内 多 于 一 个 记 
录 ， 可 以 使 用 前 面 章节 的 排序 算法 进行 排序 ， 例 如 插入 排序 ， 第 7 个 桶 排序 后 为 70、75、 
75 ， 第 8 个 桶 排序 后 为 80、83， 如 图 9-91 所 示 。 


79 
75 83 
so 12 Nog 54 08 70 80 92 
1 之 3 4 


0 




























































































5 6 7 8 9 
图 9-91 桶 内 排序 
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3) 收集 。 将 每 个 桶 内 的 记录 依次 收集 起 来 ， 得 到 一 个 有 序 的 序列 (12, 48, 54, 68, 70, 75， 
7 , 80, 83, 92 ) 。 

桶 排序 需要 注意 如 下 几 个 问题 。 

1) 桶 排序 的 数据 最 好 是 均匀 分 布 的 。 如 果 有 10 个 学 生成 绩 都 在 90 分 以 上 ， 那么 10 个 
记录 都 会 分 配 在 一 个 桶 内 , 桶 排序 就 退化 成 了 一 般 的 排序 。 理想 的 情况 下 , 当 数 据 均 匀 分 布 ， 
桶 的 数量 m 足够 大 时 ， 那 么 每 个 桶 内 最 多 上 只 有 一 个 记录 ， 不 需要 再 进行 排序 ， 只 需要 O(n) 
的 时 间 将 所 有 记录 分 配 到 桶 中 ,再 用 O(n) 的 时 间 收 集 起 来 即 可 , 桶 排序 的 时 间 复 杂 度 可 以 达 
到 O(0D)。 但 是 这 样 做 衬 间 复杂 度 较 大 ， 是 以 衬 间 换 时 间 的 做 法 。 

2 ) 桶 排序 针对 不 同 的 数据 选择 的 划分 方法 是 不 同 的 ,例如 序列 (2, 56, 1278, 685, 70, 7570， 
22529, 580, 7, 82)， 可 以 按照 位 数 划 分 桶 : 1 位 数 ，2 位 数 ，3 位 数 ，4 位 数 ，5 位 数 。 

3) 桶 内 排序 时 使 用 的 比较 排序 算法 也 有 可 能 不 同 。 可 以 使 用 直接 插入 排序 ， 也 可 以 使 
用 快速 排序 。 

因此 这 里 不 再 给 出 桶 排序 算法 的 实现 代码 ， 了 解 其 算法 思想 即 可 。 


9.5.2 基数 排序 


基数 排序 可 以 看 作 桶 排序 的 扩展 ， 它 是 一 种 多 关键 字 排 序 算法 。 如 果 记 录 按 照 多 个 关键 
字 排 序 ， 则 依次 按照 这 些 关 键 字 进行 排序 。 例 如 扑克 有 牌 排序 ， 扑 克 牌 由 数字 面值 和 花色 两 个 
关键 字 组 成 ， 可 以 先 按照 面值 (2, 3,…, 10, J, Q, K, A) 排序 ， 再 按照 花色 ( 虽 , 多 ,和音 ， 今 ) 
排序 。 如 果 记 录 按 照 一 个 数值 型 的 关键 字 排 序 ， 可 以 把 该 关键 字 看 作 由 a 位 组 成 的 多 关键 字 
排序 ， 每 一 位 的 值 取 值 范 围 为 [0, x)， 其 中 7 称 为 基数 。 例 如 ， 十 进 制 数 268 由 3 位 数组 成 ， 
每 一 位 的 取 值 范围 为 [0, 10)， 十 进 制 数 的 基数 > 为 10， 同 样 ， 二 进 制 数 的 基数 为 2， 英 文字 
母 的 基数 为 26。 本 节 以 十 进 制 数 的 基数 排序 为 例 。 

算法 步骤 

1) 求 出 待 排序 序列 中 最 大 关键 字 的 位 数 4， 然 后 从 低位 到 高 位 进行 基数 排序 。 

2) 按 个 位 将 关键 字 依 次 分 配 到 桶 中 ， 然 后 将 每 个 桶 中 的 数据 依次 收集 起 来 。 

3) 按 十 位 将 关键 字 依 次 分 配 到 桶 中 ， 然 后 将 每 个 桶 中 的 数据 依次 收集 起 来 。 

4) 依次 下 去 ， 直 到 4 位 处 理 完毕 ， 得 到 一 个 有 序 的 序列 。 

完美 图 解 

例如 ， 有 10 个 学 生 的 成 绩 (68, 75, 54, 70, 83, 48, 80, 12, 75 , 92)， 对 该 成 绩 序列 进行 基 
数 排序 。 待 排序 序列 中 最 大 关键 字 92 为 两 位 数 ， 只 需要 两 趟 基数 排序 即 可 。 

1) 分 配 。 首 先 按照 个 位 数 ， 划 分 为 10 个 桶 〈0~9)， 将 学 生成 绩 依次 放 入 桶 中 ， 个 位 
是 0 的 放 入 0 号 桶 ， 个 位 是 2 的 放 入 2 号 桶 ， 依 次 类 推 ， 如 图 9-92 所 示 。 
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图 9-92 ”分配 








2) 收集 。 将 每 个 桶 内 的 记录 依次 收集 起 来 , 得 到 一 个 序列 (70, 80, 12, 92, 83, 54, 75, 75 ， 
68, 48)。 

3 ) 分 配 。 再 按照 十 位 数 ， 划 分 为 10 个 桶 (0 一 9), 将 学 生成 绩 依次 放 入 桶 中 ， 如 图 9-93 
所 示 。 


0 1 2 3 4 3 0 9 

































































图 9-93 分配 








4) 收集 。 将 每 个 桶 内 的 记录 依次 收集 起 来 , 得 到 一 个 序列 (12, 48, 54, 68, 70, 75, 75 , 80， 
83, 92)。 符 排序 数据 都 是 两 位 数 ， 只 有 两 个 关键 字 ， 排 序 完毕 ， 得 到 一 个 有 序 序列 。 

讨论 : 分 配 和 收集 时 为 什么 要 “依次 ” 放 入 和 收集 ?如 果 不 是 “依次 ”会 怎么 样 ? 

举 个 最 简单 的 例子 ， 例 如 对 (82, 62, 65, 85) 进行 基数 排序 ， 首 先 按照 个 位 划分 到 2 号 
和 5 号 桶 中 ， 如 图 9-94 所 示 。 

收集 桶 中 的 数据 (62, 82, 85, 65)， 再 按照 十 位 划分 到 6 号 和 8 号 桶 中 ， 如 图 9-95 
所 示 。 





“HF 2 > 


























82 85 02 85 
02 05 65 82 
i We 
2 S 6 8 
图 9-94 ”分配 图 9-95 分配 











收集 桶 中 的 数据 ，(65, 62, 85, 82)， 排 序 结束 并 不 是 一 个 有 序 的 序列 ， 为 什么 ? 
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第 一 次 分 配 放 入 棚 中 时 ，2 写 桶 没有 按 顺 序 放 入 ， 在 原始 关键 子 序列 中 ，82 在 62 前 面 ， 


但 是 放 入 2 号 桶 时 ，82 在 62 的 后 面 了 〈 见 图 9-95)， 收 集 时 5 号 桶 也 没有 依次 收集 。 





在 第 二 次 分 配 和 收集 时 也 是 如 此 。 





如 果 不 是 控 顺 序 依次 进行 分 配 和 收集 ， 


如 何 保证 依次 分 配 和 收集 呢 ? 











则 无 法 保证 排序 结果 的 正确 性 。 





同样 





一 个 非常 简单 的 方法 就 是 队列 ， 先 进 先 出 ， 依 次 进行 。 因 此 可 以 采用 队列 保持 棚 中 数据 
的 进出 顺序 ， 保 证 排序 结果 的 正确 性 。 也 就 是 说 ， 每 一 个 桶 内 使 用 一 个 队列 存储 数据 ， 可 以 





使 用 顺序 队列 或 链 式 队列 。 
代码 实现 








int Maxbit (int A[]，int n)// 求 待 排序 序列 最 大 元 素 位 数 


{ 





int maxvalue=A[0],digits=0;// 初 始 化 最 大 元 素 为 A[0] ,最 大 位 数 为 0 
for (int i=1;i<n;i++) // 找 到 序列 中 最 大 元 素 


if(A[i|]>maxvalue 


) 
maxvalue=A[il]; 








while (maxvalue1!=0)// 分 解 得 到 最 大 元 素 的 位 数 


{ 
digitstt; 
maxvalue/=10;} 


} 


return digits; 


int Bitnumber (int x,int bit)// 求 x 第 bit 位 上 的 数学 ,例如 238 第 2 位 上 的 数字 为 3 


int temp=1; 

for(int i=1;1i<bit;i+t+) 
temp*=10; 

return (x/temp)%$10; 


| 


void RadixSort (int A[]，int n)/ /基数 排 序 


{ 
int i,jJ,k,bit,maxbit,; 


maxbit=Maxbit (A,n);// 求 最 大 元 素 位 数 


cout<<maxbit<<endil; 


int **B =new int *[10];// 分 配 空间 


for (i=0;i<10;1i++) 
B[ilj=new Int [n+L1]，; 
for (i=0;i<10;i++) 


BI[1] [0]=0;7Y7 统 计 第 宇 个 桶 的 元 素 个 数 
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// 从 个 位 到 高 位 ， 对 不 同 的 位 数 进行 桶 排序 
for (bit=1;bit<=maxbit;bittt+t) 
| 
FO (0 
lL 
int num=Bitnumber (A[j],bit);// 取 A[j] 第 bit 位 上 的 数字 
int inqex=++B [num] [0]; 
Blnum] [index]=A[Jj]; 
} 
for (i=0,j=0;i<10;i++) / /收集 
I 
for (k=1;k<=B[i] [0];ktt+) 
:| 
B[i] [0]=0;// 收 集 后 元 素 个 数 置 零 
} 
} 
for (int i=0;i<10;i++)// 释 放空 间 
delete []BI[i]; 
delete B; 
} 


算法 复杂 度 分 析 

(1) 时 间 复 杂 度 

基数 排序 需要 进行 4 趟 排序 , 每 一 趋 排序 包含 分 配 和 收集 两 个 操作 , 分 配 需要 O(n) 时 间 。 
收集 操作 如 果 使 用 顺序 队列 也 需要 O(n) 时 间 , 如 果 使 用 链 式 队列 则 只 需要 将 > 个 链 队 首尾 相 
连 即 可 ， 需 要 O(0D) 时 间 ， 总 的 时 间 复 杂 度 为 O(d(n+7))。 

(2) 空间 复杂 度 

如 果 使 用 顺序 队列 ， 需 要 7 个 大 小 为 n 的 队列 ， 空 间 复 杂 度 为 O(rn)。 如 果 使 用 链 式 队 
列 ， 则 需要 额外 的 指针 域 ， 空 间 复杂 度 为 O(n+7)。 

(3) 稳定 性 

基数 排序 是 按 关 键 字 出 现 的 顺序 依次 进行 的 ， 是 稳定 的 排序 方法 。 


9.6 EE 


1. 本 章 内 容 小 结 
内 部 排序 算法 根据 主要 操作 分 为 插入 排序 、 交 换 排 序 、 选 择 排序 、 归 并 排序 、 分 配 排序 
五 大 类 ， 如 图 9-96 所 示 。 
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插入 排序 : 直接 插入 排序 、 和 布尔 排序 
交换 排序 : 冒 泡 排序 、 快 速 排序 
门 部 排序 1 选择 排序 ， 简单 选择 排序 、 堆 排序 
归并 排序 
分 配 排序 ， 桶 排序 、 基 数 排序 
外 部 排序 





排序 


图 9-96 “排序 算法 


2. 排序 算法 的 性 能 比较 
表 9-1 排序 算法 性 能 
时 间 复 杂 度 
win 
Ei 不 允 定 


从 表 9-1 中 可 以 看 出 ， 选 择 排 序 、 希 尔 排 序 、 堆 排序 、 快 速 排 序 是 不 稳定 的 。 虽 然 从 时 
间 复 杂 度 的 数量 级 上 看 ， 挫 排序、 快速 排序 、 归 并 排序 的 平均 时 间 复 杂 上 度 都 是 O(nlogn)， 但 
是 在 实际 运行 中 ， 尤 其 是 数据 量 较 大 时 ， 还 是 有 很 大 区 别 的 。 有 人 做 过 实验 ， 对 各 种 排序 算 
法 效率 做 了 对 比 (单位 : ms)， 如 表 9-2 所 示 。 
表 9-2 排序 算法 效率 


数据 规 
Rs 10 102 103 104 105 108 
排序 算法 


冒 泡 排序 0.000 276 0.005 643 0.545 8 174 549 432 


1 
选择 排序 0.000 237 0.006 438 0.488 4717 478 694 


插入 排序 0.000 258 0.008 619 0.764 5 145 515 621 
希 尔 排 序 〈( 增 量 3) 0.000 522 0.003 372 0.036 0.518 4.152 61 


空间 复杂 度 稳定 性 
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排序 算法 


从 表 9-2 中 可 以 看 出 ， 快 速 排序 的 速度 是 比较 快 的 ，C++ 语 言 中 sort 函数 束 是 使 用 的 快速 
排序 。 
3. 排序 算法 选择 
一 般 来 讲 ， 快 速 排序 是 最 快 的 ， 因 此 大 多 采用 快速 排序 。 但 是 如 果 数 据 量 特别 大 ， 超 过 
百 万 条 记录 ， 人 快速 排序 使 用 递归 实现 可 能 会 发 生 栈 洪 出 ， 这 时 可 以 考虑 使 用 推 排序 。 插 入 排 
序 尽 管 时 间 复 杂 度 是 O(n*)， 但 算法 简单 ， 对 少量 记录 排序 也 十 分 有 效 ， 如 果 记 录 基 本 有 序 ， 
则 可 以 选择 插入 排序 或 骨 泡 排序 。 如 果 问 题 对 称 定 性 有 要 求 ， 则 必须 选择 稳定 的 算法 ， 注 意 
选择 排序 、 和 希 尔 排序 、 堆 排序 、 快 速 排 序 是 不 稳定 的 。 
4. 排序 算法 应 用 场景 
(1) 排名 
在 实际 应 用 中 ， 会 经 稼 用 到 排名 ， 例 如 竞赛 成 绩 排 名 ， 投 票 计 数 排 名 ， 搜 索 结 果 排 名 ， 
推荐 系统 排名 ，Top 大 等 。 
(2) 搜索 
最 篆 见 的 应 用 是 找 最 值 〈 最 大 值 、 最 小 值 )、 中 位 数 、 第 下 小 ， 等 等 。 
如 果 对 一 个 序列 反复 求 最 小 值 〈 或 最 大 值 )， 则 可 以 考虑 使 用 排序 或 优先 队列 。 
。 对 于 静态 数据 ， 即 数据 在 处 理 过 程 中 无 增加 、 删 除 、 改 变 的 情况 ， 可 以 使 用 排序 。 
例如 Kruskal 算法 求 最 小 生成 树 ， 每 次 选择 权 值 最 小 的 边 ， 需 要 多 次 选择 时 ， 则 可 以 
先 排 序 ， 再 依次 选择 即 可 。 因 为 每 次 选择 权 值 最 小 的 边 时 间 复 杂 度 为 O(n)， 如 果 选 
择 n 次 ,总 的 时 间 复 杂 度 为 O(n”)， 而 先 排 序 再 选择 最 小 值 ， 则 只 需要 排序 算法 的 时 
间 复 区 上 度 O(nlogn)。 
e。 对 于 动态 数据 ， 即 数据 在 处 理 中 有 可 能 增加 、 删 除 、 改 变 的 情况 ， 可 以 使 用 优先 队 
列 ( 用 堆 实 现 ， 见 10.2 节 )。 例如 Dijkstra 算法 求 最 短路 径 ,， 每 次 选择 一 个 最 短路 径 ， 
选择 后 其 他 路 径 长 上 度 有 可 能 松弛 更 新 ， 如 果 再 次 排序 ， 时 间 复 杂 度 更 局 ， 而 使 用 优 
先 队 列 ， 每 次 选择 一 个 最 小 值 只 需要 O(logn) 的 时 间 ， 如 果 顺 序 选择 一 个 最 小 值 则 需 
要 O(n) 的 时 间 。 哈 夫 曼 编 公 也 是 如 此 。 在 哈 夫 曼 树 生成 的 过 程 中 ， 每 次 选择 两 个 最 


10° 
79 
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小 值 ， 生 成 一 株 新 树 ， 新 树 的 树 根 权 值 等 于 两 个 最 小 值 乙 和， 增加 到 序列 中 ， 数 据 
有 增加 的 情况 也 不 便 再 次 排序 ， 使 用 优先 队列 即 可 快速 解决 。 
(3) 找 出 重复 元 系 
怎么 知道 一 个 序列 中 是 人 否 有 重复 元 素 ?” 有 多 少 重 复元 素 ?” 重复 多 少 次 ? 排序 很 容易 解 
决 这 个 问题 。 
(4) 运筹 学 
例如 作业 调度 问题 、 零 件 加 工 顺 序 问题 ， 需 要 按照 某 种 策略 ， 决 策 先 执行 什么 ， 后 执行 
什么 。 
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本 革 介 绍 几 种 局 级 数据 结构 ， 包 括 并 查 集 、 优 先 队 列 、B- 树 、B+ 树 、 红 黑 树 。 并 但 集 
可 用 于 集合 合并 、 碍 找 最 近 公 共 祖 先 等 ; 优先 队列 可 用 于 市 有 优先 级 的 队列 处 理 、 找 最 小 (最 
大 ) 值 等 ，B- 树 主要 用 于 大 规模 数据 的 分 级 存储 搜索 ， 将 内 存 的 “高 速度 ”和 外 存 的 “大 容 
量 ” 结 合 起 来 ， 提 高 搜索 效率 ; B+ 树 是 B- 树 的 扩展 ， 适 用 于 文件 索引 系统 ; 红 黑 树 属 于 “ 适 
度 平 衡 ” 的 二 又 搜索 树 ， 其 统计 性 能 更 好 ， 不 需要 频 索 调 平 衡 ， 任 何不 平衡 都 可 以 在 3 次 旋 
转 之 内 解决 ， 且 插入 、 删 除 等 操作 效率 较 高 。 


10.1 


蔡 某 个 家 族人 员 过 于 庞大 ， 要 判断 两 个 人 是 否 是 杀 威 ， 确 实 很 不 容易 。 根 据 某 个 杀 三 关 
系 图 ， 现 在 任意 给 出 两 个 人 人， 判断 其 是 否 上 共有 亲 威 关系 。 规 定 : x 和 yy 是 杀 戚 ，” 和 z 是 杀 
戚 ， 那 么 x 和 z 也 是 杀 威 。 如 果 x 和 yy 是 杀 威 ， 那 么 x 的 杀 威 都 是 y 的 杀 威 ，y 的 亲戚 也 都 
是 x 的 亲戚 。 

那么 如 何 很 快 判 断 两 个 人 是 否 是 杀 威 呢 ? 

可 以 使 用 并 但 集 快速 判断 两 人 是 否 有 亲 威 关系 。 并 但 集 是 一 种 树 形 数据 结构 ， 用 于 处 理 
一 些 不 相交 集合 的 合并 及 查询 问题 。 

算法 步骤 

1) 初始 化 。 把 每 个 点 所 在 集合 初始 化 为 其 自 号 。 

2) 得 找 。 碍 找 两 个 元 素 所 在 的 集合 ， 即 找 祖 宋 。 

注意 : 碍 找 时 ， 采 用 递归 的 方法 找 其 祖宗 ， 祖 宗 集 合 号 等 于 本 喘 时 停止 。 在 回归 时 ， 把 
当前 节点 到 祖宗 路 径 上 的 所 有 节点 统一 为 祖宗 的 集合 号 。 

3) 合并 。 如 果 两 个 元 素 的 集合 号 不 同 ， 将 两 个 元 素 合 并 为 一 个 集合 。 

注意 : 合并 时 只 需要 把 一 个 元 素 的 祖宗 集合 写 改 为 男 一 个 元 素 的 祖宗 集合 号 。“ 擒 贼 先 
扒 王 ?>， 只 改 祖宗 即 可 ! 

完美 图 解 

假设 现在 有 7 个人， 通过 输入 亲戚 关系 图 (9 个 杀 威 关系 分 别 为 : 2 一 7, 4 一 5, 3 一 7, 4 一 
7, 3 一 4, 5 一 7, 5 一 6, 2 一 3, 1 一 9)， 判 断 两 个 人 是 否 有 亲戚 关系 。 

1) 初始 化 。 把 每 个 人 的 集合 号 初始 化 为 其 目 身 编号 ， 如 网 10-1 和 图 10-2 所 示 。 

2) 输入 亲 威 关系 2 和 7。 

3) 查找 。 查 找 2 所 在 的 集合 号 为 2，7 所 在 的 集合 号 为 7。 

4) 合并 。 两 个 元 素 集 合 写 不同， 将 两 个 元 素 合并 为 一 个 集合 。 在 此 约定 把 小 的 集合 号 
赋值 给 大 的 集合 号 ， 因 此 修改 father[7]=2， 如 图 10-3 和 图 10-4 所 示 。 
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] 2 3 4 9 0 7 
mr TT or 


图 10-1 集合 写 初 始 化 


GO 


图 10-2 祖宗 关系 图 
G) 


] 2 4 
() G4) 
| 3 4 5 6 7 
mT TT TT oO 
图 10-3 ”集合 写 更 狐 图 10-4 祖宗 关系 图 
5) 输入 杀 威 关系 4 和 5。 
6) 人 查找。 查找 4 所 在 的 集合 写 为 4，5 所 在 的 集合 号 为 $。 
7) 合并 。 两 个 元 素 集 合 号 不 同 ， 将 两 个 元 素 合 并 为 一 个 集合 


合 。 在 此 约定 把 小 的 集合 号 
赋值 给 大 的 集合 号 ， 因 此 修改 father[5]=4， 如 图 10-5 和 图 10-6 所 示 。 


[BS 


2 


t 




















] 3 1 3 0 7 
mo0| 1 | 2 el: ©” 


图 10-5 ”集合 号 更 新 


8) 输入 亲 威 关系 3 和 7。 
9) 得 找 。 奉 找 3 所 在 的 集合 写 为 3，7 所 在 的 集合 号 为 2。 


厅 日 宁 

10) 合并 。 两 个 元 素 集 合 写 不 同 ， 将 两 个 元 素 合并 为 一 个 集合 。 在 此 约定 把 小 的 集合 号 
赋值 给 大 的 集合 号 ， 因 此 修改 father[3]=2， 如 图 10-7 和 图 10-8 所 示 。 

11) 输入 杀 厌 关系 4 和 7。 

12) 查找 。 查 找 4 的 祖宗 ，4 的 集合 号 为 4，7 所 在 的 集合 号 为 2。 

13) 合并 。 两 个 元 素 集合 号 不 同 ， 将 两 个 元 素 合 并 为 一 个 集合 。 在 此 约定 把 小 的 集合 号 


赋值 给 大 的 集合 号 。 因 此 修改 father[4]=2。“ 擒 贼 先 拾 王 ” 只 改 祖宗 即 可 ! 集合 号 为 4 的 有 
两 个 节点 ， 在 此 只 需要 修改 4 的 祖宗 即 可 ， 并 不 需要 把 集合 号 为 4 的 所 有 节点 都 检索 一 授 ， 


图 10-6 祖宗 关系 图 
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这 正 是 并 碍 集 的 巧妙 之 处 ， 如 图 10-9 和 图 10-10 所 示 。 


] 2 3 4 9 0 7 
TE EE EE 


图 10-7 集合 写 更 新 





] 2 3 4 9 6 7 
| EN EN EN EE 


图 10-9 集合 号 更 新 图 10-10 祖宗 关系 图 


14) 输入 亲 威 关系 3 和 4。 

15〉 查找 。 查 找 3 所 在 的 集合 号 为 2，4 所 在 的 集合 号 为 2。 

16) 人 合并。 两 个 元 素 集 合 号 相同 ， 什 么 也 不 做 。 

17) 输入 亲 威 关系 5 和 7。 

18) 查找 。 查 找 5 所 在 的 集合 写 时 ， 要 注意 因为 5 的 集合 号 不 等 于 5， 因此， 找 其 父亲 
的 集合 号 为 4，4 的 父 杀 集合 号 是 2，2 的 集合 号 等 于 2， 集 合 号 为 自身 时 停止 。 在 查找 返回 
时 ， 把 当前 节点 到 祖宗 路 径 上 的 所 有 区 点 集合 号 统一 为 祖 宁 的 集合 号 。 

这 时 ，5 所 在 的 集合 号 更 狐 为 祖宗 的 集合 号 2， 如 图 10-11 和 图 10-12 所 示 。 


















































] 2 3 4 3 0 7 
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图 10-11 集合 号 更 新 图 10-12 祖宗 关系 图 


7 所 在 的 集合 号 为 2。 

19) 人 合并。 两 个 元 素 集 合 号 相同 ， 什 么 也 不 做 。 

20) 输入 亲历 关系 5 和 6。 

21) 查找 。 查 找 5 所 在 的 集合 号 为 2，6 所 在 的 集合 号 为 6。 
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22) 合并 。 两 个 元 素 集 合 号 人 不同 ， 将 两 个 元 素 合 并 为 一 个 集合 。 在 此 约定 把 小 的 集合 号 
赋值 给 大 的 集合 号 ， 因 此 修改 father[6]=2， 如 图 10-13 和 图 10-14 所 示 。 








图 10-13 集合 号 更 新 图 10-14 祖宗 关系 图 


23) 输入 亲历 关系 2 和 3。 

24) 查找 。 查 找 2 所 在 的 集合 号 为 2，3 所 在 的 集合 号 为 2。 

25) 合并 。 两 个 元 聚集 合 号 相同 ， 什 么 也 不 做 。 

26) 输入 亲历 关系 1 和 5。 

27) 查找 。 查 找 1 所 在 的 集合 号 为 1，5 所 在 的 集合 号 为 2，2 所 在 的 集合 号 为 2， 因 此 
5 的 祖宗 为 2。 

两 个 元 素 集 合 写 不 同 ,将 两 个 元 素 合 并 为 一 个 集合 。 在 此 约定 把 小 的 集合 号 赋值 给 大 的 
集合 写 ， 因 此 将 5 的 祖宗 2 号 节点 的 集合 号 改 为 1 即 可 ， 即 修改 father[2]=1， 如 图 10-15 和 
图 10-16 所 示 。“ 擒 贼 先 扒 王 ” 只 修改 祖宗 集合 号 即 可 。 
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图 10-15 集合 号 更 新 图 10-16 祖宗 关系 图 





假设 到 此 为 止 ， 杀 威 关 系 图 已 经 输入 完毕 。 

我 们 可 以 看 到 3、4、5、6、7 这 些 节 点 集合 号 并 没有 改 为 1， 这 样 真 的 可 以 吗 ? 

1) 如 果 要 判断 现在 有 几 个 家 族 (集合 ), 只 需要 统计 有 几 个 集合 号 和 下 标 相 同 。 图 10-15 
中 只 有 1 的 集合 号 和 下 标 相 同 ， 说 明 现 在 只 有 一 个 集合 。 

2) 如 果 要 判断 两 个 人 是 否 有 亲 威 关系 (是 不 是 属于 同一 个 集合 )， 只 需要 看 这 两 个 人 的 
祖 军 是 售 相 同 。 

例如 ， 要 判断 5 和 2 是 不 是 亲 威 关系 。 

1) 先 查找 5 的 祖宗 ，5 的 父 杀 是 2，2 的 父 杀 是 1，1 的 父 杀 是 1， 搜 索 停止 。 找 祖宗 的 
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过 程 中 ，5 到 其 祖宗 1 这 条 路 径 上 所 有 的 节点 集合 号 都 更 新 为 1。 

2) 再 得 找 2 的 祖宗 ，2 的 父 杀 是 1，1 的 父亲 是 1， 搜 索 停 止 。2 到 其 祖宗 1 这 条 路 径 
上 所 有 的 市 反 集 合 写 部 更 新 为 1。 

3) 5 和 2 的 集合 号 都 为 1， 所 以 5 和 2 是 亲 威 关系 。 

代码 实现 


void Init (ijnt n)// 初 始 化 
' 








for (int i=1;1i<=n;1+t+) 
fatherl[i]=i; 
} 


int Find(int x)// 找 祖宗 
{ 
if (x!=fatherl[lx|]|) 
father[x|]=Find (father[x]|); 
return fatherl[lx]; 


. 


Tht Merde(1int ay.2nte pb) // 合 并 集合 
{ 
二 三 区 (人 找 寺 的 但 款 让 
int q=Find(b); // 找 b 的 祖宗 qq 
if (p==q) return 0; 
| 
father[p]=9q;// 小 的 赋值 给 大 的 集合 号 
else 
fatherlqgq]=p; 
return 1; 


算法 复杂 度 分 析 

如 果 有 nn 个 节点 、e 条 边 ( 关 系 )， 每 一 条 边 (u, v) 进行 集合 合并 时 ， 都 要 查找 tu 和 v 
的 祖宗 ， 查 找 的 路 径 从 当前 节点 一 直到 根 市 点 。n 个 节点 组 成 的 树 ， 平 均 情况 下 树 的 高 大 为 
log72， 因 此 并 得 集中 ， 合 并 集合 的 时 间 复 杂 度 为 O(elogn)。 





10.2 Wd 


在 算法 设计 中 ， 经 利用 到 从 序列 找 一 个 最 小 值 〈 或 最 大 值 ) 的 操作 ， 例 如 最 短路 径 、 哈 
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夫 曼 编码 等 都 需要 找 最 小 值 。 如 果 从 序列 中 顺序 查找 最 小 值 〈 或 最 大 值 ) 需要 O(n) 的 时 间 ， 
而 使 用 优先 队列 找 最 小 值 〈 或 最 大 值 ) 则 只 需要 O(logn) 的 时 间 。 

优先 队列 是 利用 堆 来 实现 的 ， 堆 可 以 看 作 一 株 完 全 二 又 树 的 顺序 存储 结构 。 在 这 柠 完 全 
二 叉 树 中 ， 如 果 每 一 个 节点 的 值 都 大 于 等 于 左右 孩子 的 值 ， 则 称 之 为 最 大 堆 。 如 果 每 一 个 节 
点 的 值 都 小 于 等 于 左右 孩子 的 值 ， 则 称 之 为 最 小 堆 。 

例如 ， 一 个 数据 元 素 序 列 ， 如 图 10-17 所 示 ， 其 对 应 的 完全 二 又 树 如 图 10-18 所 示 ， 访 
完全 二 又 树 满 足 最 大 堆 的 定义 。 


] 驳 E， 4 A 6 » 8 9 10 
ET Tele TT 


图 10-17 数据 元 素 序 列 




















根据 完全 二 又 树 的 性 质 ， 如 果 一 个 节点 的 下 标 为 i， 则 其 左 孩 子 下 标 为 2， 其 右 孩子 下 
标 为 2i+1， 其 双亲 的 下 标 为 i/2。 且 具有 nn 个 节点 的 完全 二 叉 树 的 深度 为 logzn+1。 

普通 的 队列 是 先进 先 出 的 ， 而 优先 队列 与 普通 队列 不 同 , 每 次 出 队 时 按照 优先 级 顺序 出 
队 。 例 如 ， 最 小 值 (或 最 大 值 ) 出 队 ， 优 先 队 列 中 的 记录 存储 满足 堆 的 定义 。 优 先 队列 除了 
构建 初始 堆 之 外 ， 有 出 队 和 入 队 两 种 常用 的 操作 。 




















图 10-18 ”完全 二 又 树 


算法 步骤 

1) 构建 初始 堆 。 

2) 出 队 : 堆 顶 出 队 ， 最 后 一 个 记录 代 巷 堆 项 的 位 置 ， 重 独 调 整 为 堆 。 
3) 入 队 : 新 记录 放 入 最 后 一 个 记录 之 后 ， 重 新 调 整 为 堆 。 


10.2.1 出 队 


完美 图 解 


例如 ， 一 个 最 大 扒 ， 如 图 10-18 所 示 。 出 队 时 ， 堆 项 30 出 队 ， 最 后 一 个 记录 12 代 符 堆 
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顶 ， 如 图 10-19 所 示 。 





10-19 ”出 队 


出 队 后 ， 除 了 堆 顶 之 外 ， 其 他 市 点 都 满足 最 大 堆 的 定义 ， 只 需要 将 堆 顶 执行 “下 沉 ” 操 
作 ， 即 可 调整 为 堆 。 

“下 沉 ” 堆 顶 与 左右 孩子 比较 ， 如 果 比 孩子 大 ， 则 已 调整 为 堆 ， 如 果 比 孩子 小 ， 则 与 较 
大 的 孩子 交换 ， 交 换 到 新 的 位 置 后 ， 继 续 向 下 比较 ， 从 根 节 点 一 直 比 较 到 叶子 。 

Hem Fo us 

1) 堆 项 12 和 两 个 孩子 28、20 比较 ， 比 孩子 小 ， 与 较 大 的 孩子 28 交换 。 

2) 12 再 和 两 个 孩子 16、18 比较 ， 比 孩子 小 ， 与 较 大 的 孩子 18 交换 。 

3) 比较 到 叶子 停止 ， 己 调整 为 堆 ， 如 图 10-20 所 示 。 








10-20 ”调整 堆 


调整 堆 的 过 程 束 古 堆 项 从 根 “ 下 沉 ” 到 叶子 的 过 程 。 


代码 实现 
void Sink(int k,int n)// 下 沉 操 作 


| 
while (2*k<=n)// 如 果 有 左 孩 子 ，k 的 左 孩 子 为 2k, 厂 孩子 为 2k+1 
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int j=2*k;//j 指 问 左 孩 子 
if(j<n&g&r[jl]<z[j+ll)// 如 果 有 石 孩 子 , 且 左 孩子 比 右 孩 子 小 
jt //j 指 问 右 孩 子 
if (r[k]>=r[j])// 比 “ 较 大 的 孩子 ”大 
break; / /已 满足 堆 
else 
swap (r [kK],r[j]);// 与 较 大 的 孩子 交换 
k=j;//k 指 问 交 换 后 的 新 位 置 ， 继 续 癌 下 比较 ， 一 直 “ 下 沉 ” 到 叶子 





} 


1 DOB (TE 十 愉 

{ 
cout<<r[1]<<endl;// 输 出 堆 顶 
r[1]=r [n--];// 最 后 一 个 元 素 代 从 堆 顶 ，n 减 1 
Sink (1,n);// 堆 项 下 沉 操作 

} 


10.2.2 入 队 


完美 图 解 
例如 ， 一 个 最 大 堆 ， 如 图 10-18 所 示 。 入 队 时 ， 将 新 元 素 放 入 最 后 一 个 记录 之 后 ， 例 如 
29 入 队 ， 放 入 12 的 后 面 ， 如 图 10-21 所 示 。 





图 10-21 入 队 


入 队 后 除了 新 入 队 记 录 之 外 ， 其 他 节 扣 部 满足 最 大 堆 的 定义 ， 只 需要 将 新 记录 执行 “上 
序 ” 操 作 ， 即 可 调整 为 扒 。 

“上 浮 ” 新 记录 与 其 双 共 比较 ， 如 末 小 于 等 于 双 菜 ， 则 已 调整 为 堆 ， 如 果 比 双亲 大 ， 则 
与 双 茶 交换， 交换 到 新 的 位 置 后 ， 继 续 向 上 比较 ， 从 叶子 一 直 比 较 到 根 。 
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新 记录 “上 上浮” 过 程 如 下 。 
1) 新 记录 29 和 其 双色 18 比较 ， 比 双 杀 大， 与 双 杀 交换 ， 如 图 10-22 所 示 。 





10-22 ”上 浮 


2) 29 再 和 其 双亲 28 比较 ， 比 双亲 大 ， 与 双亲 人 交换， 如 图 10-23 所 示 。 





10:23 .学 


3) 29 再 和 其 双亲 30 比较 ， 比 双亲 小 ， 已 调整 为 堆 。 


代码 实现 
void Swim(int k,int n)/ /上浮 操作 
{ 


while (k>l1&&r[k]>r[k/21])// 如 果 大 于 双亲 
{ 


swap (r [Kk],r[k/21);// 与 双亲 交换 
k=k/2;//k 指向 交换 后 的 新 位 置 ， 继 续 向 上 比较 ， 一 直上 浮 到 根 
} 


vold Pushtint :nink 区 ) /人 /大队 
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r[++n]=x;//n 加 1 后， 将 狐 元 素 放 入 尾部 
Swim (n) ;// 最 后 一 个 元 素 上 浮 操 作 
} 


10.2.3 ”构建 初始 堆 


完美 图 解 

例如 ， 对 无 序 序列 {12, 16, 2, 30, 28, 20, 16 , 6, 10, 181 构 建 初 始 堆 〈 最 大 堆 )。 

构建 初始 堆 过 程 : 首先 按照 完全 二 又 树 的 顺序 构建 一 棵 完全 二 叉 树 ,然后 从 最 后 一 个 分 
支 节 点 n/2 开始 调整 堆 ， 依 次 将 序号 为 WwW2-1, wy2-2,，…, 1 的 节点 执行 下 沉 操 作 ， 调 整 为 堆 。 

1) 首先 将 无 序 序列 按照 完全 二 又 树 的 顺序 构建 完全 二 叉 树 ， 如 图 10-24 所 示 。 








10-24 ”完全 二 又 树 


2) 从 最 后 一 个 分 支 节 点 n/2=5 开始 调整 堆 ，28 比 其 孩子 18 大 ， 不 需要 交换 。 
3) 下 标 为 4 的 节点 调整 堆 ，30 比 其 两 个 孩子 6 和 10 都 大 ， 不 需要 交换 。 
4) 下 标 为 3 的 节点 调整 堆 ，2 比 其 大 孩子 20 小 ， 与 较 大 孩子 交换 ， 如 图 10-25 所 示 。 








10-2$ ”调整 堆 
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5) 序号 为 2 的 节点 调整 堆 ，16 比 其 大 孩子 30 小 ， 与 较 大 孩子 交换 ， 如 图 10-26 所 示 。 





10-26 ”调整 堆 


16 交换 到 新 位 置 后 继续 比较 ，16 比 其 两 个 孩子 6 和 10 都 大 ,不 需要 交换 ， 比 较 到 叶子 


6) 序号 为 1 的 节点 调整 堆 ，12 比 其 大 孩子 30 小 ,与 较 大 护 子 交换 ， 如 图 10-27 所 示 。 





10-27 调整 堆 


12 交换 到 新 位 置 后 继续 下 沉 ，12 比 其 大 孩子 28 小 , 与 较 大 孩子 交换 ,如 图 10-28 所 示 。 





10-28 ”调整 堆 
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12 交换 到 新 位 置 后 继续 下 沉 ，12 比 其 孩子 18 小 ， 与 较 大 孩子 交换 ， 下 沉 到 叶子 停止 ， 
如 图 10-29 所 示 。 





10-29 ”调整 堆 


代码 实现 
void CreatHeap (int n)// 构 建 初始 堆 
{ 
for (int i=n/2;i>0;i--) // 从 最 后 一 个 分 文 广 点 n/2 开始 下 沉 调 整 为 堆 ， 直 到 第 一 个 节点 
Sink (i,n); 
} 


算法 复杂 度 分 析 

优先 队列 是 利用 堆 实 现 的 一 种 特殊 队列 。 堆 是 按照 完全 二 又 树 顺序 存储 的 ， 具有 n 个 节 
点 的 完全 二 又 树 的 深度 为 Llogznj+1。 出 队 时 ， 堆 顶 元 素 出 队 ， 最 后 一 个 元 素 代替 堆 顶 ， 新 的 
堆 顶 从 根 下 沉 到 叶子 ， 最 多 达到 树 的 深度 ， 时 间 复 共度 为 O(logn); 入 队 时 ， 新 元 素 从 叶子 
上 浮 到 根 ， 最 多 达到 树 的 深度 ， 时 间 复 杂 度 也 为 O(logn)。 优 先 队列 的 入 队 和 出 队 操 作 间 复 
杂 度 均 为 O(logn)， 因 此 在 个 元 素 的 优先 队列 中 找 一 个 最 小 值 〈 或 最 大 值 ) 的 时 间 复 杂 度 
为 O(logn)。 想 找到 一 个 最 大 值 就 用 最 大 堆 ， 想 找到 一 个 最 小 值 束 用 最 小 堆 。 


10.3 EF 于 2E 


二 又 搜索 树 的 搜索 效率 和 树 局 成 正比 关系， 通过 减少 二 叉 搜 索 树 的 局 度 ， 可 以 提 珊 搜索 
效率 。 平 衡 二 又 树 可 以 减少 树 局 ， 但 是 仍然 不 够 彻 确 ， 因 为 每 个 节 氮 上 只 含 有 一 个 关键 字 ， 树 
局 仍然 为 Cdlogm)， 能 否 继续 压 绾 树 高 ， 使 其 更 加 局 平 化 呢 ? 

如 果 一 个 节点 不 限于 存储 一 个 关键 子 ， 吏 可 以 包 售 多 个 关键 和 池 和 多 个 子 树 ， 既 你 持 二 又 
搜索 树 的 特性 ， 又 具有 平衡 性 ， 这 样 的 搜索 树 称 为 多 路 平衡 搜索 树 ， 如 图 10-30 所 示 。 平 衡 
二 又 搜 索 树 比 普通 的 二 叉 搜 索 树 局 低 ， 而 多 路 平衡 搜索 树 的 树 局 更 低 ， 更 加 局 平 化 ， 搜 索 的 
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(a) 二 又 搜索 树 (b) 平衡 二 又 搜索 树 (c) 多 路 平衡 搜索 树 
图 10-30 3 种 树 的 等 价 转 换 





那么 古 不 是 越 届 平 束 越 好 呢 ? 再 压 红 下 去 ， 丈 变 成 一 个 包含 所 有 市 上 反 的 树 根 了 ! 

事实 上 并 非 如 此 ， 多 路 平衡 搜索 树 主 要 用 于 大 规模 数据 的 分 级 存储 搜索 ， 将 内 存 的 
“高 速度 ”和 外 存 的 “大 容量 ”结合 起 来 ， 提 高 搜索 效率 。 众 所 周知 ， 内 存 的 访问 速度 是 
很 快 的 ， 而 外 存 的 访问 速度 则 慢 5~6 个 数量 级 。 数 据 规 模 巨 大 时 ， 无 法 全 部 放 入 内 存 ， 
数据 全 集 往 往 放 在 外 存 中 ， 如 来 频 肥 地 访问 外 存 ， 则 搜索 的 效 京 降低 。 如 何 减少 外 存 操 
作 呢 ? 

外 存 访问 时 , 访问 一 个 数据 和 访问 一 段 连续 存储 的 数据 , 时 间 兰 别 不 大 。 因 此 可 以 用 “大 
市 友 ” 代 玲 多 个 单个 节点 ， 一 个 “大 市 点 ”包含 多 个 连续 存储 的 数据 ， 它 们 作为 一 个 整体 ， 
进行 一 次 外 存 访 问 。 将 这 个 “大 节 氮 ” 调 入 内 存 后 ， 再 进行 多 次 内 存 操作 ， 例 如 顺序 碍 找 或 
折 半 奉 找 。 与 外 存 访问 相 比 ， 内 存 操作 的 成 本 很 小 。 

一 个 “大 节点 ?到 撒 包 含 多 少 个 数据 元 对 合适 呢 ? 主要 取决 于 不 同 外 存 的 批量 访问 特性 。 
例如 ， 可 以 根据 磁盘 局 区 的 容量 和 数据 元 素 的 大 小 计算 出 一 个 “大 节点 ”包含 的 数据 元 素 个 
数 。 耕 一 个 “大 市 上 尽 ” 包 含 255 个 效 据 元 素 ， 那 么 每 次 碍 找 1G 个 数据 元 素 需 要 4 一 $ 次 外 
存 访问 ， 而 如 果 使 用 平衡 二 又 搜 索 树 (AVL 树 )， 则 每 次 查找 需要 30 次 外 存 访问 。 

多 路 平衡 搜索 树 ， 义 称 为 B- 树 ， 或 者 B 树 。 一 侏 疡 阶 B- 树 ， 或 为 空 树 ， 或 满足 以 下 
特性 。 

1) 每 个 市 皮 最 多 有 m 株 子 树 。 

2) 根 斑点 全 少 有 两 株 子 树 。 

3) 内 部 节点 《除根 和 叶子 之 外 的 节点 ) 至 少 有 | m/2 | 棵 子 树 。 

4) 终 响 节点 《叶子 ) 在 同一 层 上 ， 并 且 不 市 信息 〈 空 指针 )， 通 常 称 为 失败 市 点 。 

5) 非 终 端 节 点 的 关键 字 个 数 比 子 树 个 数 少 1。 
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也 束 是 说 ， 根 节点 至 少 有 一 个 关键 字 和 两 棵 子 树 ， 其 他 非 终端 节点 关键 字 个 数 范围 为 
中 wy2 1，m-1， 子 树 个 数 范围 为 | my/2 1，m]。 

例如 ，3 阶 B- 树 ， 其 内 部 节点 的 子 树 个 数 2 三 三 3， 所 以 又 称 为 2-3 树 。 也 就 是 说 ， 
个 下 点 有 1 一 2 个 关键 字 、2 一 3 株 子 树 ， 所 有 的 叶子 都 在 最 后 一 层 ， 如 图 10-31 所 示 。 


-|65 | J 


现世 了 网 .175 | 90|、 


41251 | L158| 60 | 16s | 4700 Do Les 


图 10-31 3 阶 B- 树 1 





为 了 条 化 其 画 法 ,省 去 最 后 一 层 空 指针 , 和 朋 接 将 图 10-31 简化 为 最 紧凑 的 形式 ,如 网 10-32 
所 未 。 

B- 树 上 其 有 平衡 、 有 序 、 多 路 的 特 上 后 。 在 B- 树 中 ， 
所 有 的 叶子 都 在 最 后 一 层 ， 因 此 左右 子 树 的 局 将 为 
0， 体 现 了 平衡 的 特性 。B- 树 具有 中 序 有 序 的 特性 ， 
即 元 子 树 < 根 < 右 子 树 。 多 路 是 指 可 以 有 多 个 分 文 ， 
7 除了- 树 中 的 节点 最 多 可 以 有 六 个 分 文 , 所 以 称 为 
m 路 平衡 搜索 树 。 

但 找 、 插 入 、 删 除 操 作 与 树 遍 成 正比 关系 ， 因 此 移 分 析 树 高 ， 然 后 详解 B- 树 的 个 找 、 
插入 、 删 除 等 基本 操作 。 


10.3.1 树 高 与 性 能 


一 棵 舍 有 个 关键 字 的 m 阶 B- 树 最 大 局 度 是 多 少 呢 ? 

首先 要 看 每 层 人 至 少 有 多 少 个 节点 ， 因 为 节点 越 少 ， 高 度 越 大 。 根 据 定 义 ， 根 节点 至 少 有 
两 棵 子 树 ， 那 么 第 二 层 至 少 有 2 个 节点 ， 除 了 根 之 外 ， 每 个 非 叶 子 节点 至 少 有 | m/2 | 棵 子 树 ， 
每 个 子 树 对 应 一 个 节点 ， 因 此 第 三 层 至 少 有 ?| zw2 | 个 节点 ……: 依次 类 推 ， 第 pn+l 层 人 至少 有 
2| m2 个 节点 。 如 图 10-33 所 示 。 
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图 10-33 m 阶 B- 树 








叶子 节点 的 个 数 至 少 为 3 m/21 ， 叶 子 节点 为 查找 失败 的 空 指针 ,7 个 关键 字 有 x+1 种 
丛 找 失败 的 情况 ， 即 : 
n+l 宕 2| mo/2 | 
hlogrm2l((n+1)/2)+1=O(l0gmn) 
一 标 含 有 nn 个 关键 字 的 m 阶 B- 树 最 大 局 度 为 O(logmn)。 后 和 面 分 析 B- 树 的 得 找 、 插 入 、 
删除 等 基本 操作 的 时 间 复 杂 度 时 可 以 利用 该 结 


10.3.2 ”查找 


B- 树 的 查找 和 二 又 搜索 树 的 查找 类 似 , 不 同 的 是 需要 从 外 存 调 入 节点 ,然后 在 节点 内 查 
找 (一 个 节点 可 能 包含 多 个 关键 学 )。 

首先 将 根 节 点 作为 当前 节点 ， 在 当前 节点 的 关键 字 中 奉 找 目标 ， 大 得 找 成 功 ， 则 返回 。 
否则 通过 判断 进入 下 一 层 的 和 节点， 在 该 入 点 不 是 叶子 《至 指针 )， 则 将 其 从 外 存 调 入 内 存 作 
为 当前 节点 ， 重 复 谷 找 过 程 。 在 任何 时 赣 ， 通 利 只 有 当前 节点 在 内 存 中 ， 其 他 节点 放 在 外 存 
中 ， 需 要 时 才 会 调 入 内 存 。 

完美 图 解 

例如 ， 一 棵 3 阶 B- 树 ， 如 图 10-34 所 示 ， 在 该 树 
中 查找 80。 

1) 首先 ，80 和 根 节点 65 比较 ，80>65， 转 向 根 
A .25 ) C58 60 C6870 >)(80,) 

2) 和 75 比较 ，80>75， 和 90 比较 ，80<90， 转 0 OD 
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问 该 节点 的 第 二 个 分 文 ; 

3) 和 80 比较 ， 奉 找 成 功 。 

算法 复杂 度 分 析 

B- 树 的 查找 时 间 包 括 将 节点 从 外 存 调 入 内 存 和 在 内 存 中 当前 节点 查找 两 个 方面 。 节 点 间 
的 跳 转 作为 一 次 外 存 访问 ， 和 点 内 的 得 找 作为 多 次 内 存 操作 ,， 因 为 外 存 和 内 存 操作 时 间 相 郑 
巨大 , 因此 和 点 内 的 内 存 操作 忽略 不 计 , 只 需要 考察 在 但 找 的 过 程 中 访问 了 多 少 个 市 点 即 可 。 
查找 最 多 从 根 访 问 到 叶子 ， 即 树 的 高 度 O(logjn)， 含 有 nn 个 关键 字 的 m 阶 B- 树 ， 因 此 m 阶 
B- 树 但 找 的 时 间 复 末 度 为 O(lognn)。 


10.3.3 插入 


进行 插入 操作 时 ， 首 先 要 在 B- 树 中 查找 合适 的 插入 位 置 。 因 为 关键 字 不 允许 重复 ， 如 
果 查 找 成 功 ， 则 不 进行 插入 操作 ， 返 回 。 如 果 查 找 失 败 ， 则 将 关键 字 插 入 到 失败 节点 的 双亲 
节点 中 。 例 如 ， 在 一 棵 3 阶 B- 树 中 插入 59， 首 先 查 找 位 置 ，59 大 于 58 小 于 60， 而 58 和 
60 之 间 的 子 树 为 空 指针 ， 人 查找 失 败 ， 将 59 插入 该 位 置 ， 如 图 10-35 所 示 。 

上 泣 

但 是 m 阶 B- 树 每 个 节点 的 关键 字 个 数 不 能 超过 m-1， 插 入 关键 字 后 ， 如 果 仍 然 满足 此 
条 件 ， 那 么 插入 操作 完成 。 如 果 插 入 后 ， 关 键 字 个 数 为 m 超过 了 m-1)， 则 发 生 上 浇 。 需 
要 进行 分 裂 操 作 解 除 上 湾 ， 使 该 节点 及 整 棵 树 重新 满足 六 阶 B- 树 的 条 件 。 



































图 10-35 3 阶 B- 树 的 插入 





刚刚 发 生 上 洲 的 节点 V， 插 入 之 前 满足 条 件 〈( 关 键 字 个 数 小 于 等 于 m-1)， 插 入 之 后 大 
于 1-1， 因 此 严 节 点 现在 恰好 有 m 个 关键 字 。 将 该 关键 字 分 裂 操 作 : 取信 节点 中 间 的 关键 
字 后 Cs=2)， 将 操 上 升 到 其 父 节 点 P， 左 右 两 部 分 作为 到 的 左右 孩子 ， 如 图 10-36 所 示 。 

分 裂 操作 将 上 溢 季 点 的 中 间 关 键 字 友 上 升 到 其 父 币 点， 如 果 其 父 币 点 这 时 也 发 生 上 洲 ， 
则 继续 分 裂 操 作 ， 一 直 辐 上 传递 ， 最 远 到 达 树 根 。 

ks; 上升 到 其 父 节 点 P 了 后， 可 分 为 3 种 情况 。 

1) 节点 未 发 生 上 洪 ， 修 复 完成 。 

2) 忆 节点 发 生 上 溢 ， 执 行 分 裂 操作 ， 一 直 癌 上 传递 ， 在 到 达 树 根 前 不 再 发 生 上 游 ， 或 
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到 达 树 根 但 树 根 未 发 生 上 液 ， 修 复 完 成 。 
3) 特殊 情况 下 ， 上 液 一 下 传 鸳 到 树 根 ， 树 根 也 发 生 上 深 ， 那 么 将 树 根 分 镜 ， 根 节操 的 
中 间 关 键 季 分 裂 成 为 靳 的 树 根 ， 修 复 完 成 ， 此 时 树 的 高 度 增 1。 





10-36 _m 阶 B- 树 (上 溢 分 裂 ) 


完美 图 解 

图 解 3 阶 B- 树 的 插入 操作 ， 包 括 未 友 生 上 注 以 及 友 生 上 洲 的 3 种 情况 处 理 。 

1) 在 一 棵 3 阶 B- 树 中 插入 30， 末 发 生 上 洲 〈《 节 点 关键 字 个 数 不 超 过 2)， 直 接 插 入 即 
如 图 10-37 所 示 。 

2) 在 一 棵 3 阶 B- 树 中 插入 59， 发 生 上 游 〈 节 点 关键 字 个 数 超过 2)， 执 行 分 裂 操 作 ， 
中 间 关 键 字 上 升 到 其 父 节 点 ， 父 节点 未 发 生 上 洲 ， 修 复 完 成 ， 如 图 10-38 所 示 。 





可 


- 





图 10-37 3 阶 B- 树 ( 择 入 30) 


LAA 


图 10-38 3 阶 B- 树 (插入 59) 


3) 在 一 棵 3 阶 B- 树 中 插入 73， 发 生 上 游 〈 节 点 关键 字 个 数 超过 2)， 执 行 分 裂 操 作 ， 
中 间 关 键 字 70 上 升 到 其 父 节 点 ， 如 图 10-39 所 示 。 
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世人 re 


图 10-39 3 阶 B- 树 (上 滋 分 裂 ) 





也 发 生 上 游 ， 继 续 ， 中 间 关 键 字 75 上 升 到 其 父 节 点 ， 父 节点 未 发 生 上 次 ， 修 复 完 
成 ， 如 图 10-40 ee 


A may 


图 10-40 3 阶 B- 树 (上 滋 分 裂 ) 


4) 在 一 棵 3 阶 B- 树 中 插入 32， 发 生 上 浇 ( 节 点 关键 字 个 数 超过 2)， 执 行 分 裂 操作 ， 
中 间 关 键 字 37 上 升 到 其 父 节 点 ， 如 图 10-41 所 示 。 


Ty 


图 10-41 3 阶 B- 树 (上 滋 分 裂 ) 








也 发 生 上 溢 ， 继 续 中 间 关 键 字 4$ 上 升 到 其 父 届 点 ， 如 网 10-42 所 示 。 


图 10-42 3 阶 B- 树 〈 上 溢 分 裂 ) 





也 发 生 上 洲 , 此 时 是 树 根 及 生 上 海 , 无 父 市 反 , 分 错时 不 能 将 中 间 关 键 子 上 升 到 父 节 扩 ， 
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将 中 间 关 键 字 45 分 型 为 新 的 树 根 ， 树 长 局 了 一 层 ， 如 网 10-43 所 示 。 





10-43 3 阶 B- 树 (上游 分 裂 ) 








只 有 树 根 用 生 上 次 时 ，B- 树 才 会 长 高 一 层 ， 其 他 情况 ， 树 高 不 变 。 树 根 分 袭 时 ， 新 的 树 
根 只 有 一 个 关键 字 和 两 栋 子 树 ， 这 也 是 B- 树 定义 中 特别 定义 树 根 的 原因 。 

算法 复杂 度 分 析 

含有 个 关键 字 的 m 阶 B- 树 ,插入 操作 除了 但 找 插入 位 置 (需要 O(logwn) 时 间 ) 之 外 ， 
如 有 果 发 生 上 洲 ， 需 要 分 裂 操 作 ， 分裂 操 作 不 会 超过 树 的 高 度 O(logmn)， 因 此 插入 操作 的 时 间 
复杂 上 度 为 O(logn)。 


10.3.4 ”删除 


在 进行 删除 操作 时 ， 首 先 要 在 B- 树 中 得 找 竺 删除 关键 学 的 位 置 。 如 果 碍 找 失 败 ， 则 不 
进行 删除 操作 , 返回 。 如 果 碍 找 成 功 ， 则 执行 以 下 删除 操作 。 如 果 待 删除 关键 字 的 子 树 非 空 ， 
则 需要 像 二 又 搜索 树 一 样 ， 令 该 天 键 字 的 直接 前 驱 〈 或 直接 后 继 ) 代 登 符 删 除 关 键 字 ， 然 后 
删除 其 直接 前 驱 (或 下 接 后 继 ) 即 可 。 直 接 前 驱 《〈 或 直接 后 继 ) 的 子 树 一 定 为 宇 ， 因 此 只 需 
要 处 理 竺 删除 关键 字 的 子 树 为 空 的 情况 即 可 。 

例如 ， 在 一 棵 3 阶 B- 树 中 删除 73， 首 先 得 找 75 位 置 ，75 所 在 节点 的 子 树 非 至 ， 则 令 
75 的 直接 前 驱 70 代 蔡 之 ， 然 后 删除 70 即 可 ， 如 图 10-44 所 示 。 


























10-44 3 阶 B- 树 (删除 75) 
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如 果 要 删除 65 呢 ? 删除 90 会 怎样 ? 动手 试 一 试 。 

下 泣 

m 阶 B- 树 中 ， 除 根 之 外 ， 所 有 非 终 端 节点 的 关键 字 个 数 不 能 少 于 mm/2 上 1， 删除 关键 字 
后 ， 如 果 仍 然 满 足 此 条 件 ， 那 么 删除 操作 完成 。 如 果 删 除 后 ， 关 键 字 个 数 为 | ww/2 上 2 〈 少 于 
[m2 上 -1)， 则 发 生 下 洪 。 需 要 相关 操作 解除 下 洲 ， 使 该 节点 及 整 棵 树 重 新 满足 m 阶 B- 树 的 
条 件 。 

考查 下 洲 节 点 天 的 左右 兄弟 ， 下 游 处 理 分 为 3 种 情况 : 左 借 、 右 借 、 合 并 。 

1) 天 的 左 兄 弟 至 少 包 含 | ww/2 | 个 关键 字 〈 左 借 )。 

因为 除根 之 外 , 非 终端 节点 的 关键 字 个 数 不 能 少 和 于 wy2 1 而 二 的 左 兄弟 至 少 包含 | m/2| 
个 关键 字 ,“ 借 ” 走 一 个 也 没事 。 那 么 怎么 借 呢 ? 

上 汶 广 点 同 父 节点 “ 信 ” 一 个 天 键 凶 y， 父 市 护 再 问 玉 的 左 兄 弟 “ 借 ”一 个 关键 子 x， 
下 游 解 除 ， 如 图 10-45 所 示 。 其 中 , x 为 让 的 左 兄 第 L 中 的 最 大 关键 字 ， 父 节点 PP 中 关键 字 
y 的 左右 护 子 为 L、V。 





























宇 Tm/21 个 Tm/21-2 个 宇 Tm/21-1 个 Tm/21-1 个 
图 10-45 nm 阶 B- 树 (下 溢 左 借 ) 


2) 严 的 右 兄 弟 至 少 包含 | m2 | 个 关键 字 ( 右 借 )。 

如 果 所 的 左 兄弟 关键 字 不 足 | m2 个 , 无 法 借 出 , 而 右 兄弟 至 少 包含 | /2 | 个 关键 字 ,“ 借 ” 
走 一 个 也 没事 ， 那 么 同 右 兄 第 “ 借 ” 一 个 节点 。 

上 洲 抽 点 问 父 节点 “ 借 ” 一 个 厄 点 y， 父 市 点 再 问 六 的 石 兄 第 “ 借 ” 一 个 节点 x， 下 淤 
解除 ， 如 图 10-46 所 示 。 其 中 , x 为 让 的 右 兄 第 RR 中 的 最 小 关键 了 学 ， 父 廊 点 PP 中 关键 学 yy 的 
左右 护 子 为 R。 

3) 厂 的 左 、 右 兄弟 包含 的 关键 字 均 不 足 m/2 | 个 (合并 )。 

而 六 的 左右 兄弟 包含 的 关键 字 不 足 | m2 | 个 , 都 刚好 满足 条 件 (| ww/2 上 1 个 ), 无 法 再 “ 借 ” 
出 。 如 果 有 左 兄 第， 可 令 了 下 移 到 过 和 严 之 间 ， 将 元 、 严 两 个 节点 合并 得 到 一 个 新 的 节点 。 
已 节 点 中 关键 字 ， 和 指向 天 的 指针 删除 ， 如 图 10-47 所 示 。 如 果 没 有 左 兄 第 ， 则 与 右 兄 弟 合 
并 ， 左 右 兄 第 不 可 能 同时 不 存在 。 
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Tm/21-2 个 宇 [m/21 个 Tm/21-1 个 二 [72/21- 1 个 


10-46 m 阶 B- 树 (下 溢 右 借 ) 





Tm/21-1 个 [77]/21-2 个 2Tm/21-2 达 m1 个 
图 10-47 m 阶 B- 树 (下 洲 合 并 ) 


合并 后 , 新 节点 关键 字 个 数 小 于 等 于 m-1, 满足 条 件 。 但是,， 父 节点 己 少 了 一 个 关键 字 ， 
有 可 能 发 生 下 洲 。 如 果 发 生 下 洪 ， 同 样 用 上 面 的 方法 ,分 3 种 情况 处 理 ， 和 上 淤 一 样 ， 下 淤 
可 能 一 直 传递 到 根 。 如 条 根 季 点 也 发 生 下 浇 ， 则 树 高 减 1。 

完美 图 解 

图 解 3 阶 B 树 的 删除 操作 ， 包 括 示 发 生 下 淤 以 及 发 生 下 游 的 3 种 情况 处 理 。 

1) 无 下 洲 。 在 一 标 3 阶 B- 树 中 删除 65， 首 先 查 找 65 位 置 ，65 所 在 的 节点 子 树 非 空 ， 
则 令 65 的 直接 前 驱 60 代替 之 ， 然 后 删除 60 即 可 。 删 除 后 未 发 生 下 洪 ( 节 点 关键 字 个 数 不 
少 于 1)， 删 除 成 功 ， 如 图 10-48 所 示 。 











删除 65 





.OO 


图 10-48 3 阶 B- 树 (无 下 洲 ) 





2) 左 信 。 在 一 栋 3 阶 B- 树 中 删除 90， 首 先 奏 找 90 位 置 ，90 所 在 的 市 扣子 树 非 宇 ， 则 
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令 90 的 直接 前 驱 80 代替 之 ， 然 后 删除 80 即 可 。 删 除 80 后 ， 该 节点 没有 关键 字 ， 发 生 下 溢 
(节点 关键 字 个 数 少 于 1)， 需 要 处 理 下 液 ， 如 图 10-49 所 示 。 






删除 90 


图 10-49 3 阶 B- 树 (发 生 下 洲 ) 


发 生 下 淤 节 点 的 左 兄 第 有 两 个 关键 字 ， 借 出 一 个 仍 满足 最 低 要 求 。 因 此 父 节点 中 的 75 
下 来 ， 左 兄弟 的 最 大 关键 字 70 上 去 ， 下 溢 解 除 ， 如 图 10-50 所 示 。 


和 a 借 ” ， 


图 10-50 3 阶 B- 树 〈 下 溢 左 借 ) 


3) 右 借 。 在 一 棵 3 阶 B- 树 中 删除 25， 首 先 合 找 25 位 置 ，25 所 在 的 节点 子 树 为 衬 ， 直 
接 删 除 即 可 。 删 除 25 后 ， 该 点 没有 关键 字 ， 发 生 下 光 〈 布 点 关键 字 个 数 少 于 1)， 需 要 处 
理 下 洪 ， 如 图 10-51 所 示 。 


2 md 除 25 


图 10-51 3 阶 B- 树 (发生 下 洲 ) 


发 生 下 洲 贡 点 没有 左 兄 第， 其 右 兄 弟 有 两 个 关键 字 ， 借 出 一 个 仍 满足 最 低 要 求 。 因 此 父 
节点 中 的 56 下 来 ， 右 兄弟 的 最 小 关键 字 58 上 去 ， 下 滋 解 除 ， 如 图 10-52 所 示 。 

4) 合并 。 在 一 棵 3 阶 B- 树 中 删除 98， 首 先 碍 找 98 位 置 ，98 所 在 的 和 点 子 树 为 衬 ， 直 
接 删 除 即 可 。 删 除 98 后 ， 该 广 点 没有 关键 学 ， 友 生 下 液 《 方 点 关键 学 个 数 少 于 1)， 需 要 处 
理 下 洲 ， 如 几 10-53 所 示 。 
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向 右 “ 借 ” 
> 


10-52 3 阶 B- 树 (下 淤 右 借 ) 


删除 98 
= 


图 10-53 3 阶 B- 树 (发生 下 洲 ) 


发 生 下 溢 节 点 的 左 兄弟 只 有 一 个 关键 字 , 不 可 以 借 , 又 没有 右 兄 第， 需要 执行 合并 操作 。 
父 节 点 中 的 90 下 来 ， 将 左 兄 第 及 下 洲 节 点 精 合 成 一 个 新 节点 ， 父 节点 下 移 一 个 关键 字 后 仍 
然 满足 条 件 ， 下 湾 解 除 ， 如 图 10-54 所 示 。 











图 10-54 3 阶 B- 树 〈 下 溢 合 并 ) 


5) 合并 的 特殊 情况 ， 树 高 减 1。 在 一 棵 3 阶 B- 树 中 删除 58， 首 先 查 找 58 位 置 ，58 所 
在 的 节点 子 树 为 空 ， 直 接 删 除 即 可 。 删 除 58 后 ， 玉 节点 没有 关键 字 ， 发 生 下 浇 〈 节 点 关键 
字 个 数 少 于 1)， 需 要 处 理 下 溢 ， 如 图 10-55 所 示 。 


所 ， 二 a ， 


图 10-55 3 阶 B- 树 (发生 下 洲 ) 
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瑚 的 左 兄弟 只 有 一 个 关键 字 ， 不 可 以 借 ， 又 没有 右 兄 弟 ， 需 要 执行 合并 操作 。 父 节点 己 
中 的 56 下 移 到 本 的 左 兄 第 及 了 V 市 点 之 间 ， 合 并 成 一 个 新 节点 ， 如 图 10-56 所 示 。 


A RE 


图 10-56 3 阶 B- 树 (下 溢 合 


父 刷 点 已 下 移 一 个 关键 字 后 发 生 下 次 《节点 关键 字 个 数 少 于 1)， 继 续 处 理 下 洲 。P 节 
点 没有 左 兄 第 ， 右 兄 第 只 有 一 个 关键 字 ， 不 可 以 借 ， 需 要 合并 操作 。P 的 父 节点 下 移 一 个 关 
键 字 到 PP 和 PP 的 右 兄 第 之 间 ， 合 并 为 一 个 新 节点 ， 如 图 10-57 所 示 。 








图 10-57 3 阶 B- 树 (下 溢 合 并 ) 


注意 : 当 树 根 关 键 学 下 移 后 ， 没 有 关键 学 了 ， 删 除 树 根 ， 树 高 减 1。 

算法 复杂 度 分 析 

含有 7 个 关键 宇 的 六 阶 B- 树 ， 删 除 操作 除了 得 找 竺 删除 关键 学 位 置 〈 需 要 O(logn) 时 
间 ) 之 外 ， 删 除 后 如 条 发 生 下 溢 ， 需 要 左 借 、 右 借 或 合并 操作 ， 合 并 操作 不 会 超过 树 的 高 度 
Oldogw)， 因 此 ， 删 除 操 作 的 时 间 复 杂 度 为 Odogwz)。 

含有 10 亿 个 节点 的 3 阶 B- 树 的 高 度 仅 在 19 一 30 之 间 ， 最 多 需要 访问 30 个 节点 就 能 够 
在 10 亿 个 键 中 进行 任何 查找 、 插 入 和 删除 操作 ， 这 个 速度 是 相当 惊人 的 ! 


10.4 [2 让 秆 i 


B+ 树 是 B- 树 的 变种 ， 更 适用 于 文件 索引 系统 。 从 严格 定义 上 讲 ，B+ 树 已 经 不 属于 树 ， 
因为 叶子 之 间 有 连接 ， 树 古 不 允许 同 层 市 上 有 连接 的 。 
一 株 m 了 i B+ 树 ， 或 为 空 树 ， 或 满足 以 下 特性 。 
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1) 每 个 市 把 最 多 有 mm 株 子 树 。 

2) 根 证 点 全 少 有 两 哥 子 树 。 

3) 内 部 节点 (除根 和 叶子 之 外 的 节点 ) 至 少 有 | m/2 | 棵 子 树 。 

4) 终 咒 节操 《叶子 ) 在 同一 层 上 ， 并 且 不 市 信息 〈 空 指针 )， 通 常 称 为 失败 市 点 。 

5) 非 终 端 市 点 的 关键 学 个 数 与 子 树 个 数 相 同 。 

6) 倒数 第 二 层 市 把 包含 了 全 部 的 关键 子 ， 市 反 内 部 有 序 且 广 扣 间 按 升序 顺序 链接 。 

7) 所 有 的 非 终 疹 节 点 只 作为 索引 部 分 ， 氮 中 仅 含 子 树 中 的 最 大 《或 最 小 ) 关键 子 。 

从 定义 上 看 ， 前 4 条 和 B- 树 的 定义 一 样 ， 后 3 条 不 同 。 一 栋 m 根 市 扣 阶 B+ 树 ， 人 至 少 有 
两 个 关键 字 ， 其 他 非 终 端 节点 关键 字 个 数 范围 为 m/2 1 由， 关键 字 个 数 等 于 子 树 个 数 ， 而 
B- 树 关键 字 个 数 比 子 树 个 数 少 一 个 。 

例如 ， 一 株 3 阶 B+ 树 ， 其 内 部 古 反 的 子 树 个 数 2 三 kK<3， 关 键 子 个 数 也 是 2<n3， 如 
图 10-58 所 示 。 一 般 有 两 个 指针 ， 一 个 指向 树 根 ， 一 个 指向 倒数 第 二 层 关 键 字 最 小 的 和 点 。 


— 


— 

















图 10-58 3 阶 B+ 树 














从 图 10-58 中 可 以 看 出 ， 最 后 一 层 内 部 节点 束 古 一 个 分 块 的 顺序 链表 ， 父 节 扣 记录 了 子 
太 扩 的 最 大 关键 子 。 


10.4.1 ”查找 


B+ 树 文 持 两 种 方式 的 查找， 可 以 利用 + 指针 从 树 根 问 下 索引 但 找 ， 也 可 以 利用 x 指针 从 
最 小 关键 学 同 后 顺序 查找 。 尺 管 如 此 ， 仍 不 建议 顺 友 查找， 因为 其 时 间 复 杂 上 度 为 0(n)， 而 索 
引得 找 效 率 要 高 得 多 。 

奋 从 树 根 问 下 和 奏 找 ， 则 首先 在 根 币 点 中 答 找 ， 然 后 在 子 树 中 租 找 ， 即 使 租 找 成 功 ， 也 会 
继续 同 下 ， 直 到 最 后 一 层 。 也 就 是 说 ， 每 次 会 找 都 要 走 一 条 从 树 根 到 叶子 的 路 和 任 ， 时 间 复 办 
度 为 树 高 O(logn)。 

完美 图 解 


例如 ， 在 一 棵 3 阶 B+ 树 中 查找 70， 首 先 和 65 比较，70>65; 再 和 98 比较 ，70<98， 到 
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98 的 堪 分 文 查 找 ， 和 70 比较， 相等， 继续 到 70 的 左 分 文 得 找 ， 和 68 比较 ，70>68， 继 续 
比较 ， 找 到 70， 码 找 成 功 ， 如 图 10-59 所 未 。 





10-59 3 阶 B+ 树 的 关键 学 查找 


B+ 树 不 仅 文 持 蛙 个 关键 子 俘 找 ， 还 文 持 范 围 合 找 。 例 如 ， 伍 找 范 围 在 [a, 5b] 之 则 的 关键 
子 ， 首 先 便 找 a 所 在 的 位 置 ， 从 根 到 最 后 一 层 ， 奏 找 等 于 或 大 于 a 的 关键 子 。 如 果 找 到 ， 则 
继续 在 a 所 在 的 节点 得 找 ; 如 果 未 发 现 大 于 2 的 关键 子 , 就 可 以 沿 看 该 市 点 的 最 后 一 个 指针 
查找 下 一 个 节点 ， 直 到 找到 一 个 等 于 或 大 于 2 的 关键 子 停止 。 

例如 ， 在 一 株 3 阶 B+ 树 中 伍 找 [60, 80] 之 间 的 关键 子 ， 首先 僵 找 60 所 在 的 位 置 ， 从 根 到 
最 后 一 层 ， 合 找 等 于 或 大 于 60 的 关键 子 ， 示 找到 60， 则 找到 比 它 大 的 关键 季 65; 继续 在 该 
点 查找 ， 在 下 下 个 节点 找到 了 等 于 80 的 关键 字 ， 奉 找 成 功 ， 如 图 10-60 所 示 。 























ES 


加 四 
ee 
- 





“ON OQ 


10-60 3 阶 B+ 树 的 范围 得 找 


10.4.2 插入 


m 阶 B+ 树 仅 在 最 后 一 层 市 扣 插 入 ， 因 为 除了 最 后 一 层 节 点 ， 其 他 非 终 闹市 尽 部 表示 索 
引 。 叉 因为 m 阶 B+ 树 的 关键 子 个 数 要 求 不 超过 mm， 如果 插 入 后 节点 的 关键 子 个 数 超 过 m， 
则 发 生 上 次 ， 需 要 分 宰 操 作 。 只 不 过 分 镜 时 ， 和 B- 树 的 分 农 不 同 ， 上 升 到 父 市 点 的 关键 子 ， 
子 节点 中 仍然 保留。 

刚 阳 发 生 上 溢 的 节 扣 成 插入 之 前 满足 条 件 ( 关 键 字 个 数 小 于 等 于 ma) 插入 之 后 大 于 m， 
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因此 六 节点 现在 恰好 有 m+l 个 关键 字 。 将 该 关键 字 进 行 分 裂 操 作 : 取 天 节点 中 间 的 关键 字 
k,，(s=m+1/2)， 将 上 升 到 其 父 节 点 P， 左 右 两 部 分 作为 的 左右 孩子 ， 如 图 10-61 所 示 。 





10-61 m 阶 B+ 树 (上 滋 分 裂 ) 








中 间 关 键 学 上 升 到 父 节点 后 ， 需 要 检查 父 节 点 是 否 发 生 上 洪 ， 如 果 发 生 上 洪 ， 则 继续 分 
裂 ， 一 直 问 上 传递 ， 最 远 到 达 树 根 。 如 果 根 节点 发 生 上 洲 ， 则 需要 做 以 下 特殊 处 理 。 

树 根 分 裂 操 作 需 要 分 裂 的 两 个 子 市 点 的 最 大 关键 学 一 起 上 升 , 生成 一 个 新 的 布点 作为 新 
树 根 ， 此 时 树 高 增 1， 如 图 10-62 所 示 。 














10-62 m 阶 B+ 树 ( 树 根 上 洲 分 列 ) 


完美 图 解 

(1) 未 发 生 上 游 

例如 ， 在 一 棵 3 阶 B+ 树 中 插入 60， 首 先 和 65 比较，60<65， 到 65 的 左 分 支 查找 ;和 
15 比较 ，60>15; 继续 和 65 比较 ，60<65， 到 65 的 左 分 文 查 找 ， 和 $8 比较 ，60>58; 继续 
和 65 比较 ，60<65， 到 65 的 左 分 文 得 找 ， 访 分 文 为 衬 ， 奏 找 失 败 。 将 60 插入 65 之 前 ， 插 
入 后 未 发 生 上 溢 ， 插 入 成 功 ， 如 网 10-63 所 示 。 


iN 





图 10-63 3 阶 B+ 树 (未 上 溢 ) 
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(2) 友和 生 上 沪 
在 一 哥 3 阶 B+ 树 中 插入 82， 首 先 通 过 奋 找 将 82 插入 85 之 前 ， 发 生 上 淤 ， 需 要 分 裂 操 
作 ， 如 图 10-64 所 示 。 


图 10-64 3 阶 B+ 树 (发 生 上 淤 ) 


分 裂 操 作 : 中 间 关 键 字 80 上 升 到 其 父 节 点 ，78、80 作为 其 左 子 树 ，82、85 作为 其 右 子 
树 ， 如 图 10-65 所 示 。 


一 


图 10-65 3 阶 B+ 树 (上 洪 分 裂 ) 


此 时 又 发 生 了 上 上游， 继续 执行 分 裂 操 作 ， 中 间 关 键 字 80 上 升 到 其 父 节 点 ，70、80 作为 
其 左 子 树 ，85、98 作为 其 右 子 树 ， 如 图 10-66 所 示 。 


A Rr 


图 10-66 3 阶 B+ 树 (上 洪 分 裂 ) 





此 时 未 发 生 上 游 ， 搬 入 成 功 。 
(3) 发 生 上 溢 〈 树 根 分 裂 ) 
例如 ， 在 一 棵 3 阶 B+ 树 中 插入 35 之 后 ， 发 生 上 洪 ， 执 行 分 裂 操 作 ， 如 图 10-67 所 示 。 
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py 一 py 
图 10-67 3 阶 B+ 树 (上 洪 分 裂 ) 


又 上 友 生 上 洲 ， 再 次 执行 分 裂 操 作 ， 如 网 10-68 所 示 。 

又 发 生 上 洲 ， 再 次 执行 分 裂 操作 。 此 时 根 节 点 发 生 上 洲 ， 不 能 只 上 升 一 个 关键 字 ， 需 要 
将 分 裂 后 的 两 个 子 节 点 的 最 大 关键 字 65、98 一 起 上 升 ， 生 成 一 个 新 节点 作为 新 的 树 根 ， 树 
高 增 1， 如 图 10-69 所 示 。 


A A 


10-68 3 阶 B+ 树 (上 溢 分 裂 ) 


ry 


图 10-69 3 阶 B+ 树 ( 树 根 上 洲 分 裂 ) 





10.4.3 ”删除 


m 阶 B+ 树 的 删除 只 在 最 后 一 层 进 行 ， 首先 通过 查找 确定 待 删除 关键 字 的 位 置 ， 删 除 之 ， 
然后 判断 该 节点 是 否 发 生 下 浇 ， 还 要 判断 是 否 需要 更 新 父 季 点 的 关键 学 。 如 果 关 键 字 个 数 小 
于 | my/2 |， 则 发 生 下 溢 。 如 果 发 生 下 溢 ， 则 需要 像 B- 树 那样 左 借 、 右 借 或 合并 以 解除 下 溢 。 
解除 下 洲 时 要 特别 注意 父 币 点 中 的 最 大 关键 字 更 新 。 

完美 图 解 

(1) 未 友 生 下 谤 

在 一 村 3 阶 B+ 树 中 删除 83$， 首 先 碍 找到 85 的 位 置 ， 将 其 删除 ， 删 除 后 未 发 生 下 浇 ， 但 
是 该 子 市 点 的 最 大 关键 字 为 80， 需 要 更 新 其 父 节 点 中 该 位 置 天 键 字 为 80， 如 图 10-70 所 示 。 
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图 10-70 3 阶 B+ 树 (未 下 滋 ) 





(2) 发 生 下 液 〈 右 借 ) 

在 一 棵 3 阶 B+ 树 中 删除 68， 首 先 查 找到 68 的 位 置 ， 删 除 之 ， 删 除 后 该 节点 发 生 下 游 ; 
左 兄 第 只 有 2 个 关键 学 不 可 以 借 ， 右 兄 第 有 3 个 关键 学 ， 可 以 同 右 兄 第 借 一 个 ， 借 后 更 狐 父 
节点 ， 如 图 10-71 所 示 。 


1 人 
了 删除 68 2 


图 10-71 3 阶 B+ 树 (发 生 下 溢 ) 





问 右 兄弟 借 一 个 关键 字 78， 借 后 更 狐 父 节点 该 位 置 最 大 关键 字 为 78， 如 图 10-72 所 示 。 


上 
右 借 
A rt 


10-72 3 阶 B+ 树 (下 淤 右 借 ) 


(3) 发 生 下 洲 〈( 合 并 ) 
在 一 棵 3 阶 B+ 树 中 删除 8， 首 先 查 找到 8 的 位 置 ， 将 其 删除 ， 删 除 后 该 节点 发 生 下 汶 ; 
其 没有 左 兄 第 ， 右 兄 第 只 有 2 个 关键 字 不 可 以 借 ， 可 以 和 右 兄 第 合并 ， 如 图 10-73 所 示 。 
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图 10-73 3 阶 B+ 树 (发生 下 溢 ) 





与 右 兄 第 合并 后 , 需 删 除 父 节点 中 该 位 置 的 关键 季 15, 删除 后 再 次 及 生 下 淤 , 如 图 10-74 
所 示 。 


图 10-74 3 阶 B+ 树 (下 溢 合 


发 生 下 淤 的 节点 可 以 同 右 兄弟 借 一 个 关键 字 70， 特 别 注意 ，70 是 带 大 左 护 子 一 起 借 出 
去 的 ， 如 图 10-75 所 示 。 


图 10-75 3 阶 B+ 树 〈 下 溢 右 借 ) 





(4) 发 生 下 洲 《〈 树 根 ) 

如 条 发 生 下 洲 的 和 点 的 左右 兄 加 都 不 可 以 价 ， 则 和 兄弟 的 执行 合并 操作 ， 合 并 后 删除 其 
父 和 点 所 在 位 置 的 关键 字 ， 删 除 后 ， 根 节点 发 生 下游 。 此 时 ， 下 接 删 除根 和 点 即 可 ， 树 高 减 
1， 如 图 10-76 所 示 。 
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图 10-76 3 阶 B+ 树 ( 树 根 下 汶 合 





算法 复杂 度 分析 
含有 7 个 关键 字 的 m 阶 B+ 树 ， 碍 找 、 插 入 和 删除 操作 的 时 间 复 杂 度 均 为 树 的 局 度 
O(logmn)。 








10.5 ES 


平衡 二 文 树 (AVL 树 ) 虽然 可 以 保证 在 最 坏 的 情况 下 ， 合 找 、 插 入 和 删除 的 时 间 复 杂 瞩 
均 为 O(logn),， 但 是 插入 和 删除 后 重新 调整 平衡 可 能 需要 多 达 O(logn) 次 旋转 ， 频 器 地 调整 平 
衡 导 人 臻 全 树 整 体 拓扑 结构 的 变化 。AVL 和 树 的 左右 子 树 高 度 兰 绝对 值 不 超过 1， 而 红 黑 树 在 
AVL 树 “ 适 度 平 衡 ” 的 基础 上 ， 进 一 步 放 宽 条 件 : 红 黑 树 的 左右 子 树 高 度 差 不 超过 两 们 。 红 
黑 树 也 是 一 种 平衡 二 又 搜索 树 ， 虽 然 和 AVL 树 一 样 ， 碍 找 、 插 入 和 删除 的 时 间 复 杂 度 均 为 
O(logn), 但 是 其 统计 性 能 更 好 一 些 , 不 需要 频 柱 调整 平衡 ,任何 不 平衡 痢 可 以 在 3 次 旋转 之 


内 解决 。 因 此 红 黑 树 被 广泛 应 用 ， 例 如 在 C++ STL 中 的 很 多 函数 ， 包 括 set、multiset、map、 
multimap 都 应 用 了 红 黑 树 的 变 体 。Java 中 的 集合 类 TreeMap 束 是 红 黑 树 的 实现 。 
10.5.1 ” 红 黑 树 的 定义 
红 黑 树 (red-black tree) 是 满足 以 下 性 质 的 二 又 搜索 树 。 
1) 每 个 节点 是 红色 或 黑色 的 。 





2) 根 节点 是 黑色 的 。 
3) 每 个 叶子 节点 是 黑色 的 。 


4) 如 果 一 个 节点 为 红色 ， 则 其 孩子 节点 必 为 黑色 。 
5) 从 任 一 节点 到 其 后 代 叶 子 的 路 入 上 ， 均 包含 相同 数目 的 黑 节 点 。 
例如 ， 一 棵 红 墨 树 ， 如 图 10-77 所 示 。 
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图 10-77 红 黑 树 


人 











从 图 10-77 中 可 以 看 出 ， 任 何 一 个 节操 ， 其 左右 子 树 蝇 度 差 不 超 过 两 倍 ， 因 为 从 任 一 节 
扩 到 叶子 的 黑 节 扣 数 日 相等 ,一 个 子 树 可 能 全 是 黑市 点 ,一 个 子 树 可 能 黑市 点 和 红 节 点 区 玲 
出 现 ， 这 样 束 多 了 一 倍 的 红 节 后 ， 从 而 使 蜗 益 达到 一 倍 。 例 如 ，60 的 左 子 树 高 度 为 2， 右 子 
树 蜗 度 为 4， 右 子 树 的 高 度 古 左 子 树 的 两 倍 。 

黑 高 ， 从 某 市 皮 x〔 不 包含 该 节点 ) 到 叶子 的 任 总 一 条 路 人 笃 上 黑色 市 反 的 个 数 称 为 该 市 
点 的 墨 高 。 

红 黑 树 的 黑 忆 为 根 节 扣 的 黑 高 。 例 如 ， 在 图 10-77 中 ， 该 红 黑 树 的 黑 局 为 2。 

红 黑 树 的 插入 、 删 除 等 操作 中 ， 必 须 维护 红 黑 树 的 5 个 性 质 ， 性 质 1、3 很 容易 满足 ， 
需要 特别 维护 性 质 2、4、5， 即 根 为 黑色 ， 红 市 点 必 有 黑 孩 子 ， 左 右 子 树 黑 高 相同 。 


10.5.2 ” 树 高 与 性 能 


红 黑 树 没 有 AVL 树 那 么 “平衡 *?， 为 什么 查找 、 插 入 和 删除 的 速度 也 为 O(logn) 呢 ? 

这 是 因为 含有 nn 个 内 部 节点 的 红 黑 树 的 高 度 不 超过 O(logn)。 

证 阴 : 

假设 红 黑 树 的 高 度 为 h”， 根 到 叶子 节点 人 宇 少 一 半 是 黑色 节点 ， 根 的 黑 高 至 少 为 W/2， 那 
么 ， 高 为 12 的 二 又 树 节 点 数 为 2 一 1。 而 除了 这 些 节 点 ， 后 面 的 WW2 肯定 还 有 节点 存在 ， 
否则 也 不 会 树 高 为 h， 如 图 10-78 所 示 。 

因此 : 
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图 10-78” 红 黑 树 的 树 高 


两 边 同 时 取 对 数 ， 得 到 : hh 硅 210g(n+1)=O(logn)。 
查找 、 搬 入 和 删除 的 速度 与 树 高 成 线性 正比 ， 因 此 红 黑 树 查找 、 插 入 和 删除 的 时 间 复 杂 
度 为 O(logn)。 


10.5.3” 红 黑 树 与 4 阶 B 树 


红 染 树 和 4 阶 B 树 之 间 存 在 等 价 天 系 。 如 末 从 红 黑 树 的 树 根 开始 ， 目 项 问 下 逐 层 检查 ， 
如 果 迪 到 红 节 点 ， 则 将 该 节点 压 脓 到 父 节 点 一 侧 ， 如 条 过 到 黑 节 点 ， 则 保留 。 因 为 红 布 点 对 
黑 局 没有 页 献 ， 而 黑市 点 对 黑 局 有 页 献 。 

红 黑 树 与 4 阶 B 树 的 4 种 等 价 方式 如 下 。 






































2) 左 黑 右 红 ( 黑 红 )， 如 图 10-80 所 示 。 


信人 


红 黑 树 4 阶 B 树 红 黑 树 4 阶 B 树 
图 10-79” 红 黑 树 ( 黑 黑 ) 图 10-80” 红 黑 树 ( 黑 红 ) 





3) 左 红 右 黑 〈( 红 黑 )， 如 图 10-81 所 示 。 
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4) 两 个 红 孩 子 〈 红 红 )， 如 图 10-82 所 示 。 








红 黑 树 4 阶 B 树 红 黑 树 4 阶 B 树 
图 10-81 红 黑 树 ( 红 黑 ) 图 10-82” 红 黑 树 ( 红 红 ) 
从 红 黑 树 与 4 阶 B 树 的 等 价 关 系 可 以 看 出 ，4 阶 B 树 中 的 节点 中 必然 含有 一 个 黑 节 点 ， 
且 最 多 包含 3 个 关键 字 ; 如 果 包 含 2 个 红 关 键 字 ， 则 黑 关 键 字 必然 在 中 间 位 置 。 
10.5.4 ”查找 
红 黑 树 本 身 就 是 “适度 平衡 ”的 二 义 搜索 树 ， 其 查找 和 二 叉 搜 有 索 树 的 查找 一 样 ， 这 里 不 
再 玛 述 。 
10.5.5 插入 
在 红 黑 树 中 插入 xx， 首先 通过 和 奉 找 ， 如 果 奉 找 成 功 ， 什 么 也 不 做 ， 直 接 返 回 。 如 果 奉 找 


失败 ， 则 在 合 找 失败 的 位 置 创建 x 市 点 ， 并 时 红色 【如 来 为 树 根 ， 则 置 尘 色 )。 

为 什么 插入 的 新 市 点 一 定 要 管 红色 呢 ? 

如 果 置 黑色 则 有 可 能 改变 黑 高 ， 违 反 性 质 5。 如 果 置 红色 ， 不 会 改变 黑 高 ， 但 是 有 可 能 
违反 性 质 4《〈 红 节 扣 必然 有 美 孩 子 )。 












































插入 分 为 两 种 情况 。 

1) 如 果 狐 插入 市 点 x 的 父 杀 为 黑色 ， 则 仍然 满足 红 黑 树 的 条 件 ， 插 入 成 功 。 

2) 如 果 新 插入 节点 X 的 父 杀 为 红色 ， 则 出 现 “ 双 红 ” 此 时 需要 修正 ， 使 其 满足 红 黑 树 
的 条 件 。 

双 红 修正 

将 x 的 父 杀 和 祖父 记 为 p (parent)、g (grandpa), x 的 叔叔 记 为 u (uncle)。 红 黑 树 插入 
廊 点 后 的 “ 双 红 ”修正 分 为 两 种 情况 : au 为 黑色 ，u 为 红色 。 下 和 面 分 别 说 明 修 正 过 程 ， 让 大 
家 明日 红 黑 树 中 的 市 点 为 什么 可 以 那么 任性 地 变色 。 
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(1) u 为 黑色 

修正 原理 

当 为 黑色 ,x 及 其 父 杀 p 出 现 “ 双 红 ” 可 以 根据 红 黑 树 与 4 阶 B 树 的 转换 实现 。 首 
先 将 红 黑 树 通过 压缩 转换 为 4 阶 B 树 ， 此 时 4 阶 B 树 的 节点 中 出 现 了 两 个 红 节 点 ， 而 根据 
红 黑 树 和 4 阶 B 树 的 对 应 关系 ， 如 果 4 阶 B 树 的 节点 中 出 现 了 两 个 红 市 点 ， 则 黑 节 点 必然 
在 中 间 。 因 此 将 中 间 节 点 P 置 为 黑色 ， 两 则 节点 置 为 红色 ， 然 后 将 其 转换 为 红 黑 树 即 可 ， 如 
图 10-83 所 示 。 

司 黑 转 换 





红 黑 树 4 阶 B 树 4 阶 B 树 红 黑 树 
图 10-83” 红 黑 树 (修正 原理 ) 
修正 方法 
修正 的 原理 清楚 了 ,那么 该 修正 方法 也 可 以 看 作 旋 转 和 染色 的 过 程 ,g 到 x 的 路 径 为 工 L， 
A 朱红 ， 如 图 10-84 所 示 。 


后 人 i 人 和 


图 10-84 ” 红 黑 树 ( 修 正方 法 ) 
同样 的 道理 ， 如 果 x 为 p 的 右 孩 子 ， 也 可 以 采用 该 方法 修正 ， 如 图 10-85 所 示 。 


A 


红 黑 树 4 阶 B 树 4 阶 B 树 红 黑 树 
图 10-85” 红 黑 树 (修正 方法 ) 

















= 
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如 条 从 旋转 的 角度 看 , g 到 x 的 路 径 为 LR, 执行 LR 型 旋转 。 先 将 X 左 旋 ,， 再 将 g 右 旋 ， 
然后 将 旋转 后 的 根 染 半 ， 其 两 个 孩子 染 红 ， 如 网 10-86 所 示 。 








1 





入 
‘i 


图 10-86 ” 红 黑 树 ( 修 正方 法 ) 


根据 对 称 性 ， 如 果 g 的 左右 子 树 互 换 位 置 ， 则 又 会 出 现 两 种 情况 〈RR 型 、RL 型 )， 如 
图 10-87 所 示 。 大 家 可 以 动手 修正 ， 试 试看 。 


oA Pe 
A 由 


几 10-87 红 黑 树 (RR 型 、RL 型 ) 


(2) U 为 红色 


修正 原理 
如 果 x 的 叔叔 为 红色 , x 及 其 父 杀 p 出 现 “ 双 红 ” 其 修正 方法 也 可 以 根据 红 黑 树 与 4 





阶 了 B 树 的 转换 实现 。 首 先 将 红 黑 树 通过 压 绚 转换 为 4 阶 B 树 ， 此 时 4 阶 B 树 的 节操 中 出 现 
了 4 个 节点 ， 发 生 上 浇 ， 需 要 执行 分 错 操 作 ， 令 g 上 升 到 g 的 父 节 点 中 :分裂 后 xX、p 均 为 
红 市 尽 ， 而 4 阶 B 树 市 点 中 必然 舍 有 一 个 黑市 尽 ， 因 此 可 以 保持 x 的 红色 ,将 p、u 染 黑 ，g 














染 红 (保持 黑 高 不 变 ， 如 果 g 为 树 根 ， 则 染 黑 )， 然 后 将 其 转换 为 红 黑 树 即 可 ， 如 图 10-88 
所 示 。 





由 于 g 上 升 到 其 父 节 点 后 ， 仍 然 可 能 发 生 上 游 ， 可 以 将 g 看 作 独 插入 节点 ， 采 用 同样 的 
方法 处 理 ， 上 液 有 可 能 一 直 向 上 传递 到 根 ， 总 的 操作 不 会 超过 树 噩 。 
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红 黑 树 4 阶 B 树 4 阶 B 树 4 阶 B 树 红 黑 树 
图 10-88” 红 黑 树 (修正 原理 ) 
修正 方法 
以 上 为 红 黑 树 修正 的 原理 ， 理 解 原理 之 后 ， 也 可 以 简单、 粗暴 地 直接 变色 ， 将 父亲 和 朴 
叔 染 黑 ， 祖 父 染 红 ， 即 p、u 染 黑 ，g 染 红 《保持 黑 高 不 变 ， 如 果 g 为 树 根 ， 则 染 墨 )。 因 为 





g 的 父 杀 有 可 能 有 红色 ， 因 此 将 g 看 作 痢 插入 节点 ， 采 用 同样 的 方法 处 理 ， 每 处 理 一 次 ， 上 


和 > 2 
;i ‘ 


根据 对 称 性 ， 其 他 3 种 情况 ， 大 家 可 以 动手 修正 ， 试 试看 。 





图 10-89” 红 黑 树 (修正 方法 ) 





红 黑 树 的 插入 修正 秘籍 
将 x 的 父 杀 和 祖父 记 为 p (parent)、g (grandpa), XxX 的 开 开 Q 记 为 u Cuncle)。 如 果 p 为 黑 
色 ， 则 仍然 满足 红 黑 树 的 条 件 ， 无 须 修 正 。 如 果 p 为 红色 ， 插 入 节点 后 的 “ 双 红 ”修正 分 为 
两 种 情况 : u 为 黑色 ， 为 红色 ， 如 表 10-1 所 示 。 
表 10-1 红 黑 树 插入 修正 秘籍 
情况 修正 方法 
p 为 黑色 满足 红 黑 树 性 质 ， 无 需 修 正 


为 黑色 判断 g 到 x 的 路 径 为 LL、RR、LR、RL, 执行 旋转 。 旋 转 后 的 根 染 黑 ， 
u 为 黑 . 
其 两 个 孩子 染 红 
为 红 
0 2 p、u 染 黑 ，g 染 红 ， 
u 为 纪 要 
将 g 看 作 新 插入 节点 ， 采 用 同样 的 方法 处 理 
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完美 图 解 

例如 ， 一 列 关键 字 {12, 16, 2, 30, 28, 20, 60, 29, 85}， 构 建 一 棵 红 黑 树 。 

1) 输入 12， 创 建 根 节点 ， 置 为 黑色 《〈 红 黑 树 性 质 2: 根 节 点 必须 为 黑色 )， 如 图 10-90 
所 示 。 

2) 输入 16， 创 建新 节点 ， 置 为 红色 。 按 照 二 又 搜索 树 规则 查找 到 插入 位 置 ， 新 节点 的 
父亲 为 黑色 ， 不 违反 红 黑 树 的 性 质 ， 直 接 插 入 即 可 ， 如 图 10-91 所 示 。 

pan ‘A 
图 10-90” 红 黑 树 创建 过 程 1 图 10-91 红 黑 树 创建 过 程 2 








3) 输入 2， 创 建新 节点 ， 置 为 红色 。 按 照 二 又 搜 索 树 规则 查找 到 插入 位 置 ， 新 节点 的 
父亲 为 黑色 ， 示 违反 红 黑 树 的 性 质 ， 下 接 插 入 即 可 ， 如 图 10-92 所 示 。 

4) 输入 30， 创 建新 节点 ， 置 为 红色 。 按 照 二 又 搜索 树 规 则 查找 到 插入 位 置 ， 新 市 点 的 
父 杀 为 红色 ， 出 现 “ 双 红 ”， 且 新 节点 的 扳 叔 也 为 红色 ， 符 合 第 2 种 修正 方 条 。 直 接 染 色 : 
将 父亲 和 朴 虑 染 黑 ， 祖 父 染 红 ， 因 为 祖父 为 树 根 ， 树 根 永远 保持 黑色 ， 如 图 10-93 所 示 。 


A AA7AAN 
入 六 入 六 


图 10-92” 红 黑 树 创建 过 程 3 图 10-93” 红 黑 树 创建 过 程 4 





























5) 输入 28， 创 建新 节点 ， 转 为 红色 ， 按 照 二 又 搜 索 树 规 则 查找 到 插入 位 置 ， 新 节点 的 
父亲 为 红色 ， 出 现 “ 双 红 ” 且 新 节点 的 叔叔 为 黑色 ， 符 合 第 1 种 修正 方案 。16 到 28 的 路 
径 为 RL， 执行 RL 型 旋转 。 执 行 右 旋 和 左旋 后 ， 将 旋转 后 的 根 28 染 有 过 ， 其 两 个 孩子 16、30 
染 红 ， 如 图 10-94 所 示 。 

6) 输入 20， 创 建新 节点 ， 置 为 红色 ， 按 照 二 又 搜索 树 规 则 查找 到 插入 位 置 ， 新 节点 的 
父亲 为 红色 ， 出 现 “ 双 红 ” 且 新 节点 的 板 板 也 为 红色 ， 符 合 第 2 种 修正 方案 。 直 接 染色 : 
将 父亲 和 叔叔 染 黑 ， 祖 父 染 红 。 祖 父 染 红 后 将 该 节点 看 作 新 节点 ， 问 上 检查 ， 看 是 否 再 次 出 
现 “ 双 红 ” 未 出 现 ， 插 入 完成 ， 如 网 10-95 所 示 。 
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图 10-94 ” 红 黑 树 创建 过 程 5 








7) 输入 60、29， 创 建 靳 节点 ， 首 为 红色 ， 投 照 二 又 搜索 树 规则 奉 找 到 插入 位 置 ， 新 节 





点 的 父 杀 为 黑色 ， 未 违反 红 黑 树 的 性 质 ， 插 入 完成 ， 如 图 10-96 所 示 。 
染色 


A LW Ws 


图 10-95” 红 黑 树 创建 过 程 6 图 10-96” 红 黑 树 创建 过 程 7 


8) 输入 85， 创 建新 和 点 ， 置 为 红色 ， 按 照 二 又 搜 索 树 规则 得 找到 插入 位 置 ， 痢 节点 的 
父 杀 为 红色 ， 出 现 ey 且 狐 市 点 的 叔 虑 也 为 红色 ， 符 合 第 2 种 修正 方案 。 和 直接 染色 : 
将 父亲 和 叔叔 染 黑 ， 祖 父 染 红 。 祖 父 30 染 红 后 将 该 节点 看 作 狐 节点 ， 问 上 检查 ， 再 次 出 现 
“ 双 红 ”继续 进 和 ee 如 图 10-97 所 示 。 





























图 10-97” 红 黑 树 创建 过 程 8 
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此 时 30 的 父亲 为 红色 ， 出 现 “ 双 红 ” 有 日 30 的 叔叔 为 黑色 ， 符 合 第 1 种 修正 方案 。12 
到 30 的 路 径 为 RR， 执 行 RR 型 旋转 。 执 行 左 旋 后 ， 将 旋转 后 的 根 28 染 黑 ， 其 两 个 孩子 12、 
30 染 红 ， 如 图 10-98 所 示 。 





图 10-98” 红 黑 树 创建 过 程 9 


10.5.6 ”删除 


在 红 黑 树 中 删除 x， 首 先 通 过 查找 ， 如 果 查 找 失败 ， 什 么 也 不 做 ， 直 接 返 回 。 如 果 查 找 
成 功 ， 则 需要 判断 后 处 理 ， 如 果 x 节点 仅 有 左 子 树 ( 或 右 子 树 )， 则 删除 x 节点 ， 令 其 左 子 
树 (或 右 子 树 ) 子 承 父 业 代 蔡 其 位 置 。 如果 x 节点 有 左 子 树 和 右 子 树 , 则 令 x 的 直接 前 驱 (或 
直接 后 继 ) 代替 其 位 置 ， 然 后 删除 其 直接 前 驱 〈 或 直接 后 继 ) 即 可 。 在 删除 节点 的 过 程 中 ， 















































有 可 能 违反 红 黑 树 的 性 质 2、4、5， 即 根 为 黑色 ， 红 节 扣 必 有 黑 孩 子 ， 左 右 子 树 黑 局 相等 。 
傅 而 言 之 ， 根 为 黑 、 无 “ 双 红 ” 黑 高 相等 。 




















注意 : 如 末 X 布 点 有 左 子 树 和 右 子 树 ， 则 实际 被 删除 节 氮 为 其 直接 前 红 〈 或 生 接 后 继 )。 
令 T 指 癌 实 际 被 删除 节点 s 的 接 蕉 者 ，p 指向 x 的 父 杀 。sgs 必 有 一 个 孩子 为 空 。 











如 末 实 际 被 删除 节点 s 为 红色 ， 直 接 删 除 即 可 ;， 如果 s 为 黑色 ， 则 需要 根据 情况 修正 ， 
因为 墨色 布 扣 对 黑 局 有 影响 ， 删 除 一 个 黑色 节点 ， 黑 高 会 减少 。 


























删除 分 为 以 下 3 种 情况 。 

(1) s 为 红色 

删除 s 后 ，fT 接 符 其 位 置 ， 满 足 红 黑 树 的 条 件 〈 根 为 闷 、 无 “ 双 红 ” 黑 融 不 变 )。 根 所 
红 黑 树 的 性 质 ， 红 市 点 必 有 黑 孩 子 ，s 为 红色 ， 其 两 个 孩子 必 为 黑色 ，s 的 其 中 一 个 孩子 为 
宇 ， 另 一 个 孩子 也 必 为 补 ， 因 为 左右 子 树 黑 局 相等 ， 如 网 10-99 所 示 。( 以 s 的 右 子 树 为 衬 
为 例 ， 左 子 树 为 宇 的 情况 类似 。) 


















































(2) s 为 墨色， 接管 者 了 为 红色 
因为 s 为 黑色 ， 删除 s 后 ， 黑 局 减少 。 叉 因为 p 为 黑色 或 红色 ， 接 奉 者 了 为 红色 ， 有 
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可 能 出 现 “ 双 红 ” 可 以 直接 将 r 置 为 黑色 ， 既 维护 了 黑 高 (删除 一 个 黑色 的 s， 置 r 为 
黑色 ， 黑 高 不 变 )， 又 避免 了 “ 双 红 ” 如 图 10-100 所 示 。( 图 中 著 形 表示 颜色 为 红色 或 
黑色 。) 
© 删除 
删除 
DB = 
1 "四 
图 10-99 ” 红 黑 树 删除 (情况 1) 图 10-100” 红 黑 树 删除 (情况 2) 
(3) s 为 黑色 ， 接 奉 者 了 为 黑色 
接 蔡 者 T 为 黑色 ， 根 据 左右 子 树 黑 高 相同 原则 ，r 必 为 空 。 因 为 s 为 黑色 ,删除 s 后 ， 黑 
高 减少 ， 如 图 10-101 所 示 。 被 删除 节点 及 其 两 个 孩子 都 为 
黑色 ， 这 种 情况 称 为 “ 双 黑 ” 为 维护 红 黑 树 特 性 ， 需 要 分 机 
、 删除 
情况 处 理 。 
因为 被 删除 节点 s$ 为 黑色 ， 会 产生 黑 高 ， 因 此 s 必然 有 r 
兄弟 ， 否 则 会 违反 左右 子 树 黑 高 相同 的 特性 。 将 s 的 兄弟 记 
为 b (brother)，s 的 父亲 仍然 为 p， 分 以 下 4 种 情况 处 理 。 ”时 107101 所 避税 删除 (局 加 3) 
1) b 为 黑色 ，b 有 红 孩 子 (BB-1)。 
修正 原理 


自 先 将 红 黑 树 通 过 压缩 转换 为 4 阶 B 树 ， 删 除 s 后 ， 发生 下 洲 〈 天 键 学 个 数 不 足 )， 
此 时 可 以 同 左 兄 肌 信 一 个 关键 了 学 ， 即 父 茶 下 沉 ， 左 兄 第 的 最 右 关 键 学 上 移 。 而 4 阶 B 树 的 





























节点 中 必 包 含 一 个 黑 节 点 ， 因 此 节点 tt 染 为 黑色 ， 然 后 将 其 转换 为 红 黑 树 即 可 。 转 换 后 满 
足 红 黑 树 的 条 件 《〈 根 为 黑 、 无 “ 双 红 ” 黑 高 相等 )， 如 网 10-102 所 示 。( 长 方块 表示 子 树 ， 


黑 高 为 0。) 


下 渔 


/ pa 





红 时 树 4 阶 B 树 4 阶 B 树 4 阶 B 树 红 黑 树 


AY 


图 10-102” 红 黑 树 (修正 原理 ) 
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修正 方法 

修正 的 原理 清楚 了 ， 那 么 该 修正 方法 也 可 以 看 作 旋转 和 染色 的 过 程 。p 到 的 红 孩 子 之 
间 路 径 为 LL， 执 行 右 旋 。 将 p 右 旋 ， 旋 转 后 的 根 保留 原 树 根 的 颜色 ， 其 两 个 孩子 染 墨 ， 如 
图 10-103 所 示 。 










与 原来 树 根 
的 颜色 相同 


图 10-103” 红 黑 树 (修正 方法 ) 





同样 的 道理 ， 如 果 p 到 的 红 孩 子 之 间 路 径 为 LR， 则 先 执行 左旋 ， 再 执行 右 旋 ， 最 后 
染色 即 可 ， 如 图 10-104 所 示 。 





图 10-104 ” 红 黑 树 ( 修 正方 法) 


根据 对 称 性 ， 如 采 p 的 左右 子 树 互 换 位 置 ， 则 又 会 出 现 两 种 情况 (RR 型 、RL 型 )， 只 
是 旋转 不 同 而 已 ， 染 色 都 是 一 样 的 。 大 家 可 以 动手 修正 ， 试 试看 。 














2) b 为 黑色 ，b 无 红 孩 和 子 ，p 为 红色 (BB-2-R)。 
修正 原理 





首先 将 红 黑 树 通过 压缩 转换 为 4 阶 B 树 ， 删 除 s 后 ， 发 生 下 浇 〈 关 键 字 个 数 不 足 )， 此 
时 左 兄 弟 关 键 字 只 有 一 个 ,不 可 以 借 ， 因 此 将 父 杀 p 下 沉 ， 将 p 的 左右 子 树 粘 合 在 一 起 。 由 
于 p 为 红色 ， 其 左 侧 或 右 侧 必然 有 一 个 黑 节 点 ， 因 此 p 下 沉 后 不 会 再 发 生 下 洲 。 将 b、p 互 
换 颜 色 ， 然 后 将 其 转换 为 红 黑 树 即 可 。 转 换 后 满足 红 黑 树 的 条 件 〈 根 为 黑 、 无 “ 双 红 入 
高 相等 )， 如 图 10-105 所 示 。 
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dp 


红 黑 树 4 阶 B 树 4 阶 B 树 4 阶 B 树 红 黑 树 


图 10-105” 红 黑 树 (修正 原理 ) 





思考 : 在 图 10-106 中 ， 为 什么 要 将 b、p 互 换 颜 色 ? 不 换 色 可 以 吗 ? (画图 试 试看 ， 旋 
转 不 如 染色 速度 快 。) | 











修正 方法 p 训 久 
该 情况 修正 方法 简单 粗暴 ，b、Pp IE = 
直接 换 色 即 可 ， 如 图 10-106 所 示 。 CB b 
3) b 为 黑色 ，b 无 红 孩 子 ，p 为 黑 者 h x 去 
色 (BB-2-B)。 
修正 原理 图 10-106” 红 黑 树 (修正 方法 ) 





首先 将 红 黑 树 通 过 压 乡 转换 为 4 阶 B 树 ， 删 除 s 后 ， 发 生 下 深 〈 关 键 字 个 数 不 在 )， 此 

时 左 兄 第 关键 字 只 有 一 个 ,个 可 以 售 ， 因 此 将 父亲 p 下 沉 ， 将 p 的 左 右 子 树 粘 合 在 一 起 。 此 

时 再 次 发 生 下 浴 。 炸 合 后 不 符合 4 阶 B 树 的 要 求 〈( 每 个 节点 中 有 且 只 A 可 以 将 

b 染 为 红色 ， 然 后 将 其 转换 为 红 黑 树 。 此 时 等 效 为 p 的 父 杀 被 删除 ， 继 续 做 双 畦 修正 ， 有 可 
能 一 且 辣 上 传 违 ， 修 正 到 树 根 ， 如 图 10-107 所 示 。 














人 下海 Wg 









=» 转换 
,Sg ©. ) 
人 
红 黑 树 4 阶 B 树 4 阶 B 树 4 阶 B 树 红 黑 树 


图 10-107 红 黑 树 ( 修 正 原理 ) 


思考 : 在 图 10-108 中 ， 为 什么 要 将 b 染 为 红色 ? p 染 为 红色 可 以 吗 ? (画图 试 试看 。) 

修正 方法 

该 情况 修正 方法 简单 、 直 接 , b 直接 染 为 红色 即 可 。 但 是 一 定 要 注意 , 不 能 就 这 么 停止 ， 
根据 4 阶 B 树 修正 原理 ， 此 时 等 效 为 的 父 节点 被 删除 ,继续 双 黑 修正 ， 有 可 能 一 下 修正 到 
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根 ， 如 图 10-108 所 示 。 


双 黑 修正 









图 10-108” 红 黑 树 (修正 方法 ) 

4) b 为 红色 (BB-3)。 

修正 原理 

首先 将 红 黑 树 通过 压缩 转换 为 4 阶 了 B 树 ， 删 除 s 后 ， 发 生 下 洲 〈 关 键 字 个 数 不 足 )， 此 
时 左 兄弟 关键 字 个 数 不 确 定 ， 若 多 于 一 个 则 可 以 向 左 借 ， 属 于 BB-1; 若 只 有 一 个 ， 不 可 以 

















山 则 需要 父亲 p 下 沉 ， 属 于 BB-2-R。 先 将 b、p 互 换 颜色 ， 然 后 将 其 转换 为 红 黑 树 即 可 。 
续 判 断 属 于 BB-1 或 BB-2-R， 继 续 修 正 ， 如 图 10-109 所 示 。 





BB-1 或 
~ BB-2-R 
. pe 
红 黑 树 4 阶 B 树 4 阶 B 树 红 黑 树 
图 10-109 红 黑 树 〈 修 正 原 理 ) 
修正 方法 











该 情况 修正 方法 首先 做 右 旋 (LL)，b、p 直接 换 色 ， 转 换 为 BB-1 (s 的 兄弟 v 有 红 子 ) 
或 BB-2-R (s 的 兄弟 v 无 红 子 ，p 红 )， 继 续 修 正 ， 如 图 10-110 所 示 。 





染色 


= 
下 





( 修 
2 


图 10-110” 红 黑 树 (修正 方法 ) 
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根据 对 称 性 ， 如 果 p 的 左右 子 树 互 换 ， 则 执行 左旋 〈RR)， 染 色 ， 转 换 为 BB-1 (s 的 兄 
弟 v 有 红 子 ) 或 BB-2-R 

红 黑 树 删除 修正 秘籍 

令 r 指 向 实际 被 删除 节点 s 的 接替 者 ，p 为 s 的 父亲 , b 为 s 的 兄弟 ， 修 正方 法 如 表 10-2 
所 示 。 





表 10-2” 红 黑 树 删除 修正 秘籍 


情况 修正 方法 
s 红 满足 红 黑 树 性 质 ， 无 需 修正 
s 黑 有 红 子 T T 染 为 黑色 
判断 到 + 之 间 的 路 径 为 LL、RR、LR、RL， 执 行 旋转 ， 旋 续 后 根 保 入 
原来 p 的 颜色 ， 其 两 个 孩子 染 为 黑色 
s 黑 无 红 子 b 黑 无 红 子 p 红 (BB-2-R) b、p 换 色 





b 黑 无 红 子 p 黑 (BB-2-B) ”| b 染 为 红色 ， 此 时 等 效 为 p 的 父 节点 被 删除 ， 继 续 双 黑 修正 
右 旋 或 左旋 ，b、p 换 色 ， 转 换 为 BB-1 或 BB-2-R， 继 续 修正 
完美 图 解 
例如 ， 一 棵 红 黑 树 如 图 10-111 所 示 ， 对 其 进行 一 系列 的 删除 操作 ， 展 示 红 黑 树 删除 的 
所 有 情况 。 





图 10-111 红 黑 树 





1) 删除 85，85 只 有 右 子 树 ， 左 子 树 为 衬 ， 且 为 红色 ， 直 接 删 除 令 右 子 树 接 符 即 可 。 满 
足 红 墨 树 的 条 件 〈 根 为 黑 、 无 “ 双 红 ” 黑 局 不 变 )， 如 疼 10-112 所 示 。 
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80 
48 90 
人 国信 70 二 gg 
向 外 A 和 险 区 


图 10-112 ” 红 黑 树 ( 删 除 85) 









2) 删除 65，65 只 有 左 子 树 ， 右 子 树 为 衬 ， 且 为 黑色 ， 有 红 子 ， 直 接 删 除 令 左 子 树 接 符 ， 
红 子 63 染 墨 。 满 足 红 墨 树 的 条 件 《〈 根 为 墨 、 无 “ 双 红 ” 墨 高 不 变 )， 如 图 10-113 所 示 。 


80 
90 
人 JU 88 98 
及 向 


图 10-113” 红 黑 树 (删除 65) 

















3) 删除 75，75 的 左右 子 树 均 有 ， 因 此 找到 75 的 前 驱 72〈 左 子 树 最 右 节 点 )， 令 72 代 
奉 75$， 删 除 72 即 可 。 实 际 被 删除 节点 72 为 黑色 且 无 红 子 ， 出 现 “ 双 黑 ”。 其 兄弟 也 黑色 无 
红 子 ， 父 杀 为 红 ， 符 合 BB-2-R 型 修正 ， 删 除 后 ， 兄 第 63 和 父亲 70 换 色 即 可 。 满 足 红 黑 树 
的 条 件 ( 根 为 黑 、 无 “ 双 红 ” 黑 高 不 变 )， 如 图 10-114 所 示 。 

4) 删除 78，78 为 黑色 且 无 红 子 ， 出 现 “ 双 黑 ” 其 兄弟 也 黑色 有 红 子 63， 符 合 BB-1 
型 修正 。 判 断 p 到 t 之 间 的 路 径 为 LL， 执 行 右 旋 ， 旋 转 后 根 保留 原来 p 的 颜色 ， 其 两 个 孩 
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子 染 为 红色 。 满 足 红 黑 树 的 条 件 〔 根 为 黑 、 无 “ 双 红 ”、 黑 高 不 变 )， 如 图 10-115 所 示 。 





63 人 
图 10-114” 红 黑 树 (删除 75) 














图 10-115” 红 黑 树 (删除 78) 
5) 删除 88，88 为 黑色 和 且 无 红 子 ， 出 现 “ 双 黑 ”?。 其 兄弟 也 黑色 无 红 子 ， 父 亲 为 黑 ， 符 








合 BB-2-B 型 修正 ， 删 除 88 后 ， 兄 弟 98 染 红 ， 此 时 等 价 为 90 的 父亲 〈 衬 节点 ) 被 删除 ， 再 
次 修正 ， 如 图 10-116 所 示 。 





























型 修正 ， 删 除 后 ， 兄 弟 70 和 父 杀 80 换 色 即 可 。 满 足 红 黑 树 的 条 件 〈 根 为 黑 、 无 “ 双 红 入 
黑 高 相等 )， 如 图 10-117 所 示 。 

6) 删除 90，90 为 黑色 且 有 红 子 ， 删 除 后 红 子 染 黑 即 可 。 满 足 红 黑 树 的 条 件 〈 根 为 黑 、 
无 “ 双 红 ” 黑 高 相等 )， 如 图 10-118 所 示 。 
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80 
红 子 染 黑 


一 > 


70 90 
a 
人 


图 10-118 ” 红 黑 树 ( 删 除 90) 





7) 删除 98，90 为 黑色 且 无 红 子 ， 出 现 “ 双 黑 ”。 其 兄 第 为 红色 ， 和 人 符合 BB-3 型 修正 。 先 
右 旋 ， 然 后 兄弟 b、 人 父亲 p 换 色 ， 如 图 10-119 所 示 。 此 时 转换 为 BB-2-R (b 无 红 子 , p 红 )。 
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BB-3 
右 旋 
b、p 换 色 
图 10-119 红 黑 树 〈 删 除 98 修正 1) 
BB-2-R 型 修正 ， 兄 弟 b、 人 父亲 p 换 色 即 可 。 满 足 红 黑 树 的 条 件 ( 根 为 黑 、 无 “ 双 红 ”、 








里 高 相等 )， 如 图 10-120 所 示 。 





“98 


| 4 \ 7 


图 10-120” 红 黑 树 (删除 98 修正 2) 











8) 删除 60，60 左右 子 树 痢 有 ， 可 以 令 其 且 接 前 驱 48《〈 顽 子 树 最 右 节 所) 代 蔡 之 ， 然 
后 删除 48。48 为 墨色 且 无 红 子 , 出 现 “ 双 黑 ”。 其 兄 贰 也 黑色 无 红 子 , 父亲 为 黑 , 符合 BB-2-B 
型 修正 ，48 删除 后 ， 兄 蜀 25 染 红 ， 此 时 等 价 为 30 的 父 杀 《〈 空 节点 ) 被 删除 ， 再 次 修正 ， 
如 图 10-121 所 示 。 


























De 


图 10-121 红 黑 树 ( 删 除 60 修正 1) 
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该 空 节 点 黑色 无 红 了 孩子， 出现 “ 双 黑 ” 其 兄弟 也 黑色 无 红 子 ， 父 杀 为 黑 ， 符 合 BB-2-B 
型 修正 ， 删 除 后 ， 兄 弟 70 染色 即 可 。 满 足 红 黑 树 的 条 件 〈 根 为 黑 、 无 “ 双 红 ” 黑 高 相等 )， 
如 图 10-122 所 示 。 此 时 被 删节 点 父亲 的 父 杀 不 存在 ， 迭 代 停 目 














图 10-122” 红 黑 树 (删除 60 修正 2) 


10_.6 Fpe es 


.并 查 集 

0 合并 和 查找 操作 。 

(1) 合并 

如 有 果 两 个 元 素 的 集合 号 不 同 ,将 两 个 元 素 合 并 为 一 个 集合 。 注意: 合并 时 只 需要 把 一 个 
元 素 的 祖宗 集合 写 ， 改 为 男 一 个 元 素 的 祖宗 集合 号 。 擒 贼 先 擒 王 ， 只 改 祖宗 即 可 ! 
(2) 查找 
a a a 

等 于 本 号 时 即 停 止 。 在 回归 时 ， 把 当前 节点 到 祖宗 路 径 上 的 所 有 节点 统一 为 祖宗 的 集 



































集合 号 
合 号 。 
2. 优先 队列 

如 果 从 序列 中 顺序 搜索 找 最 小 值 则 需要 O(n) 的 时 间 , 而 使 用 优先 队列 找 最 小 值 则 只 需要 
O(logn) 的 时 间 。 优先 队列 是 利用 堆 来 实现 的 ， 队 头 元 素 为 最 大 值 使 用 的 是 最 大 堆 ， 反 之 为 最 
小 堆 。 首 先 构建 初始 扒 《〈 优 先 队 列 )， 然 后 进行 出 队 和 入 队 操 作 。 

出 队 : 扒 顶 出 队 ， 最 后 一 个 记录 代 符 扒 顶 的 位 置 ， 重 新 调整 为 堆 。 

入 队 : 新 记录 放 入 最 后 一 个 记录 之 后 ， 重 新 调整 为 扒 。 

重 狐 调整 为 堆 需 要 掌握 两 个 基本 操作 :“ 下 沉 ” 和 “上 浮 ”。 

“下 沉 ” 堆 顶 与 左右 孩子 比较 ， 如 果 比 孩子 大 ， 则 已 调整 为 堆 ， 如 果 比 孩子 小 ， 则 与 较 
大 的 孩子 交换 ， 交 换 到 狐 的 位 置 后 ， 继 续 问 下 比较 ， 从 根 方 点 一 直 比 较 到 叶子 。 
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“上 学” 新 记录 与 其 双 杀 比较 ， 如 条 小 于 等 于 双 杀 ， 则 已 调整 为 堆 ; 如 有 果 比 双 杀 大 ， 则 
与 双亲 交换 ， 交 换 到 狐 的 位 置 后 ， 继 续 同 上 比较 ， 从 叶子 一 下 比较 到 根 。 

3. B- 树 

B- 树 具有 平衡 、 有 序 、 多 路 的 特点 。B- 树 中 ， 所 有 的 叶子 都 在 最 后 一 层 ， 因 此 左右 子 树 
的 高 兰 为 0， 体现 了 平 衔 的 特性 。B- 树 具有 中 序 有 序 的 特性 ， 即 左 子 树 < 根 < 右 子 树 。 多 路 是 
指 可 以 有 多 个 分 广 ，m 阶 B- 树 中 的 节点 最 多 可 以 有 m 个 分 文 ， 所 以 也 可 以 称 为 m 路 平衡 搜 
索 树 。 一 标 含 有 个 关键 字 的 m 阶 B- 树 最 大 高 度 为 O(logn)，B- 树 的 查找 、 插 入、 删除 等 
基本 操作 与 树 高 成 正比 关系 。 









































(1) 查找 

B- 树 的 查找 和 二 叉 搜 索 树 的 查找 类 似 , 不 同 的 是 需要 从 外 存 调 入 市 点 ,然后 在 节点 内 查 
找 ( 一 个 节点 可 能 包含 多 个 关键 了 学 )。 

(2 搬入 








由 于 B- 树 根 和 节点 全 少 有 一 个 关键 字 和 两 株 子 树 ， 其 它 非 终端 和 点 关键 字 个 数 范 围 为 
[zy2 上 1，m-H。 插 入 一 个 新 的 关键 字 ， 有 可 能 使 节点 的 关键 字 个 数 超出 上 限 m-1, 发 生 “ 上 
游 ” 将 该 关键 字 分 裂 操 作 : 取 玉 节点 中 间 的 关键 学 (s =m/2)， 将 玉 上 升 到 其 父 市 点 也， 
左右 两 部 分 作为 的 左右 孩子 。 分 裂 操 作 将 上 溢 节 点 的 中 间 关 键 字 k 上 升 到 其 父 节 点 ， 如 
果 其 父 市 点 这 时 也 发 生 上 洲 ， 则 继续 分 裂 操 作 ， 一 直 问 上 传递 ， 最 远 到 达 树 根 。 特 殊 情 况 ， 
上 游 一 下 传递 到 树 根 ， 树 根 也 发 生 上 游 ， 那 么 将 树 根 分 裂 ， 根 贡 点 的 中 间 关 键 字 分 裂 成 为 新 
的 树 根 ， 修 复 完 成 ， 此 时 树 的 高 度 增 1 。 

(3) 删除 

删除 一 个 关键 字 ， 有 可 能 使 节点 的 关键 字 个 数 低 于 下 限 | m2 上 -1， 发 生 “ 下 游 ” 考察 下 
溢 和 点 天 的 左右 兄 脂 ， 下 游 处 理 分 为 3 种 情况 : 左 借 、 右 借 、 合 并 。 

4. B+ 树 

B+ 树 是 B- 树 的 变种 ， 更 适用 于 文件 索引 系统 。 从 严格 定义 上 ，B+ 树 已 经 不 属于 树 ， 因 
为 叶子 之 间 有 连接 ， 树 是 不 允许 同 层 节点 有 连接 的 。 一 棵 m 根 节点 阶 B+ 树 ， 全 少 有 两 个 天 
键 字 ， 其 它 非 终 端 节点 关键 字 个 数 范围 为 上 m/2 |，m]， 关 键 字 个 数 等 于 子 树 个 数 ， 而 B- 树 关 
键 字 个 数 比 子 树 个 数 少 一 个 。 

(1) 查找 

B+ 树 文 持 两 种 方式 的 查找 ， 可 以 利用 上 指针 从 树 根 癌 下 索引 得 找 ， 也 可 以 利用 > 指针 从 
最 小 关键 学 问 后 顺序 查找 。 每 次 查找 都 要 走 一 条 从 树 根 到 叶子 的 路 人 符 ， 时 间 复 区 上 度 为 树 遍 
O(logmn)。 

(2) 插入 

m 阶 B+ 树 的 插入 ， 仅 在 最 后 一 层 和 点 插入 ， 因 为 除了 最 后 一 层 节 点 ， 其 他 非 终端 节点 
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都 表示 索引 。 又 因为 m 阶 B+ 树 的 关键 字 个 数 要 求 不 超过 m， 如 果 插 入 后 节点 的 关键 字 个 数 
超过 m， 则 发 生 上 游 ， 需 要 分 裂 操 作 。 只 不 过 分 裂 时 ， 和 B- 树 的 分 裂 不 同 ， 上 升 到 父 节 点 
的 关键 字 ， 子 节点 中 仍然 保留 。 

(3) 删除 

如 果 关 键 字 个 数 小 于 | za/2 | 时 发 生 下 溢 。 如 果 发 生 下 溢 则 需要 像 B- 树 那样 左 借 、 右 借 或 
合并 操作 解除 下 溢 。 解 除 下 游 时 要 特别 注意 父 节点 中 的 最 大 关键 字 更 新 。 



























































5. 红 黑 树 

红 黑 树 也 是 一 种 平衡 二 又 搜索 树 ， 在 AVL 树 “ 适 上 度 平衡 ”的 基础 上 ， 进 一 步 放 宽 条 件 ， 
红 黑 树 的 左右 子 树 高 度 不 超过 两 倍 。 红 黑 树 在 插入 和 删除 等 操作 时 ， 不 需要 频繁 调整 平衡 ， 
任何 不 平衡 都 可 以 在 3 次 旋转 之 内 解决 ， 因 此 红 黑 树 在 很 多 地 方 广 泛 应 用 。 

红 黑 树 但 找 、 插 入 和 删除 的 速度 与 树 高 成 线性 正比 ， 因 此 红 有 起 树 查找 、 插 入 和 删除 的 时 
间 复 杂 度 为 O(logn)。 红 黑 树 的 查找 和 二 又 搜 索 树 一 样 。 红 黑 树 的 搬入、 删除 操作 中 ， 必 须 
维护 红 黑 树 的 5 个 性 质 ， 性 质 1、3 很 容易 满足 ， 需 要 特别 维护 性 质 2、4、5， 即 根 为 爱 色 ， 
红 节 点 必 有 黑 孩 子 ， 左 右 子 树 黑 高 相同 。 

(1) 插入 

在 红 黑 树 中 插入 x， 首 先 通过 得 找 ， 在 得 找 失 败 的 位 置 创 建 x 和 点 ， 并 置 红 色 〈 如 果 为 
树 根 ， 则 置 黑 色 )。 如 果 新 插入 节点 X 的 父 杀 为 红色 ， 则 出 现 “ 双 红 ” 此 时 需要 修正 ， 使 其 
满足 红 黑 树 的 条 件 。 

(2) 删除 

在 红 黑 树 中 删除 x， 首 先 通过 得 找 找 到 x 的 位 置 ， 然 后 判断 处 理 : 如 果 X 市 点 仪 有 左 子 








树 〈 或 右 子 树 )， 则 删除 x 节点 ， 令 其 碟子 树 〈 或 右 子 树 ) 子 承 父 业 代 蔡 其 位 置 。 如 宁 x 市 
点 有 左 子 树 和 右 子 树 ， 则 令 x 的 直接 前 驱 (或 直接 后 继 ) 代 巷 其 位 置 ， 然 后 删除 其 直接 前 驱 
(或 直接 后 继 ) 即 可 。 在 删除 节点 的 过 程 中 ， 有 可 能 违反 红 黑 树 的 性 质 2、4、5， 即 根 为 转 
色 ， 红 市 反 必 有 黑 孩 子 ， 左 右 子 树 澡 品 相 同 。 何 而 语 之 ， 根 为 染 、 无 “ 双 红 ”左右 子 树 淋 


局 相等 。 
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